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Основные понятия теории дифференциальных уравнений  

1-го порядка 

 
Определение. Дифференциальным уравнением назевается уравнение, 

связывающее неизвестную функцию ее производные (дифференциалы) и не-

зависимые переменные (аргументы). 

Определение. Если неизвестная функция зависит от одного аргумента, 

то дифференциальное уравнение называют обыкновенным, и уравнением в 

частных производных, если функция зависит от нескольких аргументов. 

Определение. Наивысший порядок производной (дифференциала) 

входящей в уравнение называется порядком этого уравнения. 

Примеры. 

 
22y yx x    – обыкновенное дифференциальное уравнение I порядка. 

2
2

2

d V
kV

dt
   – обыкновенное дифференциальное уравнение II порядка. 

 
3

3 cos3x x t    – обыкновенное дифференциальное уравнение III порядка. 

 

3 3 0
z z

x y
x y

 
 

 
 – дифференциальное уравнение в частных производных I 

порядка. 

Будем рассматривать только обыкновенные дифференциальные уравне-

ния. 

Определение. Решением или интегралом дифференциального урав-

нения называется функция, которая при подстановке в уравнение обращает 

его в верное тождество. 

Процесс отыскания решений дифференциального уравнения называет-

ся интегрированием. 

Пример. Для дифференциального уравнения 2 0y y   решением явля-

ется функция xey 2 . Действительно, 
22 ,xy e     

подставляя в уравнение, получим 
-2x 2-2e 2 0xe   

Решением этого уравнения будут и функции 2 23 , 5x xy e y e     и во-

обще функция 2xy Ce , где C - произвольная постоянная. Очевидно, если 

уравнение имеет хотя бы одно решение, то оно имеет их бесчисленное мно-

жество.  

Дифференциальное уравнение первого порядка может быть записано в 

виде: 

1)  ,y f x y   – разрешенное относительно первой производной; 

2) ( , , ) 0F x y y   – неразрешенное относительно первой производной; 

3)    , , 0P x y dx Q x y dy   – в дифференциальной форме. 
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Очевидно, что всегда можно перейти от одного вида записи дифферен-

циального уравнения к другому. 

Определение. Общим решением (о.р.) дифференциального уравнения 

первого порядка  ,y f x y   называется функция  ,y x C , отвечающая двум 

условиям: 

1) эта функция является решением д.у. при каждом конкретном 

значении постоянной C ; 

2) каково бы ни было начальное условие 
0

0x x
y y


 , существует та-

кое единственное значение константы 0C C , что функция  0,y x C  удовле-

творяет заданному начальному условию. 

Определение. Решение д.у.  ,y f x y  , полученное из общего решения 

 ,y x C  при конкретном значении произвольной постоянной C  называется 

частным решением (ч.р.). 

Определение. Равенство  , , 0x y C  , неявно задающее общее решение 

д.у.  ,y f x y   называется общим интегралом (о.и.) этого д.у. 

Определение. Неявная запись ч.р. называется частным интегралом 

(ч.и.) д.у.  ,y f x y  . 

Задача отыскания решения дифференциального уравнения удовлетво-

ряющего заданным начальным условиям, называется задачей Коши. Для 

дифференциального уравнения второго порядка задача Коши сводится к 

нахождению решения, которое при 0x x  принимает наперед заданное значе-

ние 0y y , т.е. удовлетворяет начальному условию 
0 0x xy y  . 

Решить задачу Коши для д.у.  ,y f x y   – значит: 

1) найти общее решение данного д.у. 

2) используя указанное начальное условие выделить из полученного 

о.р. (о.и.) единственное ч.р. (ч.и.). 

Для всякого уравнения  ,y f x y   справедлива следующая теорема. 

Теорема (существования и единственности решения дифференциаль-

ных уравнений). Если в уравнении  ,y f x y   функция  ,f x y  и ее 

частная производная 
f

y




 непрерывна в некоторой области D  на 

плоскости XOY , содержащей некоторую точку  0 0,x y , то суще-

ствует единственное решение этого уравнения  y x , удовлетво-

ряющее условию 
0 0x xy y  . 

Геометрически это означает, что через заданную точку  0 0,x y  прохо-

дит единственная кривая  0,y x C .  

Геометрически общий интеграл представляет собой семейство кривых 

на координатной плоскости, зависящее от одной произвольной постоянной 

C . Эти кривые называются интегральными кривыми. Так в примере 2 0y y    

такими кривыми являются 2xy C e  . 
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Дадим геометрическую интерпретацию дифференциальному уравне-

нию I порядка. 

Пусть дано уравнение  ,y f x y   и пусть  ,y x C  есть общее решение 

этого уравнения. Для каждой точки  yxM ,  плоскости XOY  определено y , 

т.е. угловой коэффициент касательной к интегральной кривой, проходящей 

через эту точку. Таким образом, дифференциальное уравнение дает совокуп-

ность направлений или, как говорят, поле направлений. Геометрически ре-

шить дифференциальное это значит найти кривую, направление касательной 

которой совпадает с направлением поля в соответствующих точках. 

Такое геометрическое истолкование дифференциального уравнения 

позволяет проинтегрировать его графически, т.е. представить на чертеже 

приближенную картину хода интегральных кривых. Обычно, при этом ис-

пользуется метод изоклин.  

Определение. Изоклиной называется линия, вдоль которой направле-

ние поля, определяемого дифференциальным уравнением  ,y f x y  , одно и 

то же. 

Уравнение изоклины получается, если положить y const  , т.е. 

 ,f x y C  (*). Придавая в (*) параметру С ряд значений (например: 

0; 1; 2;...C    ), строят несколько изоклин и на каждой из них наносят ряд 

стрелочек, наклоненных к оси под углом  , для которых tg C  . По направ-

лению этих стрелочек проводят интегральную кривую. 

Пример. С помощью изоклин начертить общую картину хода инте-

гральных кривы уравнения. 

Решение. Приравнивая правую часть уравнения к постоянной С, полу-

чим уравнение изоклин 
2

x
C , или 2x C . 

Следовательно, изоклинами являются прямые, параллельные оси ОУ. 

Начертим ряд изоклин, придавая С конкретные значения. 

1. Пусть 0C  , тогда уравнение изоклин 0x   (ось ОУ). Найдем 

направление поля этой изоклины. , 0, 0
2

x
y y tg      . 

2. Пусть 1C  , тогда 2x   – уравнение изоклин, 1, 45y tg      . 

3. Пусть 1C   , тогда 2x    – уравнение изоклин, 

1, 45y tg        .  

И так далее. 

По направлениям стрелочек проводим 

линии, которые приближенно представляют 

интегральные кривые данного дифференци-

ального уравнения. 

Интегральные кривые есть семейство па-

рабол (Рис.1). 

 

 

х 

у 

х=2 х= –2 

0 

Рис.1. 



 7 

Теория дифференциального уравнения имеет широкое прикладное зна-

чение. Большинство задач техники, физики и других прикладных теоретиче-

ских наук приводят к составлению дифференциальных уравнений и после-

дующему их решению. Составление дифференциального уравнения по усло-

вию задачи состоит в определении математической зависимости между ис-

комой функцией, ее аргументом и производными (или дифференциалами) 

Исчерпывающих правил для составления дифференциального уравне-

ния нет. Однако в ряде задач можно использовать геометрический смысл 

первой производной или механический смысл первой и второй производных. 

Рассмотрим некоторые задачи, приводящие к составлению дифферен-

циальных уравнений. 

Задача 1. Найти кривые, обладающие в каждой точке тем свойством, 

что отрезок касательной, заключенный между осями координат, делится в 

точке касания пополам. 

Пусть  ,M x y  – произвольная точка кривой (Рис.2), обладающая требу-

емым свойством: AM MB . 

Из треугольника OAB  имеем:  
OB

tg BAO
OA

   и так как 

   2 , 2 ,OA x OB y tg BAO tg BAD y        , 

то приходим к соотношению: 
y

y
x

   – дифференциальному уравнению 

I порядка (для кривых, расположенных в I и III четверти)/ 

Если кривая находится во II или 

IV четверти, то дифференциальное 

уравнение имеет вид 
y

y
x

  – диффе-

ренциальные уравнения I порядка. 

 

 

 

 

 

 

 

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ ПО ТЕМЕ: 

«Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными» 
 

Определение. Д.у. первого порядка, разрешенное относительно про-

изводной y , называется уравнением с разделяющимися переменными, если 

его правая часть представляет собой произведение двух функций, одна из ко-

торых зависит только от x , другая только от y . 

   1 2y f x f y   . 

О х 

у 

В 

А Р 

у 

М(х,у) 
. 
 

у=f(х,у) 

Рис.2. 
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Метод решения. Полагая 
dy

y
dx

  , получим    1 2

dy
f x f y

dx
  , разделяя 

переменные 
 

 1

2

dy
f x dx

f y
  и интегрируя 

 
 1

2

dy
f x dx C

f y
   , получим общее 

решение или общий интеграл. 

Определение. Д.у. первого порядка в дифференциальной форме назы-

вается уравнением с разделяющимися переменными, если при дифференци-

алах dx  и dy  стоят произведения двух функций, одна из которых зависит 

только от x , другая только от y . 

       1 2 1 2 0P x P y dx Q x Q y dy     

Метод решения. Для этого поделим обе части на    1 2Q x P y . Будем 

иметь 
 

 

 

 
1 2

1 2

0
P x dx Q y dy

Q x P y
  . Перенесем второе слагаемое в правую часть 

 

 

 

 
1 2

1 2

P x dx Q y dy

Q x P y
  . После интегрирования получим общий интеграл. 

Замечание. В частности функции  1f x ,  2f y ,  1P x ,  2P y ,  1Q x , 

 2Q y  могут быть константами. 

Пример 1. Решить уравнение   1xy y y x   . 

Решение: 

Дано дифференциальное уравнение первого порядка, относительно не-

известной функции  y x , необходимо найти общее решение (общий инте-

грал). 

Для определения типа уравнения разрешим его относительно произ-

водной y : 

 
1x

y
xy y


 


. 

Вынесем в знаменателе за скобки y , и представим правую часть в ви-

де произведения двух функций: 

 
1

1

x
y

y x


  

  
1 1

1

x
y

yx


  


. 

Первый из множителей зависит только от x  –  
 

1

1

1

x
f x

x





, второй 

только от y  –  2

1
f y

y
 .  

Поэтому тип этого уравнения – с разделяющимися переменными. 

1. 
dy

y
dx

       
 

1 1

1

dy x

dx yx


 


. 
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2. Разносим дифференциалы в разные части уравнения, для чего дом-

ножаем обе части на dx :  
 

1 1

1

dy x
dx

dx yx


  


 

     
 

1 1

1

x
dy dx

yx


 


. 

3. Требуем соответствие функций при дифференциалах, для чего 

умножаем обе части на y : 

    
 

1 1

1

x
dy dx y

yx


  


 

    
   

 

1 1

1

x x
ydy dx

x

  



 

     1ydy x dx  . 

4. Интегрируем левую часть последнего равенства по y , правую по x : 

     1ydy x dx    

    
3 3

2 2
1

2 2
3

3 3
y x x C     

     3 3

1 12 2 3 3 , 3y x x C C C     

    3 32 3y x x C   , получили общий интеграл. 

Ответ: 3 32 3y x x C    – общий интеграл данного д.у. 

Пример 2. Решить уравнение z z  , если 
0

1
u

z
e

 . 

Решение: 

Дано д.у. первого порядка, относительно функции  z u , необходимо 

найти ч.р. (ч.и.). 

Тип уравнения – с разделяющимися переменными, так как правую 

часть уравнения z z   можно представить в виде произведения константы и 

функции, зависящей только от z : 1z z   . 
dz

z
du

  

dz zdu  
dz

du
z
  

dz
du

z
   

1ln z u C   

2ln ln lnuz e C  , где 2 1ln C C  

 2ln ln uz e C   

2

uz e C   

2

uz C e   , положим 2C C   
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uz C e   – общее решение. 

Для получения частного решения подставим в общее решение началь-

ное условие и из полученного равенства найдем значение константы C : 

01
C e

e
  , откуда 

1
C

e
 . 

Поэтому частное решение будет иметь вид: 
1 uz e
e

   или 1uz e  . 

Ответ: 1uz e   – частное решение данного д.у. 

Пример 3. Решить уравнение     0 dyxxydxyxy . 

Решение: 

Дано дифференциальное уравнение первого порядка, относительно 

функции  y x , необходимо найти о.р. (о.и.). 

Для определения типа уравнения вынесем за скобки y  при дифферен-

циале dx , и x  при дифференциале dy , получим: 

   1 1 0y x dx x y dy    . 

При дифференциалах стоят произведения двух функций, одна из которых за-

висит только от x , а другая только от y : 

 1 1P x x  ,  2P y y ,  1Q x x ,  2 1Q y y  . 

Тип уравнения – с разделяющимися переменными. 

1. Разносим дифференциалы в разные части уравнения: 

       1 1x y dy y x dx    . 

2. Требуем соответствия функций при дифференциалах: 

       1 1 :x y dy y x dx x     

    
   1 1x y y x

dy dx
x x

 
   

     
 1

1 :
y x

y dy dx y
x


    

    
   1 1y y x

dy dx
y xy

 
   

    
   1 1y x

dy dx
y x

 
  . 

3. Интегрируем левую часть последнего равенства по y , правую по x : 

    
   1 1y x

dy dx
y x

 
    

    
1 1

1 1dy dx
y x

   
      

  
   

    ln ln lny y x x C      

  ln ln lny x y x C     ln ln lnx yxy e C   



 11 

    x yxye C   – общий интеграл. 

Ответ: x yxye C   – общий интеграл данного д.у. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

1. 
0

2 1
x

ydx dy y


   Ответ:  
2

1y x  . 

2.    2 2 0xy x dx y x y dy     Ответ:  2 21 1y C x   . 

3.    21 2 1 0y xdx x dy     Ответ:   21 2 1y x C   . 

4.    2 21 1y x y x y    Ответ:    2 21 1y C x   . 

5.  2

2
1 0 1

x
y dx xydy y


     

Ответ: 
2

2 1
2

x
y  . 

6. 
2

x
y sin x y ln y y e
    

Ответ: 
2

x
ln y tg . 

7. 1
dx

x t
dt

   Ответ:  
22 1x t C   . 

8. 2

1
0 5

U
UV V V V ,


     

Ответ: 
1

1
V

U



. 

9. 
2 2

0
tgy tgx

dx dy
cos x cos y

   Ответ: tgx tgy C  . 

10.   2

0
2 1 0 1

x
x dy y dx y


     

Ответ: 
2

2 1 2ln x
y
   . 

11. 2 1y y    
Ответ: 

1
2

1

y
ln x C

y


 


. 

12. 
2 2

x y x y
y sin sin

 
    Ответ: 2

2

y
ln tg C sin x  . 

 

13. Ускорение прямолинейного движения материальной точки выражается 

формулой   22 10a t м / с  . Найти скорость в момент времени 10t  . 

Ответ: 200V м / c . 

14. Известно, что тело движется со скоростью, пропорциональной прой-

денному пути, и проходит за 2c  путь 10м , а за 4 50c м . Какой путь 

пройдет тело за 6с от начала движения? 

Ответ: 250V м . 

 

15. Металлическая деталь, нагретая до 500 C , охлаждается в воздухе при 

температуре 20 C . Через 10мин  после начала охлаждения температура 

детали понизилась до 100 C . Считая скорость охлаждения пропорцио-

нальной разности между температурой детали и температурой окру-

жающего воздуха, определить температуру детали через 20мин  после 

охлаждения. 



 12 

Ответ: 
1

33
3

C
 

 
 

 

16. Найти линию, проходящую через точку  2 1,  и обладающую тем свой-

ством, что угловой коэффициент касательной в любой ее точке равен 

удвоенной абсциссе точки. Построить линию. 

Ответ: 2 3y x  . 

17. Найти кривые, для которых площадь треугольника, образованного ка-

сательной, ординатой точки касания и осью абсцисс, есть величина по-

стоянная, равная 2a . 

Ответ:   22C x y a  . 

 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ ПО ТЕМЕ 

«Дифференцирование однородных уравнений первого порядка» 

 

Определение. Функция  yxf ,  называется однородной функцией n - 

го измерения относительно x  и y , если равенство    , ,nf x y f x y    спра-

ведливо для любого R  и отличного от нуля, при котором функция 

 ,f x y   определена, n const . 

Например, функция   4 2 2 4, 3 5f x y x x y y    является однородной четвер-

того измерения  4n  , так как  

         

   

4 2 2 4

4 4 2 2 4 4

, 3 5

                 3 5 ,

f x y x x y y

x x y y f x y

     

 

     

   
. 

Функция   3 2 233, 2 4f x y x xy y    является однородной измерения 

2

3
n  , поскольку 

        

   

2 2
3 33

2

3 32 2 23 33

, 2 4

                 2 4 ,

f x y x x y y

x xy y f x y

     

 

   

   

. 

Очевидно, функция   2 3, 9 12f x y x y xy   – неоднородная. 

Однородная функция нулевого измерения определяется равенством: 

   0, ,f x y f x y   . 

Например, функция   












 1ln,

2

2

y

x

yx

yx
yxf  однородная функция нулевого из-

мерения, так как  
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 
 

 

 

 

 

2

2

2 2

2 2

2

2

, ln 1

                 ln 1

                 ln 1 , .

xx y
f x y

x y y

x y x

x y y

x y x
f x y

x y y

 
 

  

 

 

 
   

 
 

  
   

  

 
   

  

 

Признак однородной функции нулевого измерения состоит в том, 

что такая функция не меняет своего значения при замене x  на x , y  на y : 

   , ,f x y f x y   . 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка, разре-

шенное относительно первой производной  ,y f x y   называется однород-

ным, если его правая часть является однородной функцией нулевого измере-

ния. 

Метод решения. Уравнение  ,y f x y   заменой переменной по форму-

ле 
y

u
x
  или y u x   

где  ,u u x y  – дифференцируемая функция от x , сводят к дифференциаль-

ному уравнению с разделяющимися переменными. 

Действительно y u x u    . Так как  ,f x y  – однородная нулевого изме-

рения, то 

   ,
y

f x y f f u
x

 
  

 
. 

Отсюда    u x u f u u x f u u       – дифференциальное уравнение 

первого порядка с разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные, получим 

 
du dx

f u u x



 

при условии, что   0f u u  . 

Интегрируя, получаем общий интеграл. 

Определение. Дифференциальное уравнение в дифференциальной 

форме    , , 0P x y dx Q x y dy   будет однородным тогда и только тогда, когда 

при дифференциалах стоят однородные функции одного и того же измерения 

n , то есть    , ,nP x y P x y    и    , ,nQ x y Q t y   . 

Метод решения. Свести уравнение    , , 0P x y dx Q x y dy   к уравнению вида 

 ,y f x y  , а затем делаем замену y u x  . 

Пример 1. Решить уравнение 2222 yxyx  , если   01 y . 

Решение: 

Дано дифференциальное уравнение первого порядка, относительно 

функции  y x , необходимо найти частное решение (ч.и.). 
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Для определения типа уравнения разрешим его относительно первой 

производной     
2 2

22

x y
y

x


  . 

Правая часть уравнения есть однородная функция нулевого измерения 

так как  

 
   

 

 
 

2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2
, ,

2 22

x yx y x y
f x y f x y

x xx

   
 

 

 
    . 

Поэтому тип уравнения – однородное первого порядка. 

1. Вводим новую функцию  
y

u x
x

 , при чем y u x   и y u x u    . 

2.     
 

22

22

x u x
u x u

x

 
     

    
2 2 2

22

x u x
u x u

x

 
     

    
 2 2

2

1

2

x u
u x u

x


    

    
 21

2

u
u x u


    

    
21 2

:
2

u u
u x x

 
   

    
21 2

2

u u
u

x

 
  . 

Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен-

ными относительно функции  u x . Решаем его: 

    
 

2
1

2

udu
dx

dx x


   

    
 

 
2

21
: 1

2

u
du dx u

x


   

    
 

2
21

du dx

xu



. 

Берем интегралы от обеих частей последнего равенства 

    
 

2
21

du dx

xu



   

    
1 1

ln ln
1 2

x C
u

  


 

     1
ln

1
C x

u
 


 

       1 1 lnu C x  . 

Подставляем в последнее равенство вместо u  значение 
y

x
. 

Получим общий интеграл 
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     1 1 ln
y

C x
x

 
  
 

 

       lnx x y C x  . 

Разрешив его относительно y  получим общее решение исходного 

уравнения     
 xC

x
xy

ln
 . 

Используя начальное условие   01 y , определяем значение константы C . 

1
0 1

ln C
     ln 1C     C e . 

Следовательно, частное решение исходного уравнения имеет вид 

x

x
xy

ln1
 . 

Ответ: 
x

x
xy

ln1
  – частное решение данного д.у. 

 

Пример 2. Решить уравнение 2sin 0
y

xdy y x dx
x

 
   
 

. 

Решение: Дано дифференциальное уравнение первого порядка в дифферен-

циальной форме, необходимо найти общий интеграл (о.и.). 

Функции   2, sin
y

P x y y x
x

 
   

 
, и  ,Q x y x  – однородные первого по-

рядка. Действительно,  

  2 2, sin sin
y y

P x y y x y x
x x


    



   
        

   
, 

 ,Q x y x   . 

Преобразуем данное дифференциальное уравнение к уравнению раз-

решенному относительно y , получим 

2sin
y

y x
xy

x


   

Делаем замену y u x  , тогда y u x u   . 

Отсюда 
2sinux x u

u x u
x


    

2sinu x u u u      
2sinu x u   

2sin

du dx

u x
  

Интегрируем левую и правую части, имеем 
lnctgu x C    

После обратной подстановки  
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ln
y

ctg x C
x

    или ln 0.
y

x c ctg
x

    

Ответ: ln 0.
y

x c ctg
x

    – общий интеграл данного дифференциального 

уравнения. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1.  Проверить функции на однородность: 

а)   3 2 33 3 5f x, y x xy y    
в)  

2

2

x xy
f x, y

x
y sin

y


  

б)   2 25 3f x, y x x y   г)    3 2 23 1f x, y x xy ln x     

2.  Определить тип дифференциальных уравнений: 

а)    2,sin yy
x

y
xyx  г) 

1
0xy x y

y
cos

x

     

б)   0 dyxxyydx  д)   33xy y dx xy dy   

в) 

x

yxy y e    
е) 25 6x dx cos ydy  

3. Решить дифференциальные уравнения: 

а)  2 2

1
0 0

x
y x y dx xdy y


      Ответ: 2 2 2y x y x   . 

б)  2 2

1
3 2 0 1

x
y x dy xydx y


     Ответ: 2 3 2y y x  . 

в)  1
dy y

ln y ln x
dx x

    Ответ: Cxy
e

x
 . 

г) 

x

y y
y e

x
    Ответ: 

y

xln Cx e


  . 

д) 
dy dy

y x x y
dx dx

    Ответ: 2 2

y
arctg

xx y Ce


  . 

е)   0xy x dy ydx    
Ответ: 

2
x

y
y e C  . 

ж)  2 2 2x y dx xydy   Ответ:  y C x x   . 

з)  2 2 2x xy y dx x dy    
Ответ: 

y
arctg

xCx e . 

4. Найти кривую, подкасательная которой есть среднее арифметическое 

координат точки касания. 

Ответ:  
2

0x y Cy   . 

5. Найти кривую, у которой точка пересечения любой касательной с осью 

абсцисс одинаково удалена от точки касания и от начала координат. 

Ответ:  2 2y C x y  . 

6. Найти кривую, у которой расстояние любой касательной от начала ко-

ординат равно абсциссе точки касания. 

Ответ: 2 2x y Cx  . 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ ПО ТЕМЕ 

«Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Уравнение Бернулли» 
Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка называ-

ется линейным, если оно линейно относительно неизвестной функции и ее 

производной. 

Линейное относительно y  и y  дифференциальное уравнение принято 

записывать в виде     y P x y Q x    , 

где функции   0P x   и   0Q x  , непрерывны в некоторой области. 

Или в виде    x P y x Q y     – линейное относительно x  и x  д.у. 

Признаки линейного дифференциального уравнения первого порядка: 

– искомая функция и ее производная входят в уравнение в первой по-

ложительной степени, и нет их произведений; 

– аргумент входит в уравнение в любой допустимой форме. 

Определение. Уравнением Бернулли называется уравнение вида 

   ny P x y y Q x     , 

где функции   0P x   и   0Q x  , непрерывны в некоторой области, n  – любое 

действительное число, причем 0n   и 1n  . 

Решение линейного уравнения и уравнения Бернулли ищут в виде про-

изведения двух функций    y u x v x  , одну из которых выбирают произ-

вольно, а вторую так чтобы их произведение было решением дифференци-

ального уравнения. 

Подставим в линейное уравнение y u v   и y u v u v      , получим  

   u v u v P x u v Q x        . 

Объединяем второе и третье слагаемые в левой части уравнения в 

скобки и выносим общий множитель u  за скобки. 

    u v u v P x v Q x       . 

Подберем функцию v  таким образом, чтобы выполнялось условие 

   0v P x v    . 

Решаем полученное д.у. с разделяющимися переменными, получаем 

общее решение  
 

1

P x dx
v e C

  . 

Достаточно найти одну единственную функцию  v x , поэтому из об-

щего решения, выбираем одну соответствующую значению константы 1 0C    

 P x dx
v e

 . 

Таким образом, найдена часть общего решения. Теперь найдем функ-

цию  u x  такую, чтобы произведение u v  было решением д.у. Для этого под-

ставим найденную функцию 
 P x dx

v e
  в уравнение     u v u v P x v Q x       , 

получим 
 

 
P x dx

u e Q x
   . Тогда, решая последнее уравнение, получим  
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 
 P x dx

u Q x e dx C   . 

Следовательно, общее решение будет иметь вид 

 
   P x dx P x dx

y Q x e dx C e
      

  . 

Пример 1. Решить уравнение 
x

tgxyy
cos

1
 , если   1y . 

Решение: 

Дано дифференциальное уравнение первого порядка, относительно 

функции  y x , необходимо найти частное решение (ч.и.). 

Тип уравнения – линейное первого порядка, так как искомая функция 

 y x  и ее производная  y x  входят в уравнение в первой положительной 

степени и нет их произведений. 

1. Решение ищем в виде    y u x v x  . 

2. Подставляем в исходное уравнение y u v   и y u v u v     , получаем 

1

cos
u v u v u v tgx

x
        . 

3. Объединяем второе и третье слагаемые в левой части уравнения в скобки и 

выносим общий множитель u  за скобки. 

 
1

cos
u v u v u v tgx

x
         

 
1

cos
u v u v v tgx

x
       . 

4. Приравниваем выражение в скобках к нулю и решаем полученное диффе-

ренциальное уравнение относительно функции  v x : 

0v v tgx     

v v tgx     

dv
v tgx dx

dx
     

dv
tgxdx

v
   

dv
tgxdx

v
    

1ln ln cosv x C  . 

Полагая 1 0C  , получаем частное решение вида 

ln ln cosv x  

cosv x . 

5. Подставляем найденное значение функции v  в уравнение  

 
1

cos
u v u v v tgx

x
       , 

получаем уравнение вида  
1

cos
cos

u x
x

   . 

Это уравнение с разделяющимися переменными относительно функции 

 u x . 
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1
cos : cos

cos
u x x

x
    

2

1

cos

du
dx

dx x
   

2cos

dx
du

x
  

2cos

dx
du

x
   

u tgx C  . 

5. Общее решение д.у. будет иметь вид 

  cosy tgx C x   . 

Для нахождения частного решения используем начальное условие 

  1y . 

 1 costg C     

   1 0 1C     

1C   . 

Поэтому частное решение будет иметь вид: 

 1 cosy tgx x   . 

Ответ:  1 cosy tgx x    – частное решения данного д.у. 

Пример 2. Решить уравнение 2 2x xy e y e y   . 

Решение: 

Дано дифференциальное уравнение первого порядка, относительно не-

известной функции  y x , необходимо найти общее решение (о.и.). 

Тип уравнения – уравнение Бернулли, так как в левой части неиз-

вестная функция и ее производная находятся в первой положительной степе-

ни и нет их произведений, а справа неизвестная функция стоит в степени 
1

2
. 

Полагаем    y u x v x  , следовательно y u v u v      . Подставляем y  и 

y  в исходное уравнение: 

2 2x xu v u v e u v e u v         

 2 2x xu v u v e u v e u v         

 2 2x xu v u v e v e u v       . 

Приравниваем скобку к нулю и решаем полученное уравнение: 

2 0xv e v    

2 xv e v    

2 xdv
e v dx

dx
    

2 :xdv e vdx v   

2 xdv
e dx

v
   

2 xdv
e dx

v
    
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1ln 2 xv e C   . 

Полагаем 1 0C  , получаем функцию  v x  

2 xev e   или  

 
2

1
xe

v

e

 . 

Подставляем найденное значение v  в уравнение со скобкой 

   
2 2

1 1
2

x x

x

e e

u e u

e e

    . 

Выражаем из последнего равенства u  

 
 

21
2

x

x

x e

e
u e u e

e
    

 2
xx eu e u e    

 2
xx edu

e u e dx
dx

    

 2 :
xx edu e u e dx u   

 2
xx edu

e e dx
u
  

 2
xx edu

e e dx
u
   

2 2 2
xeu e C   

xeu e C   

 
2xeu e C  . 

Следовательно, общее решение исходного д.у. будет иметь вид: 

 
 

2

2

1x

x

e

e

y e C

e

     или  

2x

x

e

e

e C
y

e

 
   
 

. 

Ответ: 

2x

x

e

e

e C
y

e

 
   
 

 – общее решение данного д.у. 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

1. Определить тип дифференциальных уравнений: 

а) 
x

yy x y e
   
 

 ж) 
y ln y

y sin x


  

б)    2 21 0x xy dx y x dy     и) 1y sin x y cos x   

в) 
1

4

x
dx xdy

y y

 
  

 
 к) y xy x yy     

г) 2xy y xy    л) ;
ln2 xyyx

y
y


  



д)   ;01 22  dxedyye xx  м) ;02  yyyx  

е) yxyyxy  22  н)   ;02sin2cos2 22  dyyxyydxx  

 

2. Решить дифференциальные уравнения: 

 

а) 5 22
dy

x y x y
dx

   Ответ: 
5 2

1

1

3

y

x Cx





. 

б) 3y y xy    Ответ: 
2

1

1

2

x

y

x Ce



 

. 

в) 
2

2 2 xy xy xe    Ответ:  
2 2xy e x C  . 

г) 3
dy

x y x
dx

   Ответ: 2 C
y x

x
  . 

д) 
dy

x y
dx

   Ответ: 1xy Ce x   . 

е) xy y e    Ответ:   xy x C e  . 

ж) 
2 2

4 1

1 1

dy xy

dx x x
 

 
 

Ответ: 

 

3

2
2

3

1

x
x C

y

x







. 

з)  
2

, 1 2
3 3

y y
y y

x x
    

 
 Ответ: 

3

2

x
y

x





. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ ПО ТЕМЕ  

«Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах» 
Пусть задана функция. Полный дифференциал этой функции имеет вид 

U U
dU dx dy

x y

 
 
 

. 

С другой стороны, учитывая, что  ,U x y C , то поэтому имеем  

0
U U

dx dy
x y

 
 

 
. 

Если функция U  и ее частные производные непрерывны, то  
2 2U U

x y y x

 


   
. 

Т.о. если в уравнении 

   , , 0P x y dx Q x y dy   

правая часть есть полный дифференциал, то его решением будет функция 

 ,u x y C . 

Ответ на вопрос, в каком случае выражение 

   , , 0P x y dx Q x y dy   

есть уравнение, в полных дифференциалах, дает следующая теорема. 

Теорема. Для того, чтобы выражение    , ,P x y dx Q x y dy  было полным диф-

ференциалом в некоторой области D , необходимо и достаточно, чтобы 

функции  ,P x y  и  ,Q x y  были непрерывны вместе со своими частными про-

изводными в этой области, и выполнялось равенство 
P Q

y x

 


 
. 

Необходимость. 

Дано. Выражение    , ,P x y dx Q x y dy  является полным дифференциалом 

функции  ,U x y , т.е.      , , ,P x y dx Q x y dy dU x y  , функции  ,P x y ,  ,Q x y , 

 ,P x y

y




 и 

 ,Q x y

x




 непрерывны в области D . 

Доказать. 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 в области D . 

Доказательство.  

Известно, что полный дифференциал функции  ,U x y  двух независимых пе-

ременных имеет вид  
U U

dU dx dy
x y

 
 
 

, то  

,
U U

P Q
x y

 
 
 

. 

Продифференцировав обе части первого равенства по y , а второго x  будем 

иметь  
2P U

y x y

 


  
   и  

2Q U

x y x

 


  
. 
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По условию частные производные 
   , ,

;
P x y Q x y

y x

 

 
 непрерывны в области 

D . Следовательно, непрерывны и функции 
2U

x y



 
, 

2U

y x



 
. Но смешанные произ-

водные 
2U

x y



 
, 

2U

y x



 
 будучи непрерывными равны между собой. Т.е. 

2 2U U

x y y x

 


   
. 

Отсюда следует, 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 в области D . 

Достаточность. 

Дано: 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 в области D . 

Доказать. Существует функция  ,U x y  в области D  такая, что 

     , , ,dU x y P x y dx Q x y dy   

Доказательство.  

Искомая функция  ,U x y  должна удовлетворять двум требованиям. 

 
 

,
,

U x y
P x y

x





      (*) 

 
 

,
,

U x y
Q x y

y





      (**) 

Выберем функцию  ,U x y  так, чтобы она удовлетворяла условию (*). Общий 

вид такой функции 

     
0

, ,

x

x

U x y P x y dx y  , y const    (***) 

где в качестве произвольной постоянной интегрирования взяли функцию от 

y , т.е.  y , так как интегрирование производится в предположении, что y  

сохраняет неизменное значение. 

Функция  ,U x y  должна удовлетворять и равенству (**). 

Продифференцируем функцию (***) по переменной y : 

 
 

 ,
( , )

U x y y
P x y dx

y y y

 
 

    

Учитывая условие (**), имеем 

 
 

 ( , ) ,
y

P x y dx Q x y
y y


 

   

Отсюда 

 
   , ( , )

y
Q x y P x y dx

y y

 
 

       (****) 

В левой части равенства (****) записана функция одной переменной y . Что-

бы убедиться, что и правая часть (****) зависит только от y , необходимо 

продифференцировать её по x , в результате чего должны получить нуль. 
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   
 

 
 , ,

, ( , ) ( , )
Q x y Q x y

Q x y P x y dx P x y dx
x y x x y x

       
       

        
   

 
   , ,

( , ) 0
Q x y P x y

P x y dx
y x x y

   
    
    

  , так как по условию 

   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

Из равенства (****) имеем 

     , ( , )y Q x y P x y dx dy C
y


 

   
 

  , где C - постоянная. 

Подставляя найденное выражение для  y  в формулу (***), найдем функ-

цию  ,U x y  такую, что  

     , , ,dU x y P x y dx Q x y dy   

Теорема доказана полностью. 

Доказательство этой теоремы дает способ решения дифференциальных урав-

нений в полных дифференциалах.  

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка в диф-

ференциальной форме    , , 0P x y dx Q x y dy   называется дифференциаль-

ным уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть есть пол-

ный дифференциал некоторой функции двух переменных. 

Признак д.у. в полных дифференциалах: 

   , ,P x y Q x y

y x

 


 
. 

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах определяется од-

ной из следующих формул: 

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 ,      

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 ,      

где точка   DyxM 000 , , области определения функций    , , ,P x y Q x y . 

Пример 1 Решить уравнение 
2

2

1
0

x y x
dx dy

x x

 
  . 

Решение: В нашем случае  
2

2
,

x y
P x y

x


 ,  

1
,

x
Q x y

x


 .  

И так как  

2 2

1 1
,

P Q
  

y xx x

 
   

 
, 
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т.е. условие полного дифференциала выполнено, то данное уравнение явля-

ется уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл можно 

найти по одной из формул: 

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 ,  

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 , 

где нижние пределы 00  , yx  могут быть выбраны произвольно. Выберем 

0 01, 0x y  . Выбор этих значений 00  , yx  допустим, так как точка 

 0 1,0M D  принадлежит области определения функций    yxQyxP ,,, . 

По первой формуле     

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0  имеем 

1 0

1
,

yx
x

dx dy C
x


    

1
1 , 1

x y
x y C x y C

x x


        . 

Получаем общий интеграл по второй формуле     

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 : 

2

2

1 0

2 ,

yx
x y

dx dy C
x


    

1 2 , 1
y y

x y y C x y C
x x

          , 

который совпадает с уже найденным. 

Ответ: 1
y

x y C
x

     – общее решение данного д.у. 

Пример 2 Решить уравнение    sin 1 0y x dx x dy    , если  0 1y  . 

Решение: Имеем  , sinP x y y x  ,  , 1Q x y x  .  

Тогда  

1, 1
P Q

  
y x

 
 

 
 

Частные производные равны. Следовательно, данное уравнение является 

дифференциальным уравнением в полных дифференциалах. 

Найдем функцию  ,U x y , для которой 

sin
U

y x
x


 


, 1

U
x

y


 


 

Из первого уравнения находим 

       , sin cosU x y y x dx y yx x y        

Найдем  y , используя уравнение 
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1
U

x
y


 


,  

U
x y

y



 


 

Приравнивая правые части последних двух равенств, получим 

 1x x y    

Следовательно,   1y   и   1y y C    

Выражение для  y  подставим в  ,U x y : 

  1, cosU x y xy x y C     

Общий интеграл уравнения примет следующий вид cosxy x y С    

Найдем частный интеграл. Для этого подставим начальное условие 1y   при 

0x   в общий интеграл: 1 1 С  , 2С  . 

В итоге cos 2xy x y    - частный интеграл. 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения: 

а)     ;0cossin  dyyxxedxyye yx  Ответ: 2x ye e x( y sin y ) C     . 

б)    2 2 2 33 6 6 4 0;x xy dx x y y dy     Ответ: 3 2 2 43x x y y C   . 

в) 
 
 xy

xy
y






4

3 2

 Ответ: 3 28
2

3
x xy y C   . 

г)    3 2 32 9 4 6 0xy хdx у х уdy ;     Ответ: 2 3 2 43x x y y C   . 

д)  3 0
у

dx y ln x dy ;
х

    Ответ: 44y ln x y C  . 

е) 
2 2 3

2 3

2 2 5
0

x y x y
dx dy ;

y y

 
   Ответ: 

3
2

2

5x
x C

yy
   . 

ж)  2 22 1 0x x y dx x ydy .        Ответ:  
3

2 2 2
2

3
x x y C   . 

2. Решить задачу Коши: 

 

а)     ;03,02   ydyxeydxe yy  Ответ: 2 3yxe y    . 

б)    ln 2 2 0, 2 1;
x

y x dx y dy y
y

 
     

 
 Ответ: 2 2 5xln y x y    . 

в)     40,0  yyeyyex xx  
Ответ: 

2 2

12
2 2

xx y
ye   . 

г)      2 1 0 1xy xyye x dx xe dy   y 0 ;      Ответ: 2 2xye x y   . 
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Однородные дифференциальные уравнения первого 

порядка

метод решения метод решения

1. вводим новую функцию              , 

полагая                               , тогда

в форме, разрешенной относительно 

первой производной

 , y f x y

в дифференциальной форме

   , , 0 P x y dx Q x y dy

характерная особенность:

правая часть есть однородная функция 

нулевого измерения:

   , ,f x y f x y 

характерная особенность:

при  дифференциалах стоят однород-ные 

функции одного порядка измерения
   , , n

P x y P x y  

   , , n
Q x y Q t y  

 u x

  
y

u x
x

 y u x   y u x u

2. подставляем в исходное уравнение

                                                           ,

получаем дифференциальное уравне-ние с 

разделяющимися переменными 

относительно функции              :

 y u x   y u x u

 u x

 ,    u x u f x u x

3. в полученное общее решение (о.и.) 

подставляем               , тем самым  

получаем общее решение (о.и.) исходно-го 

уравнения


y

u
x

      приводим уравнение к виду, разре-

шенному относительно первой 

производной:

   , , Q x y dy P x y dx

   , , : Q x y dy P x y dx dx

   , , 
dy

Q x y P x y
dx

     , , : , 
dy

Q x y P x y Q x y
dx

 

 

,

,
 

P x ydy

dx Q x y

 

 

,

,
  

P x y
y

Q x y
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Дифференциальные уравнения в полных 

дифференциалах

метод решения

характерные особенности:

      выражение, стоящее справа является полным дифференциалом 

некоторой функции двух независимых переменных, то есть выпол-

няется условие 

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах 

определяется одной из следующих формул:

где точка                              , области определения функций 

   , , 0 P x y dx Q x y dy

   , , 


 

P x y Q x y

y x

   
0 0

0, ,  
yx

x y

P x y dx Q x y dy C

   
0 0

0, ,  
yx

x y

P x y dx Q x y dy C

 0 0 0, M x y D
   , , ,P x y Q x y
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Для дифференциальных уравнений найти общее решение (или об-

щий интеграл) и частное решение (или частный интеграл), если дано 

начальное условие. 

 

ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ 

 

Вариант 1. 

1. 0)()( 22  dyyxydxxyx
 

2. 
2 21 1 0x y yy x   

 

3. 
2

2

x y
y

x y


 


 

4.    , 1 0xx y y e y     

5. 
2 1

xy
y x y

x
  


 

6. 2 33 ( 1) 0y yx e dx x e dy    

Вариант 2. 

1.  2 25 0x xe dy ye dx    

2. sin cos 2cosx y y x x    

3. 2 2y x y xyy    

4. 2 sin , 0
2

y yctgx x x    y
 

    
 

 

5.  3 3 2 24 8 xy x y x e y     

6.  2 22 0xydx x y dy    

 

Вариант 3. 

1. 
2 33 2 9 0x ydx x dy    

2. 2 21 cos 0y x y     

3.  y xy dx xdy   

4.  
1

cos sin 2 , 0 0
2

y y x x    y     

5. 22 xy y y e    

6.    2 23 4 8 0yx y dx xy e dy     

Вариант 4. 

1. sin 0xe ydx tg ydy   

2. 
21 xyxy   

3.  2 23 2 0y x dy xydx    

4.    2 1 4 3, 0 0x y xy   y     

5. 2 lnxy y y x    

6.    2 2 32 9 4 6 0xy xdx y x ydy     

Вариант 5. 

1.   21 secx xe tgydx e ydy   

2. 2 24 0x y xy x     

3. 
3

3

x y
y

x


   

4.  2 1 0, 1 0x y xy   y    
 

5. 2/y y x y    

6. 
2

1
2 1 2 0

y
x dx y dy

x x

   
       

   
 

 

Вариант 6. 

1. 0)(  dyxxyydx  

2. 
2 2

3y x yy

x

 
  

3. 
2

2

y
y

x y
 


 

4.    cos , / 2 0y x y x x y     

5. 
2

22

cos

yy
y

x x
    

6. (2 ) 0y ye dx y xe dy     

Вариант 7. 

1.  8 0x xe dy ye dx    

2.    3cos cos 2 cos 2y y x y x y      

3. 
2

2
3 3 4

y y
y

x x
     

Вариант 8. 

1. 3 2cos siny y x x    

2. 2 26 3xdx ydy yx dy xy dx    

3. 2 2xy x y y     

4.    3 21 , 0 0x y y x x   y      
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4.  2 3
2 , 1

2 2

y
y x x   y

x
     


 

5.  2 3/xdx x y y dy   

6.    2 3 23 2 3 2 3 0x y y dx x x y dy       

 

5.   23 xy y xy    

6.  3 ln 0
y

dx y x dy
x

    

 

 

 

Вариант 9. 

1. 2 21 0x y xy x     

2. 
3x ye dy xdx   

3. 0y x x y     

4.  2 , 1 1
2

y
y x   y

x
     

5. 3 3y x y y    

6.  2 31
3 0

3
y x y dy x y dy

 
    

 
 

 

Вариант 10. 

1. 
3ln x

y tgy
x

    

2.  3 31 y ye xdx e dy   

3. 
2 3

5

x y
y

x


   

4. 
2

sin ,
2

xy y x   y




 
    

 
 

5.   43 5 4 5xy y x y     

6. 
2 2 3

2 3

3 2 5
0

x y x y
dx dy

y y

 
   

Вариант 11. 

1. sin 0
sin

dy
x tgydx

x
   

2. 
2 2

1 3 0x yy y     

3. 
2 2

2xy x y y     

4.  2

2 5
5, 2 4

x
y y   y

x


    

5. 3 2 22 3 1 0x yy x y     

6. 
2

2 4 3

1 3 2
0

y y
dx dy

x x x

 
   

 
 

Вариант 12. 

1.  2 1y y tgx     

2.  3 sin 1 cos 0x xe ydx e ydy    

3. 
10

10

x y
y

x y


 


 

4. sin 1 cos , 0
2

y x y x   y
 

      
 

 

5. 
22 23 2 2 xy xy xy e     

6.  2 22 1 0x x y dx x ydy      

 

Вариант 13. 

1.  1 x xe yy e   

2. 2 25 4 0x y dx y x dy     

3. 
3

3 2

y
y

x y
 


 

4.  
32 23 0, 0 0xy x y x e   y      

5. 2yx x yx     

6. 
2

1
cos cos 2 0

y y y
dx y dy

x x x x

 
   
 

 

Вариант 14. 

1.  1 0xydx x dy    

2. 
2

ln

xe
yy

y
   

3. 2 23xy x y y     

4.  
1

, 1xy x
y e   y e

x x


    

5.  12 cos cos 1 siny y x y x x     

6.  2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy    

Вариант 15. 

1.  4 0x xy e dy e dx    

2. 2cos x yy x   

Вариант 16. 

1. 233y y    

2. 2 2xdx ydy yx dy xy dx    
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3.   2 0x y ydx x dy    

4.    3 21 , 0 0x y y x x y      

5. 3 3y xy x y    

6. 2

1
1 2 0

y
dx y dy

xx

   
     

  
 

 

3.  2 22xy y x xy y    

4.  2
, 0 2

1

xe
y y y

x



   


 

5.     22 1 xy xy x e y     

6.  
3

23 1 ln 2
x

x y dx y dy
y

 
   

 
 

 

 

 

 

Вариант 17. 

1. ln 0y y xy   

2.  2 21 1 0y dx y x dy     

3.  2 0x y dx xdy    

4.  22 0, 1 0xy y x y      

5. 
23 xy xy y e     

6. 
2 2

1 1
0dx dy

x y xy
   

 

Вариант 18. 

1. 
2

3 0x y dy xdx    

2. 
2

2

1
1 0

1

x
yy

y


  


 

3.  3 2 22 2x y y x y    

4. cossin sin , 3
2

xy y x e x y
  

     
 

 

5.  3 3 4 24 4 1 xy x y x e y      

6. 
 2 1 cos

2 0
sin cos 2 1

x yx
dx dy

y y

 
   

 
 

 

Вариант 19. 

1.  
2 21xy e x y    

2. 2 2cos sin 0ctg x ydy x tg ydy   

3. 
2

4

x y
y

x


   

4.  3 , 1 1
y

y x   y
x

     

5.   21x y y y     

6. 
2

2
0

dx x y
dy

y y


   

 

Вариант 20. 

1. 2 24 y dx ydy x ydy    

2. 2 3y y tgx     

3. 1
y

y
x

    

4. 
2

sin ,
2

xy y x y




 
    

 
 

5. 22 lnxy y y x    

6. 
2

1
0

y xy
dx dy

x x


   

 

Вариант 21. 

1.      2 21 1 0, 0 0x y dx y x dy y    

 

2. sin lny x y y    

3. 1
x

y

x

y
y

2

2

  

4. 
2xexy2y   

5. y y x y    

Вариант 22. 

1.  4 0x dy xydx    

2. xy y e    

3. 
2

2

y y
y

x x
    

4.    2 1, 1 2x x y y у     

5. 22 xy y y e    
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6. 
2

1
0

y
dy

x x
   6. 

2 2
0

xdy ydx

x y





 

Вариант 23. 

1.  2 ln 1 0y xdx y xdy    

2.   0уyхху   

3. dx
х

y
dy

х

у
1

2

2















  

4.  32
, 1 0

dy y
x у

dx x
    

5. 22 xy y y e    

6.    2 1 2 1x y dx y x dy      

 

Вариант 24. 

1.  y y x dx xdy   

2.   21y  если     x1yxy 2   

3. 
x

y
lnyy

x

y
lnyx   

4. 
2xexy2y   

5. 4 cosy y x y tg x    

6.    / /1 1 / 0x y x ye dx e x y dy     

Вариант 25. 

1.  2 0ydx x y x dy    

2. yx3y   

3. 
x

y
еy x

y

  

4. 2xy3yx  , если у(1) = 0 

5. 5 32 0xxy y x y e     

6.    2 2 2 33 6 6 4 0x xy dx x y y dy     

 

Вариант 26. 

1.    2 2 1 0x x ydx y dy     

2.    41xy2y1x  , если у(1) = 16 

3. 
yx

y
y


  

4. 1yyx 2   

5. 
2

2
1

x xy
y

y x
  


 

6. 
3 2

2 32 3 2 3
3 sec 4 0

3 2

y y
x tg y dx x y y dy

x x
    

   
      
   

 

Вариант 27. 

1.    3 2 2 2 0xy x dx x y y dy     

2. 
y

x21
yy


  

3.  ( ) , 1 1
y

хy у arctg x y
x

     

4. x

1

2ex3y
x

1x
yx 


  

5. 2 2 3xy y x y    

6. 
2

sin 2 sin
0

x x
x dx y dy

y y

   
      

   
 

 

Вариант 28. 

1.  2 2 0y x y dy xdx    

2. 
xcos

1
ytgxy  , если у(0) = 5 

3. 
yx

yx
y




  

4. 1yctgxy 2   

5. 2y x y xy     

6.    2 23 2 2 3 0x x y dx y x y dy       

 

Вариант 29. 

1. 0xydxlnycosxdy 2   

2. 2xy y y    

3. 
x

y

y

x
y   

4. 2xyyyx   

5.    2 1 4 3, 0 0x y xy y     

Вариант 30. 

1.    3 3 2 31 1 0x y dx y x dy     

2. yхy2  , если у(4) = 1 

3. уухyх 22   

4. хеyy   

5.   31x x y y xy    



6.    2 3 3 23 3 0x y y dx x xy dy     

 

6.    4 4 6 5 3 25 28 4 3 0x y x dx x y y dy     
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РЕШЕНИЕ ТИПОВОГО ВАРИАНТА 

Пример 1. Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл) 

   2 2 3 2 2 3 0x x y dx y y x dy     

Решение. Это уравнение является уравнением с разделяющимися пере-

менными вида: 0)()()()(
2121

 dyyQxQdxyPxP . В этом легко убедиться, вы-

неся за скобки общие множители в первом и втором слагаемых: 

   2 3 2 31 1 0x y dx y x dy     

Предположив, что 1, 1x y     и разделив обе части данного уравнения 

на произведение   3 31 1x y  , получим уравнение с разделенными перемен-

ными: 
2 2

3 3
0

1 1

x y
dx dy

x y
 

 
. 

Интегрируя его, последовательно находим (произвольную постоянную 

можно представить в виде 
1

ln
3

C ): 

2 2

3 3

1
ln

31 1

x y
dx dy C

x y
 

   , 

3 31 1 1
ln 1 ln 1 ln ,

3 3 3
x y C     

     3 3 3 3ln 1 1 ln , 1 1 .x y C    x y C        

Последнее равенство является общим интегралом данного уравнения. 

При его нахождении были приняты ограничения 1, 1x y    . Однако функ-

ции 1è 1x y     также являются решениями исходного уравнения, что легко 

проверяется; с другой стороны, они получаются из общего интеграла при 

0С . Следовательно, 1, 1x y     - частные решения данного уравнения.  

 

Пример 2. Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл). 

  xx eyye  221 . 

Решение. Запишем данное уравнение в дифференциальной форме, пола-

гая 
dy

y
dx

  : 

 2 21 x xdy
e y e

dx
  , 

или 

 2 21 .x xe y dy e dx   

Теперь разделим переменные: 
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2

2
.

1

x

x

e
y dy dx

e



 

Проинтегрируем последнее уравнение: 

2

2
,

31

x

x

e C
y dy dx

e
 

   

3

3 3

xy C
arctge  , 

3 3 xearctgCy  . 

Получили общее решение исходного уравнения. 

 

Пример 3 Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл). 
2 2

2

2 5
.

2 6

x xy y
y

x xy

 
 


 

Решение.  
Правая часть уравнения есть однородная функция нулевого измерения 

так как  

 
      

    

 
 

 
2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 52 5 2 5
, ,

2 6 2 62 6

x xy yx x y y x xy y
f x y f x y

x xy x xyx x y

     
 

    

    
   

 
 

Поэтому данное уравнение является однородным уравнением. 

Преобразуем данное уравнение:  

2
2

2

2

1 2 5

,

2 6

y y
x

x x
y

y
x

x

 
  

 
  

 
 

 

 

2

2
1 2 5

.

2 6

y y

x xy
y

x

 

 


 

Полагая ,y ux  находим .y u x u     

Подставим значения y  и y  в преобразованное уравнение:  

21 2 5
.

2 6

u u
u x u

u

 
  

  
Приводим его к уравнению с разделяющимися переменными:  

21
.

2 6

u
u x

u


 

  
Разделяя переменные и интегрируя, получим: 
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2

2 6
,

1

u dx
du

xu





 

 
откуда 

22 3ln 1 ln lnarctgu u x C     

Подставляя 
y

u
x

 , получаем  

2

2
2 3ln 1 ln ln

y y
arctg x C

x x
    . 

Получили обще6е решение исходного уравнения. 

 

Задание 4. Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл) и частное решение (или частный интеграл), если дано 

начальное условие. 

  21 3 xxy x y x e    ,  1 0y  . 

Решение.  

Данное уравнение является линейным, т.к. неизвестная функция y и ее 

производная y  входят в уравнение в первой положительной степени. Запи-

шем его в виде    .y p x y g x    

Преобразуем данное уравнение:  

1
3 .xx

y y xe
x


   

Поэтому решение будем искать в виде: y U V y U V U V         . 

После подстановки, получим: 

1
3 xx

u v uv uv xe
x


     

или  

1
3 .xx

u v u v v xe
x

 
    

 
 

В качестве функции v  возьмем частное решение уравнения 
1

0,
x

v v
x


   

обращающее в нуль коэффициент при .u  Тогда получим два дифференци-

альных уравнений с разделяющимися переменными 

1
0, 3 xx

v v u v xe
x


     

Интегрируя первое уравнение системы, находим функцию :v  

1
0,

x
v v

x


   

1
0,

dv x
dx

v x


   
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1dv x
dx C

v x


     

Полагаем 0c  , тогда ln ln 0,v x x    .
xe

v
x



  

Проинтегрируем второе уравнение: 

3 ,xu v xe   

3 ,
x

xe
u xe

x


 

 
23 ,u x   

23 ,u x dx C   

3 .u x C   
Общее решение данного дифференциального уравнения будет иметь вид: 

 3 .
xe

y uv x C
x



     

Для нахождения ,C  подставим в общее решение начальное условие  1 0y  : 

 
1

31 0,
1

e
C



  
 

1.C    
Частное решение исходного дифференциального уравнения, удовлетворяю-

щее данному начальному условию, будет иметь вид: 

 3 1 .
xe

y x
x



    

 

Пример 5. Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл). 

xxyyyx ln2 . 

Решение.  
Разделив обе части данного уравнения на 0x , получим уравнение Бер-

нулли. Решение ищем в виде: y uv y u v uv      : 

 
2
ln

uv
u v uv uv x

x
    . 

Группируем второе и третье слагаемое и выносим общий множитель u  

за скобки 

 
2
ln

v
u v u v uv x

x

 
    

 
. 

Функцию v  ищем так, чтобы выражение в скобках равнялось нулю:  
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0
v dv v dv dx

v
x dx x v x

         . 

Интегрируем последнее равенство и легко получаем частное решение 

1v x  уравнения 0
v

v
x

   . 

Теперь необходимо найти общее решение уравнения 2 2 lnu v u v x  , где 

1 xv , т.е. уравнения 2 ln x
u u

x
  . Разделяем переменные в последнем урав-

нении и интегрируем его: 

2 2
ln ln

du dx du dx
x x

x xu u
    , 

2

2

1 ln 2

2 2 ln

x C
u

u C x
     


. 

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

 2

2

ln
y uv

x C x
  


. 

 

Пример 6. Для дифференциального уравнения найти общее решение 

(или общий интеграл). 

    042  dyeyxdxyx y . 

 

Решение. В нашем случае   2, 4P x y x y   ,  , yQ x y x y e   .  

И так как  

1, 1
P Q

  
y x

 
 

 
, 

т.е. условие полного дифференциала выполнено, то данное уравнение явля-

ется уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл можно 

найти по одной из формул  

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 ,  

    

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 , 

где нижние пределы 00  , yx  могут быть выбраны произвольно. Выберем 

0 00, 0x y  . Выбор этих значений 00  , yx  допустим, так как точка 

  DM 0,00  принадлежит области определения функций    yxQyxP ,,, . 

По первой формуле     

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0  имеем 

     

x y

y Cdyeyxdxx
0 0

2 ,40  



.1
2

4
3

23

Ce
y

xyx
x y   

Получаем общий интеграл по второй формуле     

y

y

x

x

CdyyxQdxyxP

00

,, 0 : 

     

x y

y Cdyeydxyx
0 0

2 ,04  

3 2

4 1
3 2

yx y
xy x e C      , 

который совпадает с уже найденным.  
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