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ПОДАВЛЕНИЕ ВЫСШИХ МОД КОЛЕБАНИЙ ПРИ ОПТИМАЛЬ-
НОМ ПЕРЕНОСНОМ ДВИЖЕНИИ УПРУГИХ ОБЪЕКТОВ С КО-
НЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ

Приведена общая постановка задачи оптимального управления переносным дви-
жением упругих объектов с конечным числом степеней свободы 
при  использовании  дополнительного  управления  подавлением 
высших мод (форм) колебаний, возникающих в связи с оптималь-
ным переносным движением. 

В [1] обосновано и исследовано оптимальное управление переносным 
движением упругих объектов и исследованы относительные колебания, ко-
торые обусловлены переносным оптимальным по быстродействию движе-
нием из исходного в конечное состояния абсолютного покоя. Алгоритм по-
иска управлений переносным движением основан на общем алгоритме ре-
шения обратных задач динамики [2], когда по известным геометрическим 
свойствам  движения  находятся  управления,  реализующие  это  движение. 
Матрично-векторное описание свободных и вынужденных колебаний си-
стем с конечным числом степеней свободы (без управления) с использова-
нием метода главных координат дано в работах [3–5]. Преимущества тако-
го описания особенно видны из ряда примеров, приведенных в [3].

Как установлено в предыдущих исследованиях [1], выполнение усло-
вия отношения собственных частот перемещаемого упругого объекта с ко-
нечным числом степеней свободы как целых чисел позволяет устранить ко-
лебания объекта к концу движения по всем модам, но такой упругий объект 
часто бывает трудно спроектировать. 

Целью исследований является синтез управлений для подавления выс-
ших мод колебаний упругих систем с конечным числом степеней свободы.

Разработка алгоритма подавления высших мод колебаний линейных 
упругих систем с конечным числом степеней свободы основана на исполь-
зовании метода главных координат в матрично-векторном изложении [4]. 
Исходная  система дифференциальных  уравнений относительного  движе-
ния упругой  системы (например,  стержня)  с  конечным числом степеней 
свободы в перемещениях с матрично-векторным управлением записывает-
ся в виде:

{ } [ ] [ ]{ } [ ]{ }( )rer XmSmX  −−δ= ,                                (1)
где {Xr} – матрица-столбец перемещений сосредоточенных масс (обобщен-
ных координат); [δ] – симметрическая положительно определенная матри-



ца единичных (удельных) перемещений (единичных податливостей),  эле-
менты которой вычисляются с помощью интеграла Мора; [m] – инерцион-
ная матрица (матрица сосредоточенных масс);  { } { }ee US =  – матрица-стол-

бец управлений на единицу массы (переносное ускорение); { }rX  – матри-
ца-столбец ускорений в относительном движении упругой системы.

При разрешении системы (1) относительно стоящих в скобках выра-
жений следует уравнение: 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } .err SmXcXm  −=+                                     (2)

Здесь  [ ] [ ] 1−δ=c  – положительно определенная матрица коэффициен-
тов жесткости, причем [ ][ ] Еc =δ , где Е – единичная матрица. В случае сво-
бодных колебаний из (2) при  { } { }0=eS  после подстановки частных реше-
ний вида  { } { } tAX r ων= sin  следует матричное алгебраическое уравнение 
для определения частот и форм колебаний 

[ ] [ ]( ){ } { }02 =νω− mс ,
где {ν} – вектор амплитудных коэффициентов (коэффициентов мод колеба-
ний).  Частоты,  как  известно,  находятся  из  определителя 

[ ] [ ]( ) .0det 2 =ω− mс
Следующим этапом является непосредственное использование метода 

главных координат для описания относительного движения упругой систе-
мы, т.е. 

[ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ]{ }e
T
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где  [ ] [ ] [ ][ ]νν= mM T  –  матрица  инерции;  { } { }rr qq ,  –  матрицы-столбцы 

ускорений и главных координат; [ ] [ ] [ ][ ]νν= cK T  – матрица жесткости. По-
сле  решения  уравнения  (3)  физические  обобщенные  координаты  и  их 
производные через главные определяются следующим образом: 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }.,, rrrrrr qXqXqX  ν=ν=ν=
Векторы краевых условий для относительного движения записывают-

ся в виде: 
{ } { } { } { } { } { } { } { }.0)(,0)(,0)0(,0)0( ==== TXTXXX rrrr

           (4)
где Т – общее время движения. 

Дифференциальное  уравнение  оптимального  поступательного  пере-
носного  движения системы (уравнение  управляемого  движения системы 
как абсолютно твердого тела)
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где Se – перемещение. Краевые условия для переносного движения имеют 
вид:

.0)(,0)(,)(
;0)0(,0)0(,0)0(

===
===

TSTSLTS
SSS

eee

eee



                               (5)

Ранее найдено такое управление Ue(t) переносным движением упругой 
системы из исходного в конечное состояния абсолютного покоя, при кото-
ром  выполняются  условия  (4)  и  (5)  за  минимальное  время  [1] 
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 Время движения Т выбиралось из условия Т = 2πn/ω1, где 

n = 2, 3, 4,…;  ω1 – частота первого тона транспортируемой упругой систе-
мы. В такой постановке задачи предполагалось, что моды колебаний выше 
первой практически не существенно влияют на поведение перемещаемого 
объекта и ими можно пренебречь. 

Здесь рассматривается новый подход к управлению переносным дви-
жением,  который основан на подавлении высших мод колебаний (возни-
кающих в связи с переносным движением) за счет использования дополни-
тельных управлений в относительном движении. Эти управления находят-
ся из условий равенства нулю обобщенных сил от переносного управления 
(для высших мод колебаний) за счет дополнительного компенсирующего 
управления.

Матрично-векторное алгебраическое уравнение, в котором неизвест-
ными являются дополнительные управления в относительном движении, 
подавляющие  высшие  моды  колебаний,  записываются  следующим  об-
разом:

[ ] [ ] { } [ ] [ ] { }e
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r
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Здесь  { }rU  –  матрица-столбец  дополнительных  компенсирующих 
управлений в относительном движении. 

Решение уравнения (6) и исследование поведения системы в относи-
тельном движении иллюстрируется на примерах. 

Пример 1. Переносное движение стержня с тремя степенями свободы 
(три сосредоточенные массы). Схема движения стержня, испытывающего 
изгибные деформации, изображена на рисунке 1.

Частоты собственных колебаний такой системы при m1 = m2 = m3 = m [3] 
равны
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где EJ – изгибная жесткость стержня (Е – модуль упругости первого рода, J 
– осевой момент инерции поперечного сечения стержня). Матрица коэффи-
циентов мод колебаний записывается как 
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Дифференциальные  уравнения  в  главных  координатах  согласно  (3) 
имеют вид: 
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В данном простом примере при переносном движении вторая мода ко-
лебаний (при нулевых начальных условиях) отсутствует и возможно появ-
ление только третьей моды колебаний. Матрично-векторное уравнение (6) 
в этом случае является системой алгебраических уравнений вида:

.3,0,02
32131321 errrrrrrr UUUUUUUUU =+−=−=++           (7)

Решение системы (7) следующее: 
.3,3,3

321 ererer UUUUUU =−==                       (8)
Дополнительные управления (8) подавляют третью моду колебаний, и 

в системе в относительном движении реализуется только первая мода, ко-
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Рисунок 1 – Схема управляемого движения 
упругой системы с тремя степенями  свободы

ÿ

Рисунок 2 – Схема управляемого движения 
системы с двумя степенями свободы.  Формы 

колебаний при t = 0,3 с:  1 – без 
дополнительных управлений;  2 – с 
дополнительными управлениями



торая наблюдается во время движения (при Т > t > 0). Физические обобщен-
ные координаты через главные обобщенные выражаются таким образом: 
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131211

tqtXtqtXtqtX rrrrrr ===
Пример 2.  Схема  переносного  движения упругой  системы с  двумя 

степенями свободы изображена на рисунке 2. В этом примере вторая мода 
колебаний влияет на динамику системы, но она, как и в предыдущем при-
мере, может быть подавлена с помощью дополнительного управления. Си-
стема уравнений (6), из которой находятся дополнительные управления для 
подавления второй моды колебаний, имеет вид:
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Решение системы (9): 
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Исходные данные: модуль упругости Е = 2∙1011 Па; l = 4 м; m1 = 150 кг; 
m2 = 50 кг;  L = 0,5  м;  размеры поперечного  сечения  стержня  b = 0,01  м и 
h = 0,02 м. Матрица податливости 
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Частоты собственных колебаний:  ω1 = 2,5746 с-1;  ω2 = 11,7203 с-1.  До-
полнительные управления (ускорения) выражаются через ускорение пере-
носного движения: ,1444,0

1 er UU =  .3944,1
2 er UU −=

Матрица коэффициентов форм колебаний имеет вид: 
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Физические обобщенные координаты через главные вычисляются та-
ким образом:

).()()(),()()( 22211222211111 tqtqtXtqtqtX ν+ν=ν+ν=
Дифференциальные уравнения в главных координатах без учета до-

полнительного управления принимают вид:
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С  учетом  дополнительных  компенсирующих  управлений  следует 
q2(t) = 0, т.е. используется только первое уравнение системы (10); следова-
тельно  X1(t) = X2(t) = q1(t).  График  главной  координаты  q2(t)  и  физическое 
координаты X1(t) (в отсутствии дополнительного управления) изображен на 



рисунке 3. Формы колебаний без учета и с учетом дополнительных управ-
лений при  t = 0,3 с изображены на рисунке 2. С использованием дополни-
тельного компенсирующего управления остается только первая симметрич-
ная форма колебаний, т.е. обе массы движутся одинаково. 

Выводы
1. Подавление высших мод колебаний с использованием дополнитель-

ных управлений в  относительном движении в  связи с  необходимо-
стью энергетических затрат имеет смысл только в случае существен-
ного влияния этих форм на динамику упругой системы. 

2. Применение дополнительных компенсирующих управлений в относи-
тельном движении обеспечивает полную управляемость упругой си-
стемы с подавлением высших мод колебаний. 
Рассмотренный подход в перспективе может быть распространен на 

системы с распределенными массами и на манипуляторы с упругими со-
членениями жестких звеньев, что и составляет предмет дальнейших иссле-
дований. 
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Рисунок 3 – Графики главной координаты q2(t) и координаты X1(t)
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