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ПЛАНИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ТРАЕКТОРИЙ ДВИЖЕНИЯ 
ИСПОЛНИТЕЛЬНОГО ОРГАНА АНТРОПОМОРФНОГО МАНИПУ-
ЛЯТОРА 

Определены оптимальные траектории движения рабочего органа (базовой точки 
захватного устройства) плоского двухзвенного антропоморфно-
го  манипулятора  в  соответствии  с  критерием минимального 
изменения  вращающих  моментов  в  шарнирах.  Показано,  что 
формы этих траекторий и профили графиков тангенциальных 
скоростей базовой точки захватного устройства близки к кри-
вым, полученным при исследованиях различного вида свободных 
движений руки человека в горизонтальной плоскости. 

Использование кинематической и динамической инвариантности, на-
блюдаемой при свободных движениях руки человека в робототехнике воз-
можно в случае достаточно обоснованного объяснения причин ее возник-
новения. В связи с этим выдвигаются гипотезы, согласно которым, мозг че-
ловека  представляется,  например,  в  виде  классического  адаптивного 
контроллера, работа которого определяется наличием трех составляющих: 
условия оптимальности или желаемых рабочих характеристик, объективно-
го способа сравнения фактических рабочих характеристик с желаемыми и 
механизма  регулирования  параметров  системы для  управления  фактиче-
скими рабочими характеристиками с целью их приближения к желаемым. 
Первая из них сводится к представлению о том, что оптимизируется при ге-
нерации движений руки человека? Исследования ряда ученых (N. Hogan, T. 
Flash и др.) позволили достичь определенного прогресса в данном направ-
лении [1 и др.]. Изучению второй составляющей, связанной с источниками 
информации о состоянии руки для ее двигательной адаптации посвящены 
работы R. Johansson, J. Wann и др. [2 и др.]. Механизмы регулирования па-
раметров состояния руки для изменения нейромоторного поведения иссле-
довались М. Kawato, К. Newell, J. Spray и др. [3,4]. Следует отметить, что в 
данном направлении исследований до настоящего времени опубликовано 
небольшое количество работ.

Базой  для  составления  математических  моделей  руки  являются  ре-
зультаты многочисленных экспериментов. Критериями их качества могут 
служить решения, в той или иной степени соответствующие наблюдаемой 
в экспериментах кинематической и динамической инвариантности. Извест-
ны различные подходы к составлению и анализу моделей, но все они учи-
тывают, по меньшей мере, три важных аспекта:
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а) базовая точка кисти может перемещаться к цели по любой (из бес-
конечного  числа  возможных)  траектории,  удовлетворяющей  геометриче-
ским связям;

б) перемещение по каждой из таких траекторий может быть рассчитано 
множеством способов с учетом требуемой продолжительности движения;

в) каждое положение базовой точки на траектории может определять-
ся бесконечным числом возможных конфигураций руки [5]. 

Так, T. Flash и N. Hogan для планирования траектории движения кисти 
многозвенной руки предложили математическую модель критерия мини-
мального рывка (minimum jerk model) [6]. В результате анализа многочис-
ленных экспериментов установлено, что использование критерия приводит 
к траекториям близким к прямым, если движение начинается от центра ра-
бочего пространства  и  производится вдоль оси,  соответствующей удале-
нию или приближению к основанию руки, но если движение начинается от 
границ рабочего пространства, то траектории заметно изогнуты. Несогла-
сованность с экспериментальными данными выявлена также при движении 
кисти через промежуточные точки и при обходе препятствий. Графики тан-
генциальных скоростей, в общем, имеют колоколообразный профиль, но их 
максимумы смещаются вправо при медленных движениях или влево – при 
быстрых.

Аналогичная  модель  минимального  углового  рывка (minimum angle 
jerk model) была предложена D. Rosenbaum с коллегами [7]. Для использо-
вания критерия необходимо иметь предварительное решение обратной за-
дачи кинематики, что не всегда возможно вследствие избыточной подвиж-
ности руки. 

Большинство недостатков свойственных приведенным критериям от-
сутствуют в предложенном Y. Uno, М. Kawato и R. Suzuki критерии мини-
мального  изменения  вращающих  моментов  в  сочленениях  (minimum 
torque-change model) [8]:
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где  τi – управляющие моменты в сочленениях,  i = 1…n. В соответствии с 
(1) траектории руки планируются так, чтобы изменение вращающих момен-
тов, генерируемых в каждом из сочленений, было минимальным. Известно, 
что прежде чем обосновать преимущества использования критерия (1)  по 
сравнению с другими, авторы произвели множество сравнительных оценок, 
в том числе с критериями минимальных затрат метаболической энергии, ми-
нимальных крутящих моментов, минимального времени позиционирования 
и др. Выяснилось, что критерий (1) наиболее точно соответствует экспери-
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ментальным данным. Отчасти авторы высказались и о его биологической по-
лезности, состоящей в минимизации износа скелетно-мышечной системы. 

Следует  отметить,  что  и  критерий  (1)  не  лишен  недостатков.  Так, 
например, нет оснований считать, что суммарная энергия, затрачиваемая на 
совершение движений звеньев,  минимальна,  и,  следовательно,  возможно 
противоречие с общепринятой гипотезой, используемой при оценке движе-
ний биологических объектов. Однако его несомненное преимущество со-
стоит в возможности планирования траекторий движения с наименьшими 
инерционными нагрузками, что важно при синтезе механических объектов. 
Кроме этого, использование критерия косвенно позволяет получить реше-
ние обратной задачи кинематики системы с избыточным числом степеней 
свободы.

Критерий (1)  принят в  дальнейшем для планирования оптимальной 
траектории движения рабочего органа в рабочем пространстве плоского ан-
тропоморфного манипулятора.

Целями работы являются: построение и обоснование алгоритма при-
менения критерия (1) для планирования движений исполнительного органа 
манипулятора и программы для его реализации в сиcтеме Maple; сравнение 
результатов анализа модели плоского антропоморфного манипулятора, по-
строенной на основе критерия (1) с экспериментальными данными, полу-
ченными при движении руки человека.

Известно, что при движениях руки человека в горизонтальной плоско-
сти перед туловищем, на достижимость всех точек рабочего пространства 
малое влияние оказывает угол поворота кисти относительно предплечья, что 
при исследовании антропоморфного манипулятора позволяет рассматривать 

его  двухзвенную  структуру, 
представляемую  плечом  и 
предплечьем,  жестко  связан-
ным с кистью. Очевидно, для 
получения  решений,  которые 
связаны не только с достижи-
мостью, но и с манипулятив-
ностью,  кисть  (исполнитель-
ный  орган)  следует  считать 
отдельным  звеном.  Схема 
принятой в данном исследова-
нии модели антропоморфного 

манипулятора представлена на рисунке 1.
С учетом параметров модели задача оптимизации траектории сводит-

ся к минимизации критерия (1) и представляется в виде:

Рисунок 1 – Схема модели плоского двухзвенного 
антропоморфного манипулятора
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где функция  F строится в соответствии уравнениями динамики управляе-
мого движения модели:
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Смысл  постоянных  коэффициентов,  используемых  в  (3)  ясен  из 
контекста решаемой задачи.

Уравнения  Эйлера-Пуассона дают необходимое условие экстремума 
функционала (2);  достаточность может быть проверена путем сравнения 
результатов оптимизации с многочисленными экспериментальными данны-
ми, полученными при анализе траекторий движений руки человека, если 
считать  их  оптимальными.  В данной задаче  уравнения  Эйлера-Пуассона 
имеют вид:
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и, с учетом (3), преобразуются в систему двух нелинейных дифференци-
альных уравнений шестого порядка.

Следуя  методике,  изложенной в  [9]  решения системы (4)  получены 
численно  с  использованием  ортогональных  полиномов  Якоби  ( ) )(, xPn

βα , 
удовлетворяющих условию:
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где ( ) ( ) βα +−= xxxw 11)(  весовая функция. Отметим, что указанные поли-
номы автоматически  генерируются  компьютерными программами Maple, 
Matlab и др.

Пусть α = β = 6. Тогда )()()( )6,6( xPxwxC kk =  удовлетворяет условиям:
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Произведя замену переменной  
2

1+
=

x
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Полиномы (6), их первые и вторые производные подобно (5) обраща-

ются в 0 при  t = 0 и   t = 1. Используя это свойство, решения системы (4) 
представим в виде:
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где i = 1,2 – номер звена модели; aik – неопределенные коэффициенты; bij – 
коэффициенты, определяемые с учетом граничных условий задачи;  t – те-
кущее время;  K – степень полинома Якоби. Число K определяет точность 
решаемой задачи, а, следовательно, и ее размерность.

При необходимости получения других отрезков времени, определяю-
щих среднюю скорость движения звеньев модели от точки к точке, замена 
переменной осуществляется по формуле:

ktd
xt 1+= , 

где  ktd – число,  выбираемое в  зависимости  от  kt  –  времени движения. 
Ясно, что при этом полином (6) приобретает другой вид.

Дискретизируется отрезок времени [ ]1,0∈t , разбиением его на K рав-
ных частей. Для каждого значения  kt  вычислены значения левых частей 
уравнений системы (4) после подстановки в них полиномов (7). Получена 
система  2(K + 1) трансцендентных уравнений с 2(K + 1)  неизвестными aik (

Kki ..0;2,1 == ).
Первоначально  число  K выбиралось  достаточно  большим  (порядка 

5040 −=K ),  что  приводило  к  увеличению  размерности  и  чрезмерным 
трудностям при нахождении решений. Однако после получения решений 
для различных видов перемещений исполнительного органа в рабочем про-
странстве было установлено, что с увеличением степени полинома (7) его 
коэффициенты быстро убывают с увеличением соответствующей степени t 
и уже полиномы 9 степени представляют решение задачи, практически не 
отличающееся от решений в виде полиномов 50 степени. Иллюстрации ре-
шений задачи, представленные ниже, получены именно с использованием 
полиномов 9 степени.

В данном исследовании первые приближения находились при посто-
янных коэффициентах в (3) не зависящих от t; в дальнейшем они использо-
вались при нахождении уточненных решений соответствующих нелиней-
ных задач.

В качестве примера в данной статье приводятся решения, полученные 
при значениях параметров модели, приведенных в таблице 1.



Решения получены в системе Maple для различных средних скоростей 
движения, определяемых временем движения 5,4,3,2,1=kt  секунд. Гранич-
ные условия в каждом конкретном случае были различны. Иллюстрации 
решений, в качестве примера, представлены при  2,1=kt  и  5  секундах и 
следующих граничных условиях: 
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Таблица 1 – Значения параметров модели
Параметр Значение параметра

Звено 1 (плечо) Звено 2 (предплечье)
кг,m 1,3 1,5

2мкг, ⋅J 0,07 0,1

м,l 0,25 0,35

м,Sl – 0,15

с/радмН, ⋅⋅B 0,7 0,8

с/радмН,2112 ⋅⋅= BB 0,18 0,18
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На рисунке 2 изображены графики изменения обобщенных координат: 
а) )(1 ti ϕ=ϕ  и б) )(22 tϕ=ϕ ; на рисунке 3 – оптимальные, в соответствии с 
критерием (1), траектории движения исполнительного органа.

Как видно, траектории движения исполнительного органа манипуля-
тора отличаются от прямых линий, но имеют небольшую кривизну, особен

но в средних фазах движения,и практи-
чески не зависят от  средней скорости 
движения. Подобные кривые получены 
и при других граничных условиях зада-
чи.  Решения,  полученные  при  K = 3 и 
K = 50  практически совпадают.

                        
                                а)                                                                                       б)
Рисунок 2 – Графики изменения обобщенных координат модели: а) )(1 ti ϕ=ϕ ; б) )(22 tϕ=ϕ

Рисунок 3 – Оптимальные траектории движения исполнительного органа при различных сред-
них скоростях движения

Рисунок 4 – Графики изменения 
тангенциальной скорости базовой точки 
исполнительного органа манипулятора



На рисунке 4 показаны графики изменения тангенциальной скорости 
базовой  точки  исполнительного  органа манипулятора ( 22 yxv  += );  на 
рисунке 5 – оптимальные, в соответствии с критерием (1), управляющие 
моменты в сочленениях: а) )(11 tτ=τ ; б) )(22 tτ=τ .

Из рисунка 4 следует, что формы графиков тангенциальных скоростей 
базовой точки исполнительного органа манипулятора при различных сред-
них скоростях имеют симметричные колоколообразные профили, что соот-
ветствует экспериментальным данным, обсужденным выше. 

Исследования, проведенные G.L. Gottlieb совместно с коллегами [10 и 
др.] показали, что при различных условиях движения вращающие моменты 
в  сочленениях  руки  не  являются  независимыми  и  соотношение  между 
ними может быть приближенно представлено в  виде линейной функции 
вида:

ba +τ⋅=τ 12 ,                                                          (8)
где a, b – некоторые коэффициенты, определяемые экспериментально. При 
этом эксперименты показывают, что соотношение вида (8) инвариантно по 
отношению к скорости движения кисти. Типичные графики эксперимен-
тальных зависимостей, заимствованные из [11] представлены на рисунке 6.
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Результаты, полученные в данном исследовании, не в полной мере со-
ответствуют экспериментальным данным, приведенным выше. На рисунке 
7  изображены  распределения  точек  пространства  вращающих  моментов 

              
                                     а)                                                                              б)
Рисунок 5 – Оптимальные управляющие моменты в сочленениях звеньев манипулятора: 

а) )(11 tτ=τ ; б) )(22 tτ=τ

 

Рисунок 6 – Типичные экспериментальные кривые, полученные при исследовании 
свободных пространственных движений руки человека



( )21, τττ  полученные при различных средних скоростях движения и соот-
ветствующие им прямые вида ba +τ⋅=τ 1

*
2 .

Анализ графиков, приведенных на рисунке, показывает, что углы на-
клона линий регрессии, рассчитанные при разных средних скоростях, убы-
вают с увеличением средней скорости; убывают также и соответствующие 
коэффициенты корреляции  ktk  ( 118,0;402,0;828,0 125 −=== kkk ), то есть 
при относительно больших средних скоростях линейная зависимость меж-
ду вращающими моментами в рамках исследуемой модели манипулятора 
практически отсутствует.  Этот факт может быть объяснен либо несовер-
шенством принятого критерия качества (1), либо не полным соответствием 
исследуемой модели реальной руке человека. 

Представленная в качестве примера модель действительно не вполне 
адекватна реальной руке человека и, в большей мере, отражает свойства 
технического объекта – манипулятора с двумя двигателями вращательного 
движения. Рука же приводится в движение посредством нескольких мышц, 
которые в процессе движения могут являться друг по отношению к другу 
антагонистами. Причем, именно совместное действие мышц-антагонистов 
обеспечивает  точность  выполнения  требуемых  движений.  В  модели  не 
учтены и многие другие характерные особенности руки как части биологи-
ческого объекта. В частности, не учтена подвижность руки относительно 
туловища, которая в реальных движениях всегда присутствует.

Как было отмечено выше, при нахождении решений системы нелиней-
ных дифференциальных уравнений (4) в первом приближении определя-
лись решения линеаризованной системы. Сравнение уточненных решений 
и решений, полученных в первом приближении, показывает, что они доста-

10

042,0)(706,0 1
*
2 +τ−⋅=τ          212,0)(207,0 1

*
2 +τ−⋅=τ            528,0)(036,0 1

*
2 +τ−⋅−=τ

Рисунок 7 – Распределения точек пространства вращающих моментов ( )21, τττ  и 
соответствующие им прямые ba +τ⋅=τ 1

*
2  при различных средних скоростях движения



точно близки.  Линеаризованная  система устойчива,  так  как собственные 
числа  матрицы  BAD 1−=  векторной  системы  CUABXAX 11 −− += , 

( ) TX 21,ϕϕ=  , получаемой после линеаризации (3) отрицательны (при за-

данных параметрах 3537.12,6081.2 21 −=λ−=λ ), т.е. матрица D – Гурвици-
ева. Кроме того, известны и другие подходы к реализации критерия (1) в 
которых не используются уравнения Эйлера-Пуассона (см., например [12]), 
приводящие к подобным результатам. Следовательно, можно считать, что 
уравнения (4) обеспечивают минимум критерия (1). Этот вывод подтвер-
ждается также близостью численных решений и экспериментальных дан-
ных.

Таким образом,  исходя из  вышеизложенных фактов,  можно сделать 
вывод о том, что критерий (1) позволяет планировать траектории исполни-
тельного  органа  антропоморфного  манипулятора  и  соответствующие  им 
управляющие воздействия, которые достаточно близки, но все же отлича-
ются от траекторий свободных движений руки человека и соответствую-
щих вращающих моментов в сочленениях, полученных в экспериментах. 
Анализируя рисунок 5 заметим, что изменения оптимальных вращающих 
моментов  в  шарнирах  нельзя  считать  малыми,  но  они  экстремальны  и 
удовлетворяют уравнениям Эйлера-Пуассона (4), обеспечивающим необхо-
димое условие экстремума функционала (2). 

Основные выводы.
1. Использование критерия минимального изменения вращающих мо-

ментов в сочленениях звеньев антропоморфного манипулятора позволяет 
планировать оптимальные траектории движения исполнительного органа 
(схвата) в рабочем пространстве близкие к инвариантным траекториям сво-
бодных движений руки человека, полученным экспериментально.

2. Формы оптимальных траекторий схвата практически не изменяются 
с изменением средней скорости движения.

3. Профили графиков тангенциальных скоростей базовой точки схвата в 
случае оптимальных, в соответствии с критерием (1), траекторий имеют сим-
метричный колоколообразный профиль, наблюдаемый в экспериментах.

4. Линейная зависимость между вращающими моментами в сочлене-
ниях звеньев при движении схвата по оптимальным, в соответствии с кри-
терием (1), траекториям наблюдается не при всех средних скоростях дви-
жения. Различия с экспериментальными данными может быть объяснено 
неадекватностью принятой модели манипулятора и реальной руки челове-
ка. Это обстоятельство не свидетельствует о низком качестве критерия (1) 
при  планировании  траекторий,  т.к.  реальные  технические  объекты  во 
многом отличаются от биологических. В то же время, например, при анали-
зе моделей механических устройств, с приводами, по подобию биологиче-



ских объектов, состоящими из множества искусственных мышц, линейная 
зависимость между вращающими моментами, возможно, будет иметь ме-
сто. 

В дальнейших исследованиях предполагается получение оценок ис-
пользования критерия (1) при планировании пространственных траекторий 
схватов антропоморфных манипуляторов более сложной структуры, а так-
же при оптимизации структуры и оценках достижимости и манипулятив-
ности.
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