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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА ЭЙЛЕРА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕН-
ЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ МАТЕ-
РИАЛА

С использованием кинематической модели Прагера выполнен анализ известных и  
разработан  усовершенствованный  метод  численного  решения 
дифференциальных  уравнений  течения  в  случае  произвольной 
траектории пластического деформирования материала. 

Для описания напряженно-деформированного состояния материала в 
технологических задачах обработки давлением, в том числе при моделиро-
вании процесса формообразования стальных канатов, широко используют-
ся дифференциальные уравнения теории пластичности [1–4]

( ) γτσ−εσ−=σ ~~~~~1~ 2 dkdkd , ( ) γτ−+ετσ−=τ ~~1~~~~ 2 dkdkd ,             (1)
где σ~ ,  τ~  – безразмерные нормальное и касательное напряжения, ε~ , γ~  – 

приведенные деформации удлинения и сдвига;  p1 λ η+=ϕ ;  2
1

ϕ
λ−=k ;  λ – 

коэффициент упрочнения материала. При этом напряжения удовлетворяют 
условию текучести Мизеса 222 ~~ ϕ=τ+σ .

Как показано в [5], уравнения (1) в общем случае не имеют аналити-
ческого  решения.  При  выборе  численного  метода  для  рассматриваемого 
класса технологических задач необходимо иметь ввиду, что процедура ре-
шения  должна  многократно  выполняться  для  большого  количества 
(N ≈ 104…105) элементов поперечного сечения заготовки (проволока, канат). 
Поэтому в прикладных программах целесообразно использовать метод ко-
нечных приращений (метод Эйлера [6]), исключающий необходимость по-
вторных пересчетов. Вместе с тем остается актуальным вопрос обеспече-
ния достаточно высокой точности численного решения при заданном шаге 
интегрирования.

Стандартный вариант метода конечных приращений (в дальнейшем ме-
тод 1) предполагает, что на каждом шаге интегрирования новое напряженное 
состояние с учетом (1) определяется зависимостями (при λ = 0 и ϕ = 1):

)~~~~(~~~~~ γσ−εττ+σ=σ+σ=σ ′ ddd , )~~~~(~~~~~ γσ−ετσ−τ=τ+τ=τ ′ ddd .           (2)
Далее используем следующую особенность системы уравнений пла-

стического течения (1): искомые функции напряжений τσ ~,~  на любом этапе 



должны удовлетворять условию текучести 1~~ 22 =τ+σ . Это условие позво-
ляет  оценить  наличие  погрешности  в  расчете  напряжений.  Например, 
подставляя соотношения (2) в условие текучести, получаем:

1)~~~~(1))~~~~(1)(~~(~~ 222222 >γσ−ετ+=γσ−ετ+τ+σ=τ ′+σ ′ dddd ,

т.е. величина  2)~~~~( γσ−ετ dd  дает количественную оценку погрешности ре-
шения на шаге интегрирования.

В [1] описан вариант расчета напряженного состояния (в дальнейшем 
метод 2), согласно которому новое значение нормального напряжения, как 
и ранее, определяется по формуле (2), а касательное напряжение рассчиты-
вается из условия  2~1~ σ ′−=τ ′ . Таким образом, условие текучести будет 
выполняется автоматически на любом этапе деформации материала. Озна-
чает ли это, что расчет напряжений становится более точным?

Для качественного анализа данного вопроса используем кинематиче-
скую модель Прагера [2, 5], согласно которой напряженное состояние опре-
деляется вектором ϕ


 с направляющим углом α в системе координат, свя-

занной с центром подвижного кольца, имитирующего поверхность текуче-
сти (рисунок 1). Изменение вектора напряжений, как известно, определяет-
ся упругой составляющей деформации еdη


, направленной по касательной 

к поверхности нагружения, т.е. 

2



edd η=ϕ


.                                                                (3)
Согласно методу 1  новое напряженное состояние графически  будет 

определяться вектором ϕ+ϕ=ϕ ′ 
d  (вектор OB  на рисунке 1). Видно, что 

этот вектор правильно отражает направление нового вектора напряженного 
состояния  ϕ ′ ,  однако  при  переходе  к  конечным  приращениям  неверно 
определяет его модуль, поскольку вектор выходит за пределы окружности 
(нарушается условие текучести, как показано выше).

Решение с  помощью метода 2 на рисунке 1 определяется вектором 
OC , где С – точка пересечения окружности с вертикальной прямой, прове-
денной через точку с координатами )0,~(σ ′ . При этом правильно вычисляет-
ся модуль нового вектора  ϕ ′ ,  но появляется погрешность в определении 

его направления. Это значит, что погрешность расчета отдельных напряже-
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Рисунок 1 – Кинематическая модель определения вектора напряженного состояния при 
различных методах численного решения уравнений течения



ний остается такого же порядка, как и в предыдущем методе, хотя условие 
текучести здесь не нарушается.

Рассмотрим новый вариант расчета (метод 3), идея которого заключа-
ется в том, что конечное приращение искомой функции определяется не по 
касательной к ее графику, как в обычном методе Эйлера (точка В на рисун-
ке 1), а по дуге окружности (точка А на рисунке 1). Тогда можно использо-
вать следующий алгоритм. По заданному вектору начальных напряжений 
ϕ


 вычисляется единичный нормальный вектор ϕϕ= /
n . Вектор прираще-

ния  деформации  η


d  проектируется  на  направление  нормали 
( ) nndd p


⋅⋅η=η . Затем определяются тангенциальная проекция этого век-

тора pe ddd η−η=η


 и изменение направляющего угла ϕη=α≈α eddd tg . 

Компоненты нового вектора напряженного состояния OA  вычисляются по 
формулам )cos(~ α∆+αϕ=σ ′  и )sin(~ α∆+αϕ=τ ′ . Из рисунка 1 следует, что 
вектор  OA ,  соответствующий методу 3,  наиболее правильно определяет 
направление и величину нового вектора напряжений ϕ ′ .

Необходимо отметить, что для материала с упрочнением (λ ≠ 0) изме-
нение напряжений происходит не только за счет нейтрального смещения 

edη


, но и за счет изотропного расширения поверхности нагружения η ′d . 
Тогда в формуле (3) появляется дополнительное слагаемое  η ′+η=ϕ


ddd e . 

Однако  последний  член  определяется  по  линейному  уравнению 
pdd ηλ=η ′ 

 и не влияет на результаты сравнительного анализа рассмотрен-
ных выше методов.

Ниже  приведены  ре-
зультаты  численных  экспе-
риментов  по  расчету  изме-
нения напряженного состоя-
ния материала при  условии 
λ = 0  для  ломаной  траекто-
рии  деформирования.  Рас-
четные напряжения сравни-
вались  с  известным  анали-
тическим  решением  [4]. 
Предположим,  что  траекто-
рия деформации описывает-
ся ломаной линией A-B-C-D 
(рисунок  2)  c начальными 
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Рисунок 2 – Пример ломаной траектории 
деформирования



условиями  
601
π=α ;  

31
π=β ;  02 =β ;  

23
π=β .  Длина  пути  на  каждом 

участке деформирования  η1 = η2 = η3 = η = 0,5. Требуется определить напря-
женное состояние материала в конце траектории деформирования.

Пользуясь известной формулой, находим точное аналитическое реше-
ние для отдельных участков траектории:

724976,0
2

tgarctg2 101
1021 =



 ⋅


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
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



 β−α+β=α η−eg  рад.

По полученному направляющему углу α3 определяются конечные зна-
чения напряжений в безразмерном виде:  

66368,0)845064,0cos(cos~ ==α⋅ϕ=σ , 74801,0)845064,0sin(sin~ ==α⋅ϕ=τ .
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Рисунок 3 – Зависимости относительной погрешности от количества 
разбиений



Результаты численного решения этой же задачи на ЭВМ с использова-
нием описанных выше трех численных методов интегрирования для раз-
личных значений шага   ∆η = η/n (n – выбранное количество шагов на за-
данной траектории деформации η) показаны на рисунке 3. Здесь приведе-
ны зависимости относительной погрешности для нормальных σψ ~  и каса-
тельных  τψ ~  напряжений, рассчитанных разными методами. Полученные 
данные показывают, что относительная погрешность  ψ численного реше-
ния по предложенному методу 3 примерно в 3 раза меньше, чем при ис-
пользовании известных методов 1 и 2, и уже при конечном приращении ве-
личины деформации ∆η = 0,1 она не превышает 0,8 %.

В ходе численных экспериментов были рассмотрены также примеры 
для нелинейных видов траектории деформирования. На основании выпол-
ненных исследований можно сделать вывод о том, что для рассматриваемо-
го класса технологических задач модифицированный с помощью кинема-
тической  модели  метод  Эйлера  без  введения  итерационной  процедуры 
обеспечивает наиболее высокую точность в предпочтительном диапазоне 
шага интегрирования уравнений пластического течения  ∆η = 0,07–0,12. С 
использованием предложенного метода предполагается решить ряд новых 
задач по совершенствованию технологии изготовления канатов.
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