
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

Федеральное государственное автономное образовательное
учреждение высшего образования

«СЕВАСТОПОЛЬСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ»

ИНСТИТУТ ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ
И УПРАВЛЕНИЯ В ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Кафедра информатики и управления в технических системах

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ,
СЛУЧАЙНЫМ ПРОЦЕССАМ

И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКЕ

Методические указания
к проведению лабораторного практикума

по дисциплине "Вероятностные процессы в системах управления"
для студентов направления подготовки

27.03.04 – Управление в технических системах

Севастополь
СевГУ
2022



И87

Рецензент :
В.А. Карапетьян – доцент кафедры "Информатика и управление

в технических системах", канд. техн. наук, доцент

Составитель: Б.А. Скороход

Р47 Решение задач по теории вероятностей, случайным процессам и ма-
тематической статистике: методические указания к проведению лабора-
торного практикума по дисциплине " Вероятностные процессы в системах
управления" для студентов направления подготовки 27.03.04 – Управление
в технических системах / Севастопольский государственный университет,
Институт информационных технологий и управления в технических сис-
темах, кафедра "Информатика и управление в технических системах ; сост.
Б.А. Скороход. – Севастополь: СевГУ, 2022. – 36 с. – Текст : электронный.

В методических указаниях приводится описание практических занятий, целью
которых является решение задач по теории вероятностей, случайным процессам и
математической статистике.

Методические указания предназначены для студентов дневной и заочной форм
обучения направления подготовки 27.03.04 – "Управление в технических системах".

Методические указания рассмотрены и утверждены на заседании кафедры
"Информатика и управления в технических системах", протокол № 10 от 4 ав-
густа 2022 г.

Методические указания рассмотрены и рекомендованы к изданию на засе-
дании ученого совета Института информационных технологий и управления в
технических системах, протокол № 10 от 31 августа 2022 г.

© ФГАОУ ВО «Севастопольский
государственный университет», 2022

УДК 681.5.012:004.942  (076.5)
ББК 32.965.4

УДК 681.5.012:004.942  (076.5)
ББК 32.965.4



С О Д Е Р Ж А Н И Е

1 Комбинаторика и классическая вероятность 4
2 Пространство элементарных событий. случайные события

и их вероятности 6
3 Независимость событий. Условные вероятности 8
4 Формула полной вероятности и формула Байеса 10
5 Функции распределения, плотности и числовые характеристики

случайных величин 12
6 Распределения случайных величин 15
7 Предельные теоремы ТВ 19
8 Случайные процессы 20
9 Математическая статистика 20
10 Компьютерное моделирование (лабораторные работы 1-5) 21
11 Расчетно-графические задания 33
Библиографический список 36



4

1 КОМБИНАТОРИКА И КЛАССИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ
1.1 Краткие теоретические сведения и примеры

решения задач
Многие задачи теории вероятностей требуют подсчета числа вариантов

(числа шансов) при которых некоторое событие может наступить. Методы, ко-
торые позволяют это сделать называются комбинаторными. Рассмотрим неко-
торые из них.

Пусть дано k групп элементов: в первой группе содержится 1n элементов,
во второй - 2n элементов и т.д. Тогда можно образовать knnnn ...21 различных
комбинаций, содержащих по одному элементу из каждой группы (теорема о
перемножении шансов).

Пример1. Классификация по многим признакам. Предположим, что люди
классифицируются по полу, семейному положению и профессии.

Решение. Если имеется 17 профессий, то всего будет 2*2*17=68 класса.
Множество называется упорядоченным, если его каждому элементу по-

ставлен в соответствие номер. Упорядоченные множества считаются различ-
ными, если они отличаются друг от друга, либо своими элементами, либо их
порядком. Различные упорядоченные множества с одинаковым количеством
элементов n, различающиеся порядком называют перестановками. Число их
есть n!

Пример 2. Сколькими способами можно упорядочить множество, состоя-
щее из трех элементов.

Решение. Упорядоченные множества имеют вид
}.,,{},,,{},,,{},,,{},,,{},,,{ baccabbcaabcacbcba Число способов рано 3! =6.

Пусть имеется ящик, содержащий n занумерованных объектов, которые мы
без ограничения общности будем полагать шарами. Мы выбираем из этого
ящика k шаров. Нас интересует, сколькими способами можно это сделать.

При выборе без возвращения с учетом порядка:
)!/(! knnAk

n 

- число размещений с учетом порядка.
Пример 3. Сколькими способами из 3 элементов множества },,{ cba можно

составить 2-элементное подмножество, характеризующееся как самими элемен-
тами, так и их порядком.

Решение. Подмножества имеют вид: }.,{},,{},,{},,{},,{},,{ cabcabaccbba
При выборе без возвращения, без учета порядка:

)!(!/! knknCk
n 

- число сочетаний из n по k.
Пример 4. Сколькими способами из трех элементов множества можно со-

ставить множества, содержащие по два элемента.
Решение. Подмножества имеют вид: }.,{},,{},,{ cacbba
При выборе с возвращением с учетом порядка: ,knN  при выборе с воз-

вращением без учета порядка: k
knCN 1 .
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Ряд задач комбинаторики может быть сведен к следующей. В ящике из n
элементов имеется 1n белых и 1nn  черных. Из ящика без возвращения выни-
мают k шаров, по одному, случайно. Найти вероятность события, что будет вы-
брано 1k белых.

Вероятность этого события (а также любого другого, связанного с комби-
наторикой) определяется выражением: , где – число благопри-
ятных исходов равно 1

1

1

1

kk
nn

k
n CC 

 , а - общее число исходов – k
nC .

1.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. Из пункта А в пункт В ведут 4 дороги, из В в С - 7, а из с в Д – 2.

Сколько существует различных маршрутов из А в Д.
Задача 2. Сколькими способами читатель может выбрать три книги из пяти.
Задача 3. Сколькими способами можно разместить на полке 4 книги.
Задача 4. Имеется 25 мест. Сколькими способами можно разместить на них

4 учащихся.
Задача 5. Десять кандидатов, 7 от партии А и 3 от В, нужно рассадить в

президиуме в один ряд. Предполагая, что кандидаты от одной партии неразли-
чимы. Подсчитать, сколькими различными способами можно разместить всех
10-х.

Задача 6. В партии из 1000 изделий 10 дефектных. Из партии выбирается
для контроля 120 изделий. Найти вероятность того, что среди них будет ровно
4 дефектных.

Задача 7. Некто выбирает наугад 6 клеток Спортлото (6 из 49). Найти веро-
ятность того, что он правильно угадает из числа выбранных 6 номеров 1. Ровно
3; 2. Ровно 4; 4. Ровно 6.

Задача 8. Кодовый замок имеет 10 кнопок, соответствующих цифрам от 0
до 9. Код замка — двузначный, образованный различными числами. Какова ве-
роятность набора правильного кода при выборе кнопок наугад?

Задача 9. В общем числе 10 черных и белых шаров 6 черных. Какова веро-
ятность того, что среди наугад взятых 5 шаров окажется 3 черных?

Задача 10. Пусть в группе из N = 100 студентов M = 20 — круглые отлич-
ники.  Внешней комиссией для последующего тестирования отбирается n = 10
студентов (выборка без возвращения). Какова вероятность того, что среди ото-
бранных студентов число отличников будет равно m = 5?

Задача 11.В ящике, 5 белых и 3 черных шаров. Из ящика вынимают после-
довательно два шара. Найти вероятность того, что они будут белыми.

Задача 12. На четырех карточках написаны буквы в, л, к и о. Карточки пе-
ремешиваются и выкладываются в ряд. Найти вероятность того, что образо-
вавшееся слово будет волк.

Задача 13. Из колоды в 36 карт вынимаются наудачу 3 карты. Найти веро-
ятность того, что все эти 3 карты будут одной масти.

Задача 14. Среди 25 экзаменационных билетов 5 хороших. Два студента бе-
рут по одному билету. Найти вероятность, что 1. Один из них взял хороший;
2. Оба взяли хорошие билеты.
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1.3 Контрольные вопросы
1.Дать определение множества.
2.Когда упорядоченные множества будут различными?
3.Что называют перестановками, сочетаниями, размещениями и при вы-

полнении каких условий они используются в комбинаторике.

2 ПРОСТРАНСТВО ЭЛЕМЕНТАРНЫХ СОБЫТИЙ.
СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ

2.1 Краткие теоретические сведения
и примеры решения задач

Пусть производится некоторый опыт со случайными исходами. Рассмот-
рим множество Ω всех возможных исходов опыта. Будем полагать, что появле-
ние каждого исхода исключает появление другого. Каждый элемент ω этого
множества будем называть элементарным событием, а все множество Ω про-
странством элементарных событий: Ω = .,...},,:{ 21 jiji 

Пример 1. Однократное подбрасывание монеты: Ω = :{ Г, Ц}.
Случайным событием называется любое подмножество пространства эле-

ментарных событий. События называются несовместными, если наступление
одного из них исключает появление других.

Пусть задано пространство элементарных событий Ω = },...,:{ 1 n , при-
чем вероятности появления любого элементарного события одинаковы. Пусть
также событие А состоит из m элементарных. Тогда вероятность А определяет-
ся по формуле классической вероятности , где – число благо-
приятных исходов равно, а общее число исходов.

Пример 2.  Куб, все грани которого окрашены, распилен на 1000 кубиков
одинакового размера. Полученные кубики перемешаны. Определить вероят-
ность того, что кубик, извлеченный наудачу, будет иметь две окрашенные сто-
роны.

Решение. Всего кубиков n=1000. Куб имеет 12 ребер, на каждом из кото-
рых по 8 кубиков с двумя окрашенными сторонами. Поэтому m=12*8=96,
p=m/n =0.096.

2.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. Совместный опыт состоит в бросании игральной кости на грани,

которой нанесены цифры от 1 до 6 и кубика с буквами от А до F. 1) Написать
все элементы, входящие в пространство элементарных событий. 2) Пусть К –
событие, заключающееся в выпадении на игральной кости четного очка, а на
кубике – букв В или С. Найти его вероятность.

Задача 2. Совместный опыт заключается в трехкратном бросании монеты.
1) Перечислите все элементы пространства элементарных событий. 2) Найти
вероятность того, что а) решетка выпадет два раза, б) решетка выпадет более
одного раза.

Задача 3. Относительно каждой группы событий ответить на вопрос явля-
ются ли они в данном опыте несовместными.
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1.Опыт – бросание монеты, события – герб и решетка.
2.Опыт – два выстрела по цели, события – ни одного попадания, одно по-

падания, два попадания,
3.Опыт – бросание двух монет, события – герб на первой, герб на второй.
4.Опыт – передача трех сообщений по радио, события – в первом ошибка,

во втором ошибка, в третьем ошибка.
Задача 4. Относительно каждой из групп событий ответить на вопрос, рав-

новозможные ли они в данном опыте.
1.Опыт – бросание симметричной монеты, события – герб, цифра.
2.Опыт – бросание неправильной монеты, события – те же.
3.Опыт – выстрел по мишени, события – попадания, промах.
Задача 5. Монета подбрасывается три раза подряд. 1) Построить простран-

ство элементарных событий. 2) Описать событие, состоящее в том, что выпало
не менее двух гербов.

Задача 6. Событие В является частным случаем события А. Чему равны их
сумма и произведение.

Задача 7. Машинно-котельная установка состоит из двух котлов и одной
машины. Записать выражение для события, состоящего в том, что котельная
работает.

Задача 8. Определить для опыта с игральной костью вероятности наступле-
ния следующих событий: а) выпадение 5, б) числа большего 3, в) четного числа.

Задача 9. Перечислите все возможные исходы и укажите, являются ли они
равновозможными для следующих случайных опытов.

1.Рассматривается последняя цифра телефонного номера, взятого наугад из
телефонного справочника.

2.Рассматривается сумма двух последних цифр телефонного номера, взятого
наугад из справочника.

Задача 10. Укажите, являются ли элементарными перечисленные ниже собы-
тия.

1. Выпадение суммы очков равной 7 при бросании двух игральных костей.
2. Выпадение двух решеток в опыте с тремя монетами.
3. Вытаскивание туза при случайном выборе карты из колоды.
4. Вытаскивание 6 пик при случайном выборе из колоды.
5. Выпадение суммы очков 2 при бросании пары игральных костей.
6. Выпадение трех решеток при бросании трех монет.
Задача 11. Определите для опыта с бросанием пары игральных костей веро-

ятности следующих событий. 1. Выпадение суммы равной 11. 2. Выпадение
суммы меньше 5.

Задача 12. Каждое из четырех несовместных событий может произойти с ве-
роятностями 0.012, 0.01, 0,0064, 0.002. Определить вероятность того, что в ре-
зультате опыта произойдет хотя бы одно из этих событий.

Задача 13. Определить вероятность того, что при последовательном бросании
двух шестигранных кубиков сумма очков будет равна 5.

Задача 14. В урне находится 20 шаров: 6 белых, 4 красных, 8 зеленых и
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2 синих. Из урны производится выборка одного шара наугад. Какова вероят-
ность того, что вынутый шар окажется: а) не красным; б) не зеленым; в) не
красным и не зеленым.

Задача 15. Поступление каждого из двух сигналов в приемник равновоз-
можно в любой момент промежутка времени Т. Найти вероятность того, что
приемник будет "забит", что происходит в том случае, когда промежуток вре-
мени между моментами поступления обоих сигналов меньше  .

2.3 Контрольные вопросы
1.Что называют элементарным событием? Пространством элементарных

событий?
2. Как определяются классическая, геометрическая, аксиоматическая веро-

ятности?

3 НЕЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИЙ. УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ
3.1 Краткие теоретические сведения

и примеры решения задач
Условной вероятностью наступления события А при условии, что В насту-

пило называется величина ).(/)()/( BPABPBAP  События А и В называются не-
зависимыми, если ).()()( BPAPABP 

Пример 1. Рабочий обслуживает два независимо работающих станка. Веро-
ятности того, что станки не потребуют внимания рабочего, равны 0.7, 0.8. Най-
ти вероятность того, что за время отсутствия рабочего ни один станок не
потребует его внимания.

Решение. Требуется найти вероятность произведения двух событий, со-
стоящего в том, чтобы оба станка не потребуют внимания рабочего. Поэтому
получим 0.7*0.8=0.56.

3.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. Зависимы или независимы: 1) несовместные события, 2) события,

образующие полную группу событий, 3) равновозможные события.
Задача 2. Вероятность попадания α-частиц и β-частиц в контрольную зону

равна 0.6 и 0.8. Какова вероятность одновременного попадания α- и β-частиц в
эту зону.

Задача 3. В цехе имеется 3 однотипных станка. Вероятность того, что каж-
дый станок работает в данный момент, равна 0.8. Какова вероятность события
А, состоящего в том, что в данный момент работает хотя бы один станок.

Задача 4. Вероятность попадания каждой из однотипных элементарных
частиц в контрольную зону одинакова. Какова эта вероятность, если вероят-
ность попадания частицы хотя бы один раз при трех испытаниях равна 0.973.

Задача 5. Опыт состоит в последовательном бросании двух монет. Рассмат-
риваются события: А – герб на первой монете, D – хотя бы один герб, Е - хотя
бы одна цифра, F – герб на второй монете. Определить, зависимы или незави-
симы пары событий: a) A, E; b) A, F; c) D, E; d) D, F. Определить условные и
безусловные вероятности событий в каждой паре.
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Задача 6. Из колоды в 36 карт берут наугад одну. Пусть событие А – извле-
чение туза, В – извлечение масти пик. Являются, ли эти события статистически
независимы? Обосновать ответ.

Задача 7. Разрыв электрической цепи происходит в том случае, когда выхо-
дит из строя хотя бы один из трех последовательно соединенных элементов.
Определить вероятность того, что не будет разрыва цепи, если элементы выхо-
дят из строя соответственно с вероятностями 0.3,0.4, 0.5. Как изменится иско-
мая вероятность, если первый элемент не выходит из строя.

Задача 8. С помощью шести карточек, на которых написано по одной букве,
составлено слово “карета”. Карточки перемешиваются, а затем наугад извлека-
ются по одной. Какова вероятность, что в порядке поступления букв образуется
слово “ракета”.

Задача 9. Из ящика, содержащего 4 белых и 3 черных шара, вынимают по-
следовательно два шара. Найти вероятность того, что оба шара будут белыми.

Задача 10. В ящике 5 белых шаров и 2 черных. Из него вынимаются один за
другим два шара. Найти вероятность того, что они будут разных цветов.

Задача 11. Два полупроводниковых диода соединены последовательно. Ве-
роятность короткого замыкания каждого из них составляет 0.05, а обрыва – 0.1.
Если считать, что неисправности, возникающие в одном диоде, не влияют на
работу другого, то какова вероятность работоспособности цепи.

Задача 12. На стенде независимо друг от друга проходят испытания в опре-
деленных условиях 250 приборов. Вероятность отказа в течение одного часа
одинакова для всех приборов и равна 0.004. Найти вероятность того, что в те-
чение часа откажет хотя бы один прибор.

Задача 13. Условием сдачи экзамена является ответ на один из двух вопро-
сов. Студент не знает ответов на 8 вопросов из 40. Какова вероятность, что сту-
дент сдаст экзамен.

Задача 14. Два стрелка, для, которых вероятности попадания в мишени рав-
ны соответственно 0.7 и 0.8 производят по одному выстрелу. Определить веро-
ятность хотя бы одного попадания в мишень.

Задача 15. Вероятность того, что в результате четырех независимых опытов
событие А произойдет хотя бы один раз равно, половине. Определить вероят-
ность появления события при одном опыте, если она во всех опытах остается
неизменной.

Задача 16. В ящике 2 круглых и 3 ромбических детали. Осуществляются две
последовательных выборки по одной детали без возвращения. Определить ве-
роятность появления ромбической детали (событие В) при второй выборке, ес-
ли при первой была извлечена круглая деталь (событие А).

Задача 17. В урне имеется 7 черных и 3 белых шара. Осуществляется пооче-
редное изъятие сначала одного шара, затем — другого (без возвращения). Оп-
ределить вероятность появления двух разноцветных шаров.

3.3 Контрольные вопросы
1. Дать определение условной вероятности, статистической независимости

двух событий.
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4 ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ И ФОРМУЛА БАЙЕСА
4.1 Краткие теоретические сведения

и примеры решения задач
Пусть пространство элементарных событий представлено в виде

nHH  ...1 ,
где iH - попарно несовместные события. Тогда вероятность произвольного со-
бытия А определяется по формуле полной вероятности





n

k
kk HAPHPAP

1

)./()()(

Для определения условных вероятностей )/( AHP k используется формула
Байеса

).(/)/()()/( APHAPHPAHP kkk 
Пример 1. Станок работает в двух режимах: рентабельном (наблюдается в

90 % случаях) и нерентабельном (в 10 %). Вероятность выхода из строя за вре-
мя t в первом случае равна 0.1, во втором – 0.7. Найти вероятность выхода
станка из строя за время t.

Решение. Пусть А – событие выхода из строя станка, 21 , HH - работа станка
в первом и во втором режимах. Тогда

)/()()/()()( 2211 HAPHPHAPHPAP  =0.16.

4.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. По объекту производится (независимо) три одинаковых выстрела.

Вероятность попадания при первом выстреле равна 0.4, при втором 0.5, при
третьем 0.7. Для вывода объекта из строя заведомо достаточно трех попаданий.
При двух попаданиях он выходит из строя с вероятностью 0.6, при одном с ве-
роятностью 0.2. Найти вероятность того, что в результате трех выстрелов объ-
ект будет выведен из строя.

Задача 2. Прибор состоит из двух узлов. Работа каждого узла, безусловно,
необходима для работы прибора в целом. Надежность (вероятность безотказной
работы в течение времени Т) первого узла равна 1p , второго - 2p . Прибор испы-
тывался в течение времени Т, в результате чего обнаружено, что он вышел из
строя. Найти вероятность того, что отказал только первый узел, а второй испра-
вен.

Задача 3. Производится один выстрел по плоскости, на которой располо-
жены две цели: 1и 2.  Вероятность попадания в цель 1 - 1p , 2 - 2p . После вы-
стрела получено сообщение, что попадание в цель 1 не произошло. Какова
вероятность того, что произошло попадание в цель 2.

Задача 4. Радиолокационная станция ведет наблюдения за объектом, кото-
рый может применять или не применять помехи. Если объект не применяет по-
мехи, то за один цикл обзора станция обнаруживает его с вероятностью 0p ,
если применяет – с вероятностью 01 pp  . Вероятность того, что за время цикла
будут применяться помехи равна р и не зависит от того, как и когда применя-
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лись помехи в остальных циклах. Найти вероятность того, что объект будет об-
наружен хотя бы один раз за n циклов обзора.

Задача 5. Изготовитель электронного оборудования закупил партии в 1000,
2000, 3000 интегральных схем у поставщиков А, В, С, соответственно. При
проведении входного контроля выявилось, что условные вероятности отказов
этих схем во время прогона составили – 0.1, 0.05, 0.08 для каждого поставщика
соответственно. Все схемы смешиваются и наугад берут одну из них. Какова
вероятность того, что 1. Выбранная схема откажет во время прогона? 1. Отка-
завшая схема поступила от А.

Задача 6. Кодирование сообщения в цифровой системе связи выполняется
путем преобразования их в последовательность двоичных символов 0 и 1. Воз-
действие шума приводит к тому, что время от времени при приеме происходят
ошибки. Пусть вероятность передать 0 составляет 0.4, а 1 – 0.6. Кроме того,
пусть вероятность приема 1 при передаче 0 равна 0.08, а вероятность приема 1
при передаче 0 равна 0.05. Найти: 1. Вероятность того, что переданный сигнал
будет принят правильно. 2.Вероятность того, что переданная 1 будет передана
правильно. 3. Вероятность ошибки при передаче любого сигнала.

Задача 7. Фирма покупает комплект у трех поставщиков. Вероятность того,
что изделие, полученное от А, окажется негодным 0.1, от В – 0.15, от С – 0.5.
Определить: 1. Вероятность того, что выбранное случайным образом изделие
окажется негодным, 2. Вероятность того, что негодное изделие поступило от В.

Задача 8. При производстве некоторого электронного устройства исполь-
зуются интегральные схемы 4-х типов. Вероятности неисправности этих схем
таковы: 0.05 - для схем совпадения И-Не, 0.1 – для триггеров, 0.03 – для счет-
чиков, 0.12 – для сдвиговых регистров.

1.Записать все элементы декартова произведения пространства элементар-
ных событий.

2.Определить вероятность работоспособности, собранного устройства.
3.В случае неработоспособности собранного устройства определить веро-

ятность того, что она обусловлена неисправностью триггеров.
4.В случае неработоспособности собранного устройства определить веро-

ятность того, что она обусловлена одновременной неисправностью счетчиков и
триггеров.

Задача 9. Изделие выпускается двумя заводами. Первый поставляет на ры-
нок 70 % продукции, второй — 30 %. Выпуск стандартных изделий для первого
завода составляет 83 %, для второго — 63 %. Проверкой купленного в магазине
изделия установлено, что оно стандартное. Какова вероятность приобрести
стандартное изделия в описанных условиях? Какова вероятность того, что при-
обретенное изделие выпущено вторым заводом?

Задача 10. Автозавод осуществляет проверку автомашин на двух стендах.
Из каждых 100 машин на первый стенд попадает 55, на второй — 45. Стенды
отличаются качеством проверки. Из каждой сотни кондиционных машин на
первом стенде признается годными 96, на втором — 98. Определить вероят-
ность признания автомашин соответствующими нормам и вероятность того,
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что решение о соответствии машины нормам принято после испытания на вто-
ром стенде.

Задача 11. Анализом качества микросхем установлено, что 65% из них име-
ют повышенный уровень качества, остальные соответствуют техническим нор-
мам. При проверке на стенде платы, собранной из высококачественных
микросхем, выявлено, что вероятность безотказной работы платы за T часов со-
ставляет 0.98.  Надежность плат, собранных из обычных микросхем, характери-
зуется вероятностью безотказной работы, равной 0.79 за время   Т. Какова
вероятность того, что проверяемая плата, безотказно отработавшая Т часов, со-
брана из высококачественных микросхем?

Задача 12. Вуз представил контрольной комиссии 5 групп студентов сле-
дующего состава:
1) 2 группы по 8 человек каждая, из которых 2 отличника;
2) 3 группы по 10 человек каждая, из которых 6 отличника.

Для проверки знаний комиссия наугад выбирает одну группу из пяти и из
этой группы также наугад выбирается студент. Какова вероятность события А,
состоящего в том, что выбранный студент окажется отличником? Если событие
А произошло, каковы вероятности того, что отличник принадлежит к группам
первого и второго типов?

4.3 Контрольные вопросы
1.Сформулировать условия применимости формул Байеса и полной вероят-

ности.

5 ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, ПЛОТНОСТИ
И ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

5.1 Краткие теоретические сведения
и примеры решения задач

Функцией распределения случайной величины называется функция, опреде-
ляемая выражением, },)(:{)( xxF   где x – произвольное действитель-
ное число.

Плотностью распределения случайной величины называется функция, оп-
ределяемая выражением

).(/})(:{lim)(
0

xFxxPxf 





Вероятность попадания случайной величины на интервал ],[ ba равна

.)()()(})(:{ 
b

a

dxxfaFbFbaP 

Математическим ожиданием случайной величины называется число, опре-
деляемое по формуле





n

i
ii pxM

1
)( - для дискретной случайной величины,






 dxxxfM )()( - для непрерывной случайной величины,
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где ix - значения случайной величины, ip - вероятности, с которыми она при-
нимает эти значения.

Дисперсией случайной величины называется число, определяемое по фор-
муле





n

i
ii pMxD

1

2))(()(  - для дискретной случайной величины,






 dxxfMxD )())(()( 2 - для непрерывной случайной величины.

Пример. Пусть )( случайная величина, принимающая два значения 0 и 1 с
вероятностями q и p. Найти ее математическое ожидание и дисперсию.

Решение. По определению имеем:

.))(()()(
,*1)1(*0)(

222

2211

ppMMD
ppppxpxM









5.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. Функция распределения случайной величины  имеет вид









 xe

x
xF x 0,1

0,0
)(

Найти вероятность того, что а)  > 0.5; b)   0.25; c) 0.3 <  0.7.
Задача 2. Плотность распределения с.в.  имеет вид

,)()( 2xexkuxf 
где u(t) – единичная функция. Определить a) чему равна величина k; b) )1( P ;
c) ).5.0( P

Задача 3. Для с.в.  из задачи 1 определить а) среднее, в) средний квадрат, с)
дисперсию.

Задача 4. Функция распределения с.в.  имеет вид















.1,1
11,5.05.0

1,0
)(

x
xx

x
xF

Найти вероятность того, что а)  =1.4, в) >3/4, c) –0.5<0.5.
Задача 5. Функция распределения с.в.  имеет вид










.1,0
1,])1(exp[1

)(
x

xxA
xF

1.При каком значении А эта функция может считаться функцией распределе-
ния вероятностей. 2.Чему равно )2(F . 3) Какова вероятность того, что 2<  <
 , 1 <  .3

Задача 6. 1. Найти плотность распределения с.в. , описанной в задаче 5 и
нарисуйте ее график. 2.Используя эту плотность найти вероятность того, что
с.в. лежит в пределах от 2 до 3. 3. Найдите вероятность того, что с.в. примет
значение меньшее 2.
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Задача 7. Для с.в. из задачи 6 определить среднее, средний квадрат, диспер-
сию.

Задача 8. Плотность распределения с.в. имеет вид









.6,0,0

60,
)(

xx
xkx

xf

Найти для этой с.в. среднее, средний квадрат, дисперсию.
Задача 9. Задана плотность распределения случайной величины:









.1  x,/

1,0
)( 2xA

x
xf

Определить:
1)  коэффициент A;
2) )(xF ;
3)  вероятность попадания значений случайной величины в интервал (2, 3);
4)  вероятность того, что при четырех независимых испытаниях случайная

величина Х ни разу не попадет в интервал (2, 3).
Задача 10. Случайная величина X задана следующей плотностью распре-

деления: f(X) = 2X в интервале (0; 1); вне этого интервала f(X) = 0.  Найти сред-
нее, дисперсию и асимметрию.

Задача 11.   Плотность  распределения f(X) = С(X 2 + 2X) случайной вели-
чины X задана  в  интервале  (0; 1); вне этого интервала f(X) = 0. Найти:  а) па-
раметр С; б)  1; в)  2; г)  2.

Задача 12.   Даны значения   х1 = –1; х2 = 0; х3 = 1 дискретной случайной
величины.  Заданы
первые два начальных момента

этой случайной величины = 0.1; = 0.9. Определить: вероятности зна-
чений (i = 1,2,3) и дисперсию случайной величины.

Задача 13.   Дискретная случайная величина Х задана распределением вида
х1 = 0;
х2 = 1; р1 = q; p2 = р. Определить математическое ожидание и дисперсию слу-
чайной величины.

Задача 13.   Дискретная случайная величина Х задана распределением, при-
веденным ниже в таблице. Известно также mx = 8.  Определить х3 и р3.

Задача 14.   Дискретная случайная величина X принимает два значения: 3 и 5
с вероятностями 0.2 и 0.8 соответственно. Определить начальные и централь-
ные моменты распределения первого и второго порядков.
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5.3 Контрольные вопросы
1. Какие типы случайных величин вы знаете?
2. Перечислите свойства функции и плотности распределения, математиче-

ского ожидания и дисперсии.

6 РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН
6.1 Краткие теоретические сведения

и примеры решения задач
Приведем наиболее часто встречающиеся законы распределения.
Биномиальное распределение
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Пуассоновское распределение
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где  – положительное число.

Равномерное распределение на отрезке :],[ ba
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Гауссовское распределение:
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где а – среднее,  – среднее квадратичное отклонение.
Вероятность попадания гауссовской случайной величины на интервал ],[ dc

определяется по формуле
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Экспоненциальное распределение:
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Пример 1. Радиоаппаратура состоит из 1000 элементов. Вероятность отказа
одного элемента в течение одного года работы равна 0.001 и не зависит от со-
стояния других элементов. Какова вероятность отказа двух и не менее двух
элементов за год?

Решение. Считая число отказавших элементов, подчиняющихся закону Пу-
ассона с np = 1000*0.001=1, получим
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Пример 2. Измерение дальности до объекта сопровождается систематиче-
скими и случайными ошибками. Систематическая ошибка равна 50 м в сторону
занижения дальности. Случайные ошибки подчиняются нормальному закону со
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среднеквадратичным отклонением 100м. Найти вероятность измерения дально-
сти с ошибкой, не превосходящей по абсолютной величине 150 м.

Решение. Имеем для случайной дальности X :
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6.2 Набор типовых задач для решения на занятии
Распределение Бернулли. Биномиальное распределение

Задача 1.В скольких партиях с равными по силе противниками выигрыш
более вероятен в 3 из 4 или 5 из 8.

Задача 2. Из одной ЭВМ в другую необходимо передать 8000 символов.
Вероятность ошибки при передаче символа составляет 0.001. 1.Определить ве-
роятность безошибочной передачи файла. 2.Определить вероятность, что в пе-
редаваемом файле будет 10 ошибок. 3.Определить, какова должна быть
вероятность ошибки при передаче одного символа, чтобы вероятность передаче
всего файла без ошибок составляла 0.99.

Задача 3. Предполагается, что в цифровой системе связи появление оши-
бок при передаче отдельных двоичных сигналов характеризуется статистиче-
ской независимостью и вероятность ошибки равна 0.062. Определить
вероятность того, что при приеме 6 следующих друг за другом символов: 1. Не
будет допущено ни одной ошибки. 2. Будет допущена ровно одна ошибка.
3.Будет допущено более одной ошибки. 4.Возникают одна или большее число
ошибок.

Задача 4. Пусть вероятность попадания в 10 при одном выстреле равна 0.2.
Определить наименьшее число выстрелов, которые надо произвести, чтобы с
вероятностью не меньшей 0.9, попасть хотя бы один раз в 10.

Задача 5. Изготовитель радиоэлектронного оборудования закупает 1000
интегральных микросхем, каждая из которых с вероятностью 0.01 может ока-
заться неисправной. Какова вероятность того, что: 1. Неисправными будут ров-
но 10 микросхем. 2.Все будут исправны. 3. Из всех неисправной будет лишь
одна.

Задача 6.К источнику питания могут подключаться на некоторый проме-
жуток времени в произвольном сочетании любые из пяти нагрузок, каждая из
которых рассеивает мощность 10вт. При этом каждая из них подключается к
источнику лишь на одну четвертую часть всего времени его работы и действует
независимо от других. 1.Определить среднюю мощность потребления нагруз-
ками от источника. 2. Определить дисперсию мощности, потребляемую нагруз-
ками от источника. 3.Если источник может обеспечить только 40вт, то какова
вероятность его перегрузки.

Задача 7.   Производится 4 удара по футбольным воротам. Вероятность
гола при каждом ударе равна 0.3. Считая случайной величиной X число голов,
определить ее математическое ожидание, дисперсию и асимметрию.

Рекомендация. Предварительно составить ряд распределения X.
Задача 8. Автомобиль должен проехать по улице, на котором установлены

три светофора, дающие независимо друг от друга зеленый сигнал в течение 90
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секунд, желтый - 180 секунд, красный – 80 секунд. Найти среднее, дисперсию и
среднеквадратичное отклонение числа остановок автомобиля.

Пуассоновское распределение
Задача 1. Учебник издан тиражом 10000 экземпляров. Вероятность того,

что учебник сброшюрован неправильно, равна 0.0001. Найти вероятность того,
что  тираж содержит ровно пять бракованных книг.

Задача 2. Устройство состоит из 1000 элементов, работающих независимо
друг от друга. Вероятность отказа любого элемента в течение времени Т равна
0.002. Найти вероятность того, что за время Т откажут ровно три элемента.

Задача 3. Станок штампует детали. Вероятность того, что изготовленная
деталь окажется бракованной, равна 0.01. Найти вероятность, что среди 200 де-
талей окажется 4 бракованные.

Задача 4. Завод отправил на базу 500 изделий. Вероятность повреждения в
пути изделия равна 0.002. Найти вероятности того, что в пути будет поврежде-
но изделий: а) три, б) мене6е трех, в) хотя бы одно.

Задача 5. В окрестностях города А среднегодовое число погибших в авто-
катастрофах за период 1985-1991 гг. составило 0.5. В 1992 г. погибло 3 челове-
ка. Не указывает ли это на реальный рост катастроф.

Задача 6. При выборе случайных цифр с одинаковой вероятностью может
быть взята каждая цифра 0, 1,…,9. В выборке объема 3 все 3 отобранные цифры
превосходят 6. Можно ли считать это неожиданным событием.

Гауссовское распределение
Задача 1. Построенный на интегральной микросхеме триггер переходит от

состояния соответствующему 0 к состоянию 1 каждый раз, когда напряжение
на его входе превосходит 2.5в. Пусть нулевое состояние входного сигнала со-
ответствует напряжению 0.5в, но к нему добавляется случайный гауссовский
шум, дисперсия которого равна 0.2в2. Необходимо определить вероятность то-
го, что из-за превышения входным сигналом уровня 2.5в произойдет ложное
срабатывание триггера в одной операции,  в n операциях.

Задача 2. Стрелок стреляет из лука по мишени диаметром 0.6м, с центром,
который совпадает с началом прямоугольной системой координат. Расстояния
от него до точек попадания стрел – это с.в. X и Y.  Пусть  разброса по абсцис-
се и ординате одинаковы и равны 0.076м. Пусть X и Y распределены по нор-
мальному распределению. Найти среднее разброса, , вероятность непопадания
в мишень, вероятность попадания в яблоко (Д = 0.05м). Определить вероят-
ность того, что нормально распределенная случайная величина отклоняется от
своего математического ожидания m не более чем на λ.

Задача 3. Производится измерение диаметра вала без систематических
ошибок. Случайные величины ошибок подчинены нормальному распределе-
нию со средним квадратическим отклонением 10 мм. Найти вероятность того,
что измерение будет произведено с ошибкой, не превышающей по абсолютной
величине 15 мм.



18

Задача 4. Производится взвешивание некоторого вещества без системати-
ческих ошибок. Случайные величины ошибок взвешивания подчинены нор-
мальному закону со средним квадратическим отклонением 20 Г. Найти
вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не превышаю-
щей по абсолютной величине 10 Г..

Задача 5. Автомат изготавливает шарики. Шарик считается годным, если
отклонение X диаметра шарика от проектного размера по абсолютной величине
меньше 0.7 мм. Считая, что случайная величина X распределена по нормально-
му закону со средним квадратическим отклонением 0.4 мм, найти, сколько в
среднем будет годных шариков среди 100 изготовленных.

Задача 6. Бомбардировщик, пролетающий вдоль моста, длина которого 30
м и ширина 8 м, сбросил бомбы. Случайные величины X и Y (расстояния от
вертикальной и горизонтальной осей симметрии моста до места падения бом-
бы) независимы и распределены нормально со средним кавдратическим откло-
нениями, соответственно равными 6 и 4 м, и математическими ожиданиями
равными нулю. Найти: а) вероятность попадания в мост однойсброшенной
бомбы, б) вероятность разрушения моста, если сброшены две бомбы, причем
известно, что для разрушения моста достаточно одного попадания.

Задача 7. Автоматический токарный станок настроен на выпуск деталей со
средним диаметром 2.00 см и со средним квадратическим отклонением 0.005
см. Действует нормальный закон распределения. Компания технического сер-
виса рекомендует остановить станок для технического обслуживания и коррек-
тировки в случае, если образцы деталей, которые он производит, имеют
средний диаметр более 2.01 см, либо менее 1.99 см. Найти вероятность оста-
новки станка, если он настроен по инструкции на 2.00 см.

Задача 8. Рост мальчиков возрастной группы 15 лет есть нормально распре-
делённая случайная величина X с параметрами a = 161 см и σ = 4 см. 1) Какую
долю костюмов для мальчиков, имеющих рост от 152 до 158 см, нужно преду-
смотреть в объёме производства для данной возрастной группы. 2) Сформули-
ровать правило трёх сигм для случайной величины X.

Задача 9. Коробки с шоколадом упаковываются автоматически. Их средняя
масса равна 1,06 кг. Известно, что 5 % коробок имеют массу, меньшую 1 кг.
Каков процент коробок, масса которых превышает 940 г?

Задача 10. Дневная добыча угля в некоторой шахте распределена по нор-
мальному закону с математическим ожиданием 870 тонн и стандартным откло-
нением 90 тонн. а) Найдите вероятность того, что в определенный день будут
добыты по крайней мере 900 тонн угля. б) Определите вероятность, что будет
добыто от 860 до 940 тонн угля. в) Найдите вероятность того, что в данный
день добыча угля окажется ниже 750 тонн.

Экспоненциальное распределение
Задача 1. Среднее время безотказной работы прибора равно 80 часов. По-

лагая, что время безотказной работы прибора имеет показательный закон рас-
пределения, найти:
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а) выражение его плотности вероятности и функции распределения;
б) вероятность того, что в течение 100 часов прибор не выйдет из строя.

Задача 2. Известно, что время работы прибора до первого отказа подчиня-
ется показательному распределению со средним значением 1 год. Какова веро-
ятность, что до первого отказа пройдет не менее 2 лет?

Задача 3. Предполагая, что случайное время обслуживания абонента
службой «09» распределено по показательному закону и средняя продолжи-
тельность обслуживания составляет 1,5 минуты, найдите вероятность того, что
абонент будет обслужен более чем за 2 минуты.

Задача 4. Длительность телефонного разговора подчиняется показатель-
ному закону. Найти среднюю длительность разговора, если вероятность того,
что разговор продлится более 5 минут, равна 0,4.

Задача 5. Известно, что средняя продолжительность службы ламп накали-
вания составляет 700часов. Две лампы из одной партии одновременно устанав-
ливаются в патроны. Считая, что сроки службы этих двух ламп независимыми
с.в., определить вероятность того, что обе лампы перегорят, не проработав
700часов, одна из ламп перегорит до истечения 700часов, а другая после этого
срока.

Задача 6. В спутниковой системе используются обычно несколько каналов
связи (н-р, для повышения надежности). Предположим, что должно использо-
ваться 6 каналов и нужно, чтобы после пяти лет службы вероятность исправной
работы хотя бы одного канала составляла 0.95. Найти 1. Среднее время нара-
ботки на отказ для одного канала, позволяющее достичь заданной степени на-
дежности. 2. Сколько нужно каналов, чтобы вероятность того, что после 5 лет
эксплуатации хотя бы один из каналов будет работать, равнялась 0.93.

6.3 Контрольные вопросы
1 Перечислите известные вам законы распределения дискретных и непре-

рывных случайных величин и опишите практические ситуации, когда они мо-
гут применяться.

7 ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТВ
Задача 1. Анализ качества изделий, выпускаемых инструментальным це-

хом, показал, что 75 % изделий в среднем укладывается в поле допуска. Оце-
нить нижнюю границу вероятности того, что среди 2000 деталей в поле допуска
окажутся от 1450 до 1550 деталей.

Воспользоваться следующим результатами:
Теорема (неравенство Чебышева). Для любой случайной величины  ,

имеющей дисперсию и любого 0 справедливо неравенство
2/})|({|  DMP  .

Для биномиального распределения M( ) = np, а дисперсия D( ) = np(1-q).
Задача 2. Стрелок выполняет стрельбу по одиночным целям. Опыт пока-

зывает, что в среднем в каждой серии выстрелов получается 30 % попаданий.
Найти нижнюю границу вероятности того, что в серии из 10 000 выстрелов от-
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клонение относительной частоты попаданий от их вероятности не превысит
0.01.

Воспользоваться следующим результатом:
.

8 СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ
Задача 1. Заданы случайные функции X(t) = sin (ωt + θ) и Y(t) = cos (ωt + θ),

где θ - случайная величина, распределенная равномерно на интервале (0, 2π), а
ω - неслучайная круговая частота. Показать, что X(t) и Y(t) - стационарные слу-
чайные функции с нулевыми математическими ожиданиями и дисперсиями,
равными 0.5.

Задача 2. Найти дисперсию и корреляционную функцию случайного про-
цесса

,
где – постоянные, – случайный процесс.

Задача 3 Найти взаимную корреляционную функцию случайных процессов
, ,

где , – постоянные, , – случайные процессы.

9 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
Задача 1. Найти оценки максимального правдоподобия параметров нор-

мального распределения

если нормально распределенная величина Х в результате испытаний принимает
значения (x1, x2, …, xn).

Задача 2. Найти оценку максимального правдоподобия параметра λ > 0
показательного распределения с плотностью распределения f(x) = λ[exp(–λx)],
если в результате испытаний непрерывная случайная величина Х, распределен-
ная по показательному закону, приняла значения (x1, x2, …, xn).

Задача 3. Пусть имеется нормально распределенная случайная величина Х,
дисперсия которой известна и равна 0.25. Осуществляя выборку объемом n  =
100, построить доверительный интервал (получить интервальную оценку) для
математического ожидания случайной величины Х при доверительной вероят-
ности γ = 0.95, используя функцию Лапласа.

Задача 4 Найти интервальную оценку математического ожидания равно-
мерно распределенной на интервале [1, 3] случайной величины Х, используя
выборку объема n = 100. При решении считать дисперсию Х известной.
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10 КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
(ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ 1-5)

10.1 Оценка вероятностей случайных событий

10.1.1 Цель работы: освоение методов имитационного моделирования
экспериментов со случайными исходами.

10.1.2 Краткие теоретические сведения
Если проводится n независимых испытаний случайного события A, веро-

ятность которого , то относительная частота появления события
(  число появлений ) при большом n приближенно равна вероятности :

.
Будем писать


n

p при n ,

если для любого и для достаточно больших соотношение

выполняется с вероятностью, стремящейся к 1 с ростом n. Будем записывать
это так:

при .
Пример. Подбрасывание симметричной монеты.
Вероятность появления герба =0.5. Можно показать (с помощью цен-

тральной предельной теоремы), что, например, если n  (1.3/)2, то соотношение
(1) выполняется  с вероятностью 0.99. Положим  = 0.1, тогда соотношение

выполняется с вероятностью 0.99 при n170. Если =0.03, то соотношение

выполняется с вероятностью 0.99 при n 1850.
Геометрическая вероятность. Пусть в результате испытаний в некоторой

области Ω появится точка . Вероятность того, что , где - область,
принадлежащая Ω, определяется следующим образом:

и называется геометрической вероятностью, - меры областей и
соответственно. Под мерой понимается длина, площадь или объем.

10.1.3 Порядок выполнения
1. Войдите в пакет Matlab и создайте файл, в котором будете решать зада-

чу.
2. Напишите программу решения, предложенной задачи.
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10.1.4 Содержание отчета о выполнении работы
1. Название работы.
2. Постановкf задачи и основные формулы.
3. Текст программы.
4. Выводы относительно, полученных результатов.

1.5 Набор типовых задач для решения на занятии
Задача 1. (Задача Де-Мера, Генуэзская лотерея). Ставка на то, что в 4-х

подбрасываниях кубика выпадет, по крайней мере, 1 шестерка. Определить, ис-
пользуя статистическое моделирование, на что ставить.

Задача 2. (Задача Де-Мера, Генуэзская лотерея). Ставка на то, что в 24-х
подбрасываниях 2 кубиков выпадет пара шестерок. Определить, используя ста-
тистическое моделирование, на что ставить.

Задача 3. Некоторые врачи считают, что примерно 4 из 5 человек будут
давать ответ (а) на следующий вопрос. Пусть определенный город обслужива-
ется двумя больницами. В большей – около 45 детей рождаются каждый день, а
в меньшем 15. Хотя общая пропорция мальчиков есть около 50 %, действитель-
ная пропорция в каждом госпитале может быть больше или меньше 50 % в лю-
бой день. В конце года, какой госпиталь будет иметь большее число дней, в
которых более 60 % детей есть мальчики: (а) больший госпиталь, (б) меньший
госпиталь.

Предположите, что вероятность рождения мальчика есть 0.5. Решите моде-
лированием, какой ответ есть правильный. Чем вы можете объяснить, что так
много людей неверно отвечают?

Задача 4. Оцените площадь круга радиусом 1 с центром в точке (1,1), рас-
положенного внутри квадрата, длины сторон которого равны 2, выбирая слу-
чайно 1000 точек. Сравните ваши результаты с истинной величиной.
Используйте ваши результаты, чтобы оценить величину . Насколько точны
ваши результаты?

При решении задач использовать оператор пакета Matlab unifrnd , ге-
нерирующий случайные числа в интервале .

10.1.5 Контрольные вопросы
1. Эксперименты со случайными исходами. Дать определение и привести

примеры.
2. Что такое статистическая устойчивость?
3. Дать определение классической вероятности
4. Сформулировать условие применимости формулы классической вероят-

ности
5. Дать определение статистической вероятности
6. Сравнить классическую и статистическую вероятность
7.  Дать определение геометрической вероятности
8.  Какие типы пространств элементарных событий вы знаете?
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9. Сравнить определения геометрической вероятности с определениями
классической и статистической вероятностями

10.2 Моделирование случайных величин
и оценка их характеристик

10.2.1 Цель работы: изучение методов имитационного моделирования
случайных величин и оценки их характеристик.

10.2.2 Краткие теоретические сведения
Функцией распределения случайной величины называется функция, оп-

ределяемая выражением, },)(:{)( xxF   где x – произвольное действи-
тельное число.

Плотностью распределения случайной величины называется функция,
определяемая выражением

).(/})(:{lim)(
0

xFxxPxf 





Вероятность попадания случайной величины на интервал ],[ ba равна

.)()()(})(:{ 
b

a

dxxfaFbFbaP 

Математическим ожиданием случайной величины называется число, опре-
деляемое по формуле





n

i
ii pxM

1
)( - для дискретной случайной величины,






 dxxxfM )()( - для непрерывной случайной величины,

где ix - значения случайной величины, ip - вероятности, с которыми она при-
нимает эти значения.

Дисперсией случайной величины называется число, определяемое по
формуле





n

i
ii pMxD

1

2))(()(  - для дискретной случайной величины,






 dxxfMxD )())(()( 2 - для непрерывной случайной величины.

Биномиальное распределение:
,)1()()( knkk

nn ppCkPkP 
где n – натуральное число, .,...,1,0,10 nkp 

Пуассоновское распределение:
,!/)( kekP k

n
 

где  - положительное число.
Равномерное распределение на отрезке :],[ ba

].,[,0)(],,[),/(1)( baxxfbaxabxf 
Гауссовское распределение:
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)},2/()(exp{2/1)( 22  axxf 
где а – среднее,  - среднее квадратичное отклонение.

Экспоненциальное распределение:
.0,0),exp()(   xxxf

Оценки математического ожидания и дисперсии по выборке:

1 1 1
n n

2
i i

i 1 i 1

ˆˆ ˆm / n x ,D / ( n ) ( x m ) .
 

    
Эти оценки стремятся по вероятности к математическому ожиданию и дис-

персии
   ˆˆm m 1, D D 1         при n.

Центральная предельная теорема
Центральная предельная теорема есть одно из важнейших утверждений ТВ,

формулирующая условия, при которых возникает нормальное распределение.
Эти условия часто выполняются на практике, что и объясняет широкую распро-
страненность нормального распределения на практике.

Теорема. Пусть ,..., 21  последовательность независимых случайных вели-
чин, имеющих одно и тоже распределение с математическим ожиданием m и
средним квадратическим отклонением  . Тогда

 nxxnnmSP n ),())/(})(({ 2/12 ,
где

 


n

i in nS
1

)(/1)(  .
10.2.3  Содержание отчета о выполнении лабораторной работы
1. Название и цель работы.
2 Постановки задача и основные формулы.
3 Текст программы.
4 Выводы относительно, полученных результатов.

10.2.4 Набор задач для решения на занятии
1. Напишите программу, которая будет выбирать равномерно распреде-

ленное случайное число X в интервале (2,10) 1000 раз и оцените какая доля ре-
зультатов удовлетворяет X <5 и какая доля неравенству 6 < X<9. Сравните с
точным результатом.

2. Сгенерировать последовательность из 1000 случайных чисел, имеющих
распределение Гаусса с параметрами (1,3). Построить гистограмму, оценки
среднего и среднеквадратичного отклонения, как функции объема выборки.
Сравнить оценки с истинными значениями.

3. Предположим, что мы выбираем 2 случайных числа равномерно распре-
деленное на интервале (0,1) и складываем их. Как распределена их сумма? Как
распределена сумма 3,5,10 равномерно распределенных чисел?

10.2.5 Контрольные вопросы
1. Какие типы случайных величин вы знаете?
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2. Перечислите свойства функции и плотности распределения, математиче-
ского ожидания и дисперсии.

3. Перечислите известные вам законы распределения случайных величин и
опишите практические ситуации, когда они могут применяться.

10.3 Построение модели прогноза стоимости акций
10.3.1 Цель работы: Изучение методов имитационного моделирования и

анализа случайных процессов.

10.3.2 Краткие теоретические сведения
Пусть  - пространство элементарных событий, а RTt  параметр.

Случайным процессом называется функция двух аргументов
  ,),,( Ttt . Предположим, что опыт, в ходе которого случайный про-

цесс наблюдался, уже завершен, т. е. произошло элементарное событие  . Это
значит, что зависимость ),(  t от t приняла вполне определенный вид: это
уже обычная, неслучайная функция t . Мы будем ее называть реализацией слу-
чайного процесса в данном опыте. Если произведен не один опыт, а несколько,
в результате каждого из которых наблюдалась его реализация, то получим се-
мейство реализаций (рис. 1) по которому можно получить характеристики слу-
чайного процесса.  Семейство реализаций аналогично совокупности
наблюденных значений случайной величины с той разницей, что здесь наблю-
даются не числовые значения, а функции.

Рис.1. Реализации случайного процесса

Случайный процесс называется процессом с непрерывным временем, если
переходы системы, которую он описывает из состояния в состояние могут про-
исходить в любой момент наблюдаемого периода (число отказов технического
устройства до заданного момента, броуновское движение частицы, число забо-
левших в городе к моменту t).

Случайный процесс называется процессом с дискретным временем, если
он может менять свои состояния только в заданные моменты времени (процесс
работы компьютера, который может менять свои состояния в моменты, опреде-
ляемые тактом работы машины).

Случайный процесс  называется процессом с непрерывными состояниями,
если его сечение в любой момент  представляет собой не дискретную, а непре-
рывную  случайную величину и, значит, множество ее значений  несчетно (теп-
ловые шумы в проводниках, скорость ветра). Типовая реализация такого
процесса показана на рис. 2.
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Рис. 2. Реализация процесса с непрерывными состояниями

Случайный процесс называется процессом с дискретными состояниями,
если в любой момент времени множество его состояний конечно или счетно.
Например, напряжение, которое случайным образом принимает одно из двух
значений 0 или 100 рис. 3.

Рис. 3. Реализация процесса с дискретными состояниями

Примеры случайных процессов
1. Бернулли случайный процесс - процесс с дискретными состояниями. Оп-

ределяется выражениями









0

0

p1p,0
pp,1

),(  it , ,...2,1i .

Рис. 4. Реализация случайного процесса Бернулли

2. Случайное блуждание - процесс с дискретными состояниями. Определяет-
ся выражениями

 


 1

0 ),(),( i

j ji tt  , ,...2,1i ,









2/1p,1

2/1p,1
),(  jt , ,...1,0j .
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Рис. 5. Реализация процесса случайное блуждание

3. Биномиальный случайный процесс - процесс с непрерывным  временем.
Определяется выражениями

 
 ||

0 ),(),( t

j jtt  ,









0

0

p1p,0
pp,1

),(  it , ,...2,1i ,

где || t - наибольшее целое, не превышающее t .

Рис. 6. Реализация биномиального случайного процесса
4. Гауссовский процесс с дискретным временем и непрерывными состоя-

ниями - ),(~),( 2 mNt i .

Рис. 7. Реализация гауссовского случайного процесса

10.3.3 Задание на работу и порядок ее выполнения
Пусть стоимость одной акции определяется величиной nY в n -й день года.

Аналитики полагают, что разности nnn YYX  1 являются независимыми слу-
чайными величинами с известным математическим ожиданием 0m и сред-
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ним квадратическим отклонением. Таким образом, определен дискретный слу-
чайный процесс

365,...,2,1,1  nXYY nnn .
Величина  определяется из таблицы 1. Пусть 1001 Y . Требуется:

А) Оценить, используя статистическое моделирование и центральную пре-
дельную теорему вероятность того, что

120,110,100 365365365  YYY .
Б) Построить гистограмму, наложив на нее аппроксимирующую нормаль-

ную плотность распределения.
В) Сравнить, оценки вероятностей указанных событий, полученные с помо-

щью статистического моделирования и центральной предельной теоремы.
Таблица 1

№ вари-
анта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

 0.5 0.52 0.49 0.51 0.49 0.52 0.515 0.495 0.489 0.495 0.509 0.506 0.505

№
варианта 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

 0.501 0.505 0.492 0.511 0.491 0.518 0.518 0.491 0.4997 0.498 0.504 0.504 0.509

10.3.4 Содержание отчета и порядок защиты работы
На основе проведенных исследований необходимо подготовить отчет, ко-

торый должен содержать следующие пункты:
1.  Постановки задач.
2.  Решение, предложенных задач.
3.  Выводы относительно полученных результатов.
При защите лабораторной работы требуется представить отчет, соответст-

вующий приведенным требованиям, продемонстрировать на компьютере расче-
ты в пакете Matlab и ответить на вопросы преподавателя.

10.3.4 Контрольные вопросы
1. Дать определение случайного процесса,
2. Дать определение многомерной функции и плотности распределения

случайного процесса.
3. Какие числовые характеристики используются при описании случайно-

го процесса.
4.Что понимается под случайным процессом с непрерывным временем и

дискретным временем, непрерывными и дискретными состояниями. Приведите
соответствующие примеры.
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10.4  Гауссовские случайные процессы.
Моделирование работы гидролокатора

10.4.1 Цель работы
Овладение практическими навыками анализа случайных процессов с ис-

пользованием пакета Matlab.

10.4.2 Краткие теоретические сведения
Гидролокатор, или сонар́, (sonar, аббревиатура от Sоund Navigation And

Ranging) — средство звукового обнаружения подводных объектов с помощью
акустического излучения. Основу составляет приёмопередатчик, который по-
сылает звуковые импульсы в требуемом направлении и принимает отражённые
импульсы, если посылка, встретив на своём пути какой-либо объект, отразится
от него. Нас будет интересовать алгоритм оценки количества рыбы в косяке с
помощью гидролокатора.

Звуковая волна, которая предполагается синусоидальной, передается с
корабля как это показано на рис.1. При столкновении с каждой рыбой она от-
ражается и суммарный сигнал, являющийся суммой всех отраженных, прини-
мается на корабле. Полученный сигнал анализируется на интервале от

cRt min/2min  до cRt max/2min  , где maxmin, RR - минимальная и макси-
мальная глубины, соответственно,  представляющие для нас интерес, c - ско-
рость звука в воде. Мы хотим оценить количество рыбы в вертикальном
направлении в заданном диапазоне глубин. Покажем, как это может быть сде-
лано [1-3].

Рис. 1

Каждый отраженный импульс может быть представлен выражением
))(2cos()( 0 iiii tFAtX   ,

где 0F - передающая частота в Гц, cRii /2 - временное запаздывание сигна-
ла. отраженного от i -й рыбы, iiA , - зависят от положения рыбы, ее ориента-
ции и движения. Все эти параметры априори неизвестны, и мы будем полагать
их реализациями случайных величин. Так как глубина расположения i -й рыбы
неизвестна, то мы полагаем, также. что i неизвестна.

Для N отражений имеем
 

 N

i ii
N

i i tFAtXtX 1 01 )2cos()()(  ,
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где iii F  02 .
Полагая )cos( iii AU  , )sin( iii AV  , получим

)2sin()2cos())(()( 00 tFVtFUtXMtX   ,
где

 
 N

i iUU 1 ,  
 N

i iVV 1 .
Будем предполагать, что все рыбы имеют примерно одинаковый размер.

Тогда так как U и V являются суммами независимых, одинаково распределен-
ных случайных величин, то из центральной предельной теоремы следует их
нормальность, т.е.

),0(~, 2NNVU
и распределение Рэлея случайной величины 2/122 )( VUA  :









0,0

0),//(2/1exp()/(
)(

222

x
xNxNx

xf


.

Вспомним, что математическое ожидание случайной величины, имеющей
распределение Рэлея, определяется выражением

2/12 )2/()(  NAM  .
Если предварительно был измерен разброс отраженного сигнала от одной

рыбы 2 , то количество рыб в косяке может быть определено из выражения.
)/()(2 22 AMN  .

Для того чтобы оценить )(AM передается серия из K импульсов и измеря-
ется A для каждого из них. Тогда

K
A jj 1

m̂ A



и выражение для оценки количества рыб примет вид

2 22 A
ˆ ˆN ( m ) / ( ) .

Для того чтобы найти 2/122 )( VUA  по измеренным значениям сигнала
)(tX необходимо сигнал предварительно центрировать по серии из K импуль-

сов и пропустить результат через низкочастотны фильтр.

10.4.3 Задание на работу и порядок ее выполнения
1. Сгенерировать K реализаций сигналов радиолокатора для следующих

значений параметров: с=1449.16 м/с, R_min=3 м, R_max=6 м, количество рыб в
косяке N 5, количество реализаций выбирается в процессе моделирования ис-
ходя из соображений точности оценки размеров популяции, iMA =0.2,  =2, такт
дискретизации 1000/Th  , где T=t_max-t_min.

2. Центрировать, полученные сигналы.
3. Пропустить взвешенные центрированные сигналы output1, output2 через

фильтр Баттерворта:
ff=1000; %H
Wn=2*pi*ff; %rad
[b,a] = butter(2,Wn,'low','s');
[bd,ad] = bilinear(b,a,1/T);
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m = idpoly(ad,bd);
yh1 = sim(m,output1');
yh2 = sim(m,output2').

4. Найти амплитуду сигнала 2/122 )( VUA  .
5. Оценить количество рыб в стае.
6.  Исследовать точность работы алгоритма в зависимости от K и N .

10.4.5 Содержание отчета и порядок защиты работы
На основе проведенных исследований необходимо подготовить отчет, ко-

торый должен содержать следующие пункты:
1.  Постановки задач.
2.  Решение, предложенных задач.
3.  Выводы относительно полученных результатов.
При защите лабораторной работы требуется представить отчет, соответст-

вующий приведенным требованиям, продемонстрировать на компьютере расче-
ты в пакете Matlab и ответить на вопросы преподавателя.

10.4.6 Контрольные вопросы
1. Дать определение случайного процесса,
3. Дать определение Гауссовского случайного процесса.
4. Дать определение случайного процесса Рэлея.
5. Что понимается под математическим ожиданием и дисперсией случайного

процесса.
6. Как получить оценки математического ожидания и дисперсии случайного

процесса.
7. Сформулировать центральную предельную теорему.
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10.5 Детектирование цели на экране локатора

10.5.1 Цель работы
Овладение практическими навыками анализа случайных процессов с ис-

пользованием пакета Matlab.

10.5.2  Краткие теоретические сведения
Рассмотрим задачу определения присутствия цели на экране радара. Осно-

ву радара составляет приёмопередатчик, который излучает электромагнитные
волны в требуемом направлении и затем принимает их отражение от цели. Нас
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будет интересовать алгоритм принятия решения о наличии цели на экране ра-
дара.

Пусть )(t значение сигнала, принятого радаром в момент времени
],0[ Tt . Современные радарные комплексы оснащены компьютерами, кото-

рые дискретизируют по времени сигнал и сохраняют его в памяти в виде после-
довательности значений

,,...,2,1),( Nit ii   ],0[ Tt .
Мы будем интерпретировать i как случайные величины. Если цели нет, то

ii w ,
где iw ~ ),0( 2N - шум. В противном случае

iii ws  ,
где is - величины, характеризующие цель, i ~ ),( 2isN .

Задача детектирования цели может быть сформулирована, как задача про-
верки гипотез

:0H Niwii ,...,2,1,  ,
:1H Niws iii ,...,2,1,  .

Выбирается та гипотеза, для которой появление соответствующей выборки
максимально. Это можно сделать, используя выражения многомерных плотно-
стей распределения для двух гипотез ),,( 0Hxf ),( 1Hxf . В случае присутствия
на экране цели должно выполняться условие

),( 1Hxf ),( 1Hxf .
Покажем, как могут быть получены плотности ),,( 0Hxf ),( 1Hxf . Обозначим

wsX  ~ ),( 2 IsN  - если цель присутствует,
wX  ~ ),0( 2 IN  - если цели нет,

где ),...,( 1 Nsss  , ),...,( 1 Nwww  . Откуда следует условие

 ))()(
2

1exp(
)2(

1
22/2

sxsx T
N 

)
2

1exp(
)2(

1
22/2

xxT
N 

 ,

которое эквивалентно неравенству
 )()( sxsx T xxT .

Или окончательно: решение принимается, что цель присутствует, если выпол-
няется условие

 
 N

i i
N

i ii ss 1
2

1 2/1 .
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Это правило упрощается, если предположить, что 0,,...,1,  ANiAsi . В
этом случае

2//1 1 AN N

i i 
 .

10.5.3 Задание на работу и порядок ее выполнения
1. Сгенерируйте несколько выборок с 1,5.0  A 1000N для случаев

присутствия цели и ее отсутствия
2. Постройте графики для двух из них с целью и без цели по 100 точкам.
3. Проверить, как часто будут появляться ошибки в детектировании цели на

сгенерированных выборках.
4. Исследовать свойства классификатора как функции объема выборки

Nnn , . Построить графики  

n

i in 1/1  с показанным значением порога 2/A .
Лабораторная работа рассчитана на два занятия.

10.5.4 Содержание отчета и порядок защиты работы
На основе проведенных исследований необходимо подготовить отчет, ко-

торый должен содержать следующие пункты:
1.  Постановки задач.
2.  Решение, предложенных задач.
3.  Выводы относительно полученных результатов.
При защите лабораторной работы требуется представить отчет, соответст-

вующий приведенным требованиям, продемонстрировать на компьютере расче-
ты в пакете Matlab и ответить на вопросы преподавателя.

10.5.5 Контрольные вопросы
1. Случайные величины.  Определения и примеры.
2. Функция распределения и плотность случайной величины.
3. Многомерные функции распределения и плотности.
4. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины.
6. Независимые случайные величины.
7.  Ковариация и корреляция случайных величин.
8.  Нормальное распределение.
9.  Оценка среднего и дисперсии.

11 РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ
11.1 Задание
1. Выяснить у преподавателя номер своего варианта.
2. Используя пакет Matlab, решить задачи, содержащиеся в вашем варианте.
11.1.2 Содержание отчета о выполнении работы
1. Название работы.
2. Постановку задачи и основные формулы.
3. Текст программы.
4. Выводы относительно, полученных результатов.
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Вариант 1
Задача 1. В партии из 1000 изделий 10 дефектных. Из партии выбирается

для контроля 120 изделий. Найти вероятность того, что среди них будет ровно
4, 6 и 7 дефектных.

Задача 2. Из одной ЭВМ в другую необходимо передать из 8000 символов.
Вероятность ошибки при передаче символа составляет 0.001. 1.Определить ве-
роятность безошибочной передачи файла. 2.Определить вероятность, что в пе-
редаваемом файле будет 10 ошибок. 3.Определить, какова должна быть
вероятность ошибки при передаче одного символа, чтобы вероятность передаче
всего файла без ошибок составляла 0.99.

Задача 3. 1. Сгенерировать случайный сигнал из 500 отсчетов с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией 1, используя оператор normrnd.
2. Построить график сигнала и его гистограмму. 3. Считая сигнал эргодическим
оценить его математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение,
корреляционную функцию и спектральную плотность (использовать операторы
xcov, psd, mean, std).

Вариант 2
Задача 1. Некто выбирает наугад 6 клеток Спортлото (6 из 49). Найти веро-

ятность того, что он правильно угадает из числа выбранных 6 номеров 1. Ровно
3; 2. Ровно 4; 4. Ровно 6.

Задача 2. Предполагается, что в цифровой системе связи появление оши-
бок при передаче отдельных двоичных сигналов характеризуется статистиче-
ской независимостью и вероятность ошибки равна 0.062. Определить
вероятность того, что при приеме 6 следующих друг за другом символов: 1. Не
будет допущено ни одной ошибки. 2. Будет допущена ровно одна ошибка.
3.Будет допущено более одной ошибки. 4.Возникают одна или большее число
ошибок.

Задача 3. 1. Сгенерировать случайный сигнал из 500 отсчетов с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией 1, используя оператор normrnd.
2. Построить график сигнала и его гистограмму. 3. Считая сигнал эргодическим
оценить его математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение,
корреляционную функцию и спектральную плотность (использовать операторы
xcov, psd, mean, std).

Вариант 3
Задача 1. Кодовый замок имеет 10 кнопок, соответствующих цифрам от 0

до 9. Код замка — двузначный, образованный различными числами. Какова ве-
роятность набора правильного кода при выборе кнопок наугад?

Задача 2. Построенный на интегральной микросхеме триггер переходит от
состояния соответствующему 0 к состоянию 1 каждый раз, когда напряжение
на его входе превосходит 2.5в. Пусть нулевое состояние входного сигнала со-
ответствует напряжению 0.5в, но к нему добавляется случайный гауссовский
шум, дисперсия которого равна 0.2в2. Необходимо определить вероятность то-
го, что из-за превышения входным сигналом уровня 2.5в произойдет ложное
срабатывание триггера в одной операции,  в n операциях.
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Задача 3. 1. Сгенерировать случайный сигнал из 500 отсчетов с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией 1, используя оператор normrnd.
2. Построить график сигнала и его гистограмму. 3. Считая сигнал эргодическим
оценить его математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение,
корреляционную функцию и спектральную плотность (использовать операторы
xcov, psd, mean, std).

Вариант 4
Задача 1. В наступающих выборах, статистик планирует предсказать побе-

дителя, беря случайную выборки из 100, 500, 1000 и 5000 голосующих и, объ-
являя, что победителем будет получивший большинство голосов в его выборке.
Предположим, что 48% голосующих планируют голосовать за одного кандида-
та и 52% за другого. Напишите программу, чтобы оцените это предсказание
моделированием. Повторите это моделирование 100 раз и посмотрите сколько
раз статистик, будет прав для каждого объема выборки. Объясните полученные
результаты.

Задача 2 Пусть имеется нормально распределенная случайная величина Х,
дисперсия которой известна и равна 0.25. Осуществляя выборку объемом
n  = 100, построить доверительный интервал (получить интервальную оценку)
для математического ожидания случайной величины Х при доверительной ве-
роятности γ = 0.95, используя функцию Лапласа. Построить доверительный ин-
тервал в предположении, что дисперсия неизвестна.

Задача 3. 1. Сгенерировать случайный сигнал из 500 отсчетов с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией 1, используя оператор normrnd.
2. Построить график сигнала и его гистограмму. 3. Считая сигнал эргодическим
оценить его математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение,
корреляционную функцию и спектральную плотность (использовать операторы
xcov, psd, mean, std).

Вариант 5
Задача 1. Два водителя появляются на перекрестке между 8.00 и 8.01 каж-

дый день. Если они прибывают в течение 15с друг за другом, то оба автомобиля
должны остановиться. Как часто машины проходят без остановки?

Задача 2 Найти интервальную оценку математического ожидания нор-
мально распределенной случайной величины [1, 3], используя выборку объема
n = 100. При решении считать дисперсию Х неизвестной.

Задача 3. 1. Сгенерировать случайный сигнал из 500 отсчетов с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией 1, используя оператор normrnd.
2. Построить график сигнала и его гистограмму. 3. Считая сигнал эргодическим
оценить его математическое ожидание, среднее квадратическое отклонение,
корреляционную функцию и спектральную плотность (использовать операторы
xcov, psd, mean, std).
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