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Введение 

 

Теория оптимизации представляет собой совокупность математических 

методов, ориентированных на нахождение наилучших вариантов из множества 

альтернатив и позволяющих избежать полного перебора и оценивания возмож-

ных вариантов. 

Задачи оптимизации могут быть связаны с выбором оптимальной струк-

туры некоторого объекта. Такие задачи являются задачами структурной опти-

мизации. Если оптимизация связана с расчетом оптимальных значений пара-

метров при заданной структуре объекта, то такая задача называется задачей 

параметрической оптимизации. 

Для решения задач оптимизации необходимо иметь:  

 - математическую модель объекта;  

 - целевую функцию; 

 - алгоритмы оптимизации;  

Целевая функция (критерий эффективности, критерий качества) формали-

зует требования, предъявляемые к объекту проектирования. Цель проектиро-

вания может состоять, например, в увеличении надежности функционирования 

объекта, снижении стоимости проектирования и/или эксплуатации, в максими-

зации прибыли и так далее. 

Алгоритмы оптимизации основываются на методах математического про-

граммирования и применяют для определения значений параметров объекта, 

при которых целевая функция достигает своего оптимального значения. Выбор 

тех или иных методов, а, следовательно, и алгоритмов оптимизации определя-

ется прежде всего видом математической модели.  

В задачах оптимизации, которые ставит перед разработчиками научная и 

инженерная практика, как правило, целевая функция зависит от большого 

числа параметров. Такие задачи относятся к задачам многопараметрической 

оптимизации. Тем не менее, в теории оптимизации также применимы методы 

поиска экстремумов функций, значения которых определяются единственным 

параметром. Такие методы носят название методов однопараметрической оп-

тимизации. Они применяются, когда необходимо: 

 - исследовать поведение целевой функции в зависимости от изменения 

некоторого единственного параметра; 

 - определить оптимальное значение функции вдоль выбранного направ-

ления в методах многопараметрической оптимизации. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 

ОПТИМИЗАЦИИ 

 
В этом разделе будут рассмотрены методы решения задачи безусловной 

минимизации функции одной переменной. Задачу запишем следующим обра-

зом [4,5] 

min)( xf , 
1RXx  . 

В дальнейшем без ограничения общности будем говорить о поиске мини-

мального значения функции )(xf  на некотором интервале а, b и записывать 

задачу минимизации в виде  

 
bxa

xf


 min  

Значение х*, доставляющее минимум целевой функции, будем называть 

минимальным. Отметим, что задачу максимизации )(xf  можно заменить эк-

вивалентной ей задачей минимизации или наоборот. Если х* - точка минимума 

функции )(xfy  , то для функции )(xfy   она является точкой макси-

мума, в графической интерпретации графики функций )(xf  и  )(xf  сим-

метричны относительно оси абсцисс. 

Определение 1. Функция )(xf  является монотонной (как при возраста-

нии, так и при убывании), если для двух произвольных точек 1x  и 2x  таких, 

что 21 xx  , выполняется одно из следующих неравенств )()( 21 xfxf  или 

)()( 21 xfxf  в первом случае имеем монотонно возрастающую функцию, 

во втором - монотонно убывающую. 

Определение 2. Функция )(xf  является унимодальной на отрезке 

bxa   в том и только в том случае, если она монотонна по обе стороны от 

единственной на рассматриваемом интервале оптимальной точки  х*. 

Определение 3. Стационарной точкой называется точка х*, в которой  

0
*


 xxdx

df
. 

Если стационарная точка не является локальным экстремумом, то она яв-

ляется точкой перегиба, или седловой точкой. 

Необходимыми условиями существования экстремума дважды дифферен-

цируемой функции )(xf  в точке х* на интервале а, b являются 

0
*


 xxdx

df
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и неотрицательность или неположительность второй производной. 

 Достаточные условия существования экстремума функции формули-

руются следующим образом. Пусть в точке х* первые (n - 1) производные 

функции )(xf  обращаются в нуль, а производная порядка n отлична от нуля. 

Тогда, если n – нечетное, то х* - точка перегиба. Если n – четное, то х* - точка 

локального экстремума. Кроме того, если производная функция )(xf  в этой 

точке положительна, то х* - точка локального минимума, а если отрицательна, 

то х* - точка локального максимума. 

 В зависимости от вида )(xf  экстремальное решение х* может быть 

либо точкой локального минимума (максимума), либо точкой глобального ми-

нимума (максимума). 

 Определение 4. Функция )(xf , определенная на множестве Х имеет 

локальный минимум в точке х* тогда и только тогда, если )()( * xfxf   для 

всех  *xx . 

 Определение 5. Функция )(xf , определенная на множестве Х, дости-

гает своего глобального минимума в точке Xx **
только в том случае, если 

)()( ** xfxf   для всех Xx . 

 Методы поиска минимума функции одной переменной различаются 

как по требованиям к степени гладкости к ней (непрерывность, дифференци-

руемость и т.д.), так и по информации, используемой в каждой точке поиска. С 

этих позиций различают два класса методов. В методах первого класса, полу-

чивших название методов исключения интервалов, при определении длины 

шага поиска учитывается только признак убывания (возрастания) функции. 

Алгоритмы методов этого класса позволяют найти экстремум для достаточно 

широкого класса функций. В методах второго класса, основанных на полино-

миальной аппроксимации, учитываются изменения численных значений функ-

ции в одной или нескольких итерациях [2,4]. 

В целом методы поиска экстремума различаются по объему вычислений, 

производимых на одной итерации; по числу обращений к функции; по точно-

сти оценки точки экстремума функции; по надежности. 

При аналитической форме представления )(xf  в большинстве случаев 

возможно получение априорной информации о таких свойствах как непрерыв-

ность и дифференцируемость. Выполнение предпосылок о существовании и 

непрерывности функции )(xf  и ее производных позволяет использовать при 

поиске экстремума методы второго класса. В случае отсутствия аналитиче-

ского описания )(xf  получить информацию о характере ее изменения в 
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окрестности предполагаемого экстремума становится крайне трудно. Это об-

стоятельство обусловливает необходимость при поиске экстремума привле-

кать методы первого класса [1,3]. 

 

 

2. ПОИСК МИНИМУМА ФУНКЦИИ МЕТОДАМИ ИСКЛЮЧЕНИЯ 

ИНТЕРВАЛОВ 

 

В данном разделе будут рассмотрены методы поиска экстремума функции 

)(xf , основанные на нахождении точки внутри заданного интервала. Основ-

ная идея этих методов заключается в том, что на каждой k –ой операции путем 

исключения тех интервалов, в которых в силу унимодальности функции )(xf  

точка х* не содержится, определяется текущий отрезок неопределенности 

 11;  kk ba , удовлетворяющий системе неравенств 

.

,

1

*

1

1

*

1

kkkk

kkkk

bbxaa

bbxaa








  или 

Длина L текущего отрезка неопределенности  11;  kk ba  зависит от рас-

положения в отрезке  kk ba ;  точек испытаний 
kx1 , 

kx2  выбор которых опре-

деляется конкретным методом поиска. 

Достоинством методов этого класса является то, что все они основаны 

лишь на вычислении значений функции. Функция )(xf  должна быть унимо-

дальной, не иметь горизонтальных участков, хотя может быть недифференци-

руемой, разрывной, неопределенной в некоторых точках (рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Виды функций, к которым применимы методы исключения 

интервалов. 

 

При практической реализации методов поиска экстремума функции выде-

ляют два этапа: 
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- этап установления границ интервала, на котором реализуется про-

цедура поиска границ достаточно широкого интервала, содержащего экстре-

мум функции; 

- этап уменьшения интервала, на котором реализуется конечная по-

следовательность преобразований исходного интервала с тем, чтобы умень-

шить его длину до заранее установленной величины. 

На первом этапе обычно используют эвристические методы поиска. В ка-

честве примера можно привести эвристический алгоритм, предложенный 

Свенном [4]: 

1) задать произвольно следующие параметры: 0x  - некоторую начальную 

точку, 0t  – величину шага, положить k=0; 

2)  вычислить значение функции в трех точках: tx 0 , 0x , tx 0 ; 

3) проверить условие окончания: 

   а) если )()()( 000 txfxftxf  , то начальный интервал не-

определенности найден:    txtxba  0000 ,, ; 

     б) если  )()()( 000 txfxftxf  , то функция не является 

унимодальной (см. определение 2), а требуемый интервал неопределенности 

не может быть найден. В этом случае рекомендуется задать другую начальную 

точку 0x ; 

     в) если условие окончания не выполняется перейти к шагу 4; 

4) определить величину  : 

а) если )()()( 000 txfxftxf  , то t ; 00 xa  ;    

txx  01 ; 1k ; 

б) если )()()( 000 txfxftxf  , то t ; 00 xb  ; 

txx  01 ; 1k ; 

5) найти следующую точку: 

k

kk xx 21 ; 

6) проверить условие убывания функции: 

 а) если    kk xfxf 1  и t , то kxa 0 ; 

    если    kk xfxf 1  и t , то kxb 0 ; 

    в обоих случаях положить 1 kk  и перейти к шагу 5; 

б) если    kk xfxf 1 , процедура завершается. При t  поло-

жить 10  kxb , а при t положить 10  kxa . В результате имеем 

 00 ,ba  - искомый начальный интервал неопределенности. 
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 После того, как установлены границы интервала, содержащего точку 

экстремума функции, приступают к реализации второго этапа, т.е. уменьше-

нию интервала поиска с целью получения уточненных оценок координаты 

точки х*. Для этого используют различные итерационные методы, которые от-

личаются друг от друга объемом производимых вычислений и получаемой при 

этом точностью. Рассмотрим наиболее употребительные методы поиска коор-

динаты точки х* функции )(xf . 

Исходный интервал поиска иногда называют априорным интервалом не-

определенности, а интервал, полученный после проведения n итерации, назы-

вают апостериорным интервалом неопределенности. 

 

2.1. Метод деления интервала пополам 

 

Метод половинного деления – один из самых простых методов этого 

класса. Основная идея состоит в том, что на каждой итерации вычисляются 

значения )(xf  только в двух точках 1x  и 2x . Точки 1x  и 2x  располагаются 

симметрично относительно середины текущего отрезка  kk ba ;  и разнесены 

между собой ровно на половину этого отрезка. Поэтому на каждой итерации 

вычисления )(xf  в точках 1x  и 2x  половина текущего отрезка в силу уни-

модальности функции исключается из дальнейшего рассмотрения. На рисунке 

1 показаны возможные ситуации при исключении половины отрезка.  

После проведения 2n  пар испытаний длина апостериорного интервала 

неопределенности составляет  221
n

 величины априорного интервала. 

Алгоритм метода деления интервала пополам включает следующие шаги 

поисковой процедуры [4]: 

Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности   00 ,ba  и 0  - 

требуемую точность.  

Шаг 2. Положить 0k . 

Шаг 3. Вычислить координату средней точки 
2

kk
k

m

ba
x


 , )( k

mxf и 

длину текущего интервала 
kkk abL  . 

Шаг 4. Вычислить координаты точек: 41

kkk Lax   и 

42

kkk Lbx  , а также )( 1

kxf и )( 2

kxf .  

Шаг 5. Сравнить значения )( 1

kxf  и )( k

mxf :    

   а) если )( 1

kxf  < )( k

mxf  , исключить интервал  kk

m bx ,  , положив 
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                           а)                                                                б) 

 
                                                             в) 

Рисунок 2. – Исключение интервалов при реализации метода деления от-

резка пополам. 

 
k

m

k xb 1
 и 

kk aa 1
. Средней точкой нового интервала будет 

kk

m xx 1

1 
 (рисунок 2,а). Перейти к шагу 7; 

   б) если  k

m

k xfxf )( 1 , перейти к шагу 6. 

Шаг 6. Сравнить )( 2

kxf  и )( k

mxf : 

   а) если  k

m

k xfxf )( 2 , исключить интервал  k

m

k xa , , положив 

k

m

k xa 1
, 

kk bb 1
. Средней точкой нового интервала будет 

kk

m xx 2

1 
 

(рисунок 2,б). Перейти к шагу 7; 

f

x
ak x1 xm x2 bk

новый интервал

текущий интервал

f(x1)
f(xm)

f(x2)
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   б) если  k

m

k xfxf )( 2 , исключить интервалы  kk xa 1,  и  kk bx ,2

, положив 
kk xa 1

1 
, 

kk xb 2

1 
. Средней точкой нового интервала останется 

k

m

k

m xx 1
 (рисунок 2,в).  

Шаг 7. Вычислить 
111   kkk abL  и проверить условие окончания: 

   а) если 1kL , процесс завершается и 
2

11
*

 


kk ba
x ; 

   б) если 1kL , то положить 1 kk  и перейти к шагу 4. 

 

Пример 1. Реализовать две итерации алгоритма определения минимума  

xxxf 122)( 2   методом деления отрезка пополам. 

1. Начальный интервал неопределенности [0,10], точность вычислений   

не задается, поскольку в примере реализуется две итерации алгоритма. 

2. Положим 0k . 

30. Вычислим 5
2

1000 


mx ; 100100 L ; 10)( 0 mxf . 

40. Вычислим 5,241004000

1  Lax ; 5,17)( 0

1 xf ;   

                         5,7410104000

2  Lbx ; 5,22)( 0

2 xf . 

50. Сравним значения )( 0

1xf  и )( 0

mxf .  

Так как  5,17)( 0

1xf 10)( 0 mxf , то положим 001  aa , 

501  mxb , 5,20

1

1  xxm . 

70. Получим 5051 L , 1k . Переходим к шагу 4. 

41. Вычислим 25,14504111

1  Lax ; 875,11)( 1

1 xf ;   

                         75,34554111

2  Lbx ; 875,16)( 1

2 xf . 

51. Сравним значения )( 1

1xf  и 5,17)()( 0

1

1  xfxf m . 

Так как  875,11)( 1

1xf 5,17)( 1 mxf , то перейдем к шагу 6. 

61. Сравним )( 1

2xf и )( 1

mxf . 

Так как   5,17875,16)( 11

2  mxfxf , то положим 25,11

1

2  xa ; 

75,31

2

2  xb ; 5,212  mm xx . 
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71.  В результате получили интервал неопределенности, равный

   75,3;25,1, 22 ba . Далее можно продолжать вычисления по ука занному 

алгоритму до достижения указанной точности результата. 

 

2.2. Метод золотого сечения 

Для построения конкретного метода минимизации по принципу последо-

вательного сокращения интервала неопределенности, следует задать правило 

выбора на каждом шаге двух внутренних точек. Желательно, чтобы одна из 

них всегда использовалась в качестве внутренней и для следующего интервала. 

Тогда количество вычислений сократиться вдвое и одна итерация потребует 

расчета только одного нового значения функции. В методе золотого сечения в 

качестве двух внутренних точек выбираются точки золотого сечения. 

Определение 6. Точка производит «золотое сечение» отрезка, если отно-

шение длины всего отрезка к большей его части равно отношению большей 

части отрезка к его меньшей части: 




 


1

1
. Из последнего соотношения 

получаем уравнение  12
. Решение последнего уравнения позволяет по-

лучить значение 6183.0)51(
2

1
 .  

 
Рисунок 3 – Золотое сечение единичного отрезка. 

 

После проведения n испытаний исходный отрезок единичной длины будет 

равен 
1

1



nnL


. При этом получим интервал неопределенности, равный 

.)( 1

00

 n

n abL   

 

Алгоритм метода золотого сечения включает в себя следующие шаги: 

Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности   00 ,ba  и 0  - 

требуемую точность.  

Шаг 2. Положить 0k . 

1-τ

1

1-ττ
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Шаг 3. Вычислить    0000 1 abay   ; 0000 ybaz  ; 

38196,01  . 

Шаг 4. Вычислить  kyf  и  kzf . 

 Шаг 5. Сравнить  kyf  и  kzf : 

   а) если    kk zfyf  , то положить kk aa 1 , kk zb 1  и 

kkkk ybay   111 , kk yz 1 (рисунок 4,а). Перейти к шагу 6; 

   б) если    kk zfyf  , положить kk ya 1 , kk bb 1  и kk zy 1 , 

kkkk zbaz   111  (рисунок 4,б). 

Шаг 6. Вычислить 11   kk ba и проверить условие окончания: 

   а) если  , процесс поиска завершается и  11

* ,  kk bax . В каче-

стве приближенного решения можно взять середину последнего интервала: 

2

11*  
 kk ba

x ; 

   б) если  , положить 1 kk  и перейти к шагу 4. 

 
                                      а)                                                               б) 

Рисунок 4 – Исключение интервалов при реализации метода золотого сечения. 

 

Пример 2. Реализовать две итерации поиска минимума функции 

xxxf 122)( 2  методом золотого сечения. 

1. Начальный интервал неопределенности [0,10], точность вычислений   

не задается, поскольку в примере реализуется две итерации алгоритма. 

2. Положим 0k . 
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30. Вычислим   82,310382,00382,0 0000  abay ;  

18,682,31000000  ybaz . 

40. Вычислим   65,160 yf ;   22,20 zf . 

50. Сравним  0yf  и  0zf . Так как    00 zfyf  , то 001  aa , 

18,601  zb ; 36,282,318,600111   ybay k , 

82,301  yz (рисунок 2, а). 

60.  18,618,60 . Положим 1k  и перейдем к шагу 4. 

41. Вычислим   18,171 yf (новое вычисление), 

    65,1601  yfzf (было вычислено на шаге 40). 

51. Сравним  1yf  и  1zf . Так как    11 zfyf  , то 012  aa , 

82,312  zb ; 66,136,282,301122   ybay k , 

36,212  yz (рисунок 4, а). 

61.  82,382,30 . Положим 21 kk  и перейдем к 

шагу 4. 

42. Вычислим   25,132 yf  (новое вычисление), 

    18,1712  yfzf (было вычислено на шаге 41). 

52. Сравним  2yf  и  2zf . Так как    22 zfyf  , то 

46,123  ya , 82,323  bb ; 36,223  zy , 

92,236,282,346,12333  zbaz  (рисунок 4,б). 

62.  82,382,346,1 .  Итак, в результате трех итераций полу-

чили интервал неопределенности [1,46; 3,82].  

 

2.2. Метод Фибоначчи 

В методе Фибоначчи реализована стратегия, обеспечивающая максималь-

ное гарантированное сокращения интервала неопределенности при заданном 

количестве вычислений функции. Эта стратегия опирается на числа Фибона-

ччи. 

Определение 7. Числа Фибоначчи определяются по формуле 

,4,3,2,,1 2110   kFFFFF kkk  

Последовательность чисел Фибоначчи имеет вид 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, … 
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Стратегия метода заключается в следующем. Задается начальный ин-

тервал неопределенности и количество N вычислений функции. Алгоритм 

уменьшения интервала опирается на анализ значений функции в двух точках 

(рисунок 4). Точки вычисления функции находятся с использованием чисел 

Фибоначчи. Как и в методе золотого сечения, на первой итерации требуется 

два вычисления функции, а на каждой последующей только по одному. Про-

цесс поиска завершается при выполнении (N-1)-й итерации.  

Алгоритм метода золотого сечения включает в себя следующие шаги: 

Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности   000 ,baL   и 

0l  - допустимую длину конечного интервала, 0  – константу различи-

мости. 

Шаг 2. Найти количество N вычислений функции, как наименьшее целое 

число, при котором удовлетворяется условие 
l

L
FN

0
  и числа Фибоначчи 

NFFF ,,, 10  . 

Шаг 3. Положить 0k . 

Шаг 4. Вычислить  00

2

00 ab
F

F
ay

N

N  
;  

 00

1

00 ab
F

F
az

N

N  
. 

Шаг 5. Вычислить  kyf  и  kzf . 

 Шаг 6. Сравнить  kyf  и  kzf : 

   а) если    kk zfyf  , то положить kk aa 1 ; kk zb 1 ; kk yz 1  

и  11

1

3

11 





  kk

kN

kN

kk ab
F

F
ay . Перейти к шагу 7; 

   б) если    kk zfyf  , положить kk ya 1 , kk bb 1 ; kk zy 1 , 

 11

1

2

11 





  kk

kN

kN

kk ab
F

F
az . 

Шаг 7. Проверить условие окончания и в случае необходимости сделать 

заключительное вычисление функции для получения решения: 

   а) если 3 Nk , положить 1 kk  и перейти к шагу 5; 
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           б) если 3 Nk , то всегда 
2

22

22






 NN

NN

ba
zy , то есть 

отсутствует точка нового вычисления функции. Следует положить 

221   NNN zyy  и   11 NN yz . В точках 1Ny  и 1Nz  вычисля-

ются значения функции и находятся границы конечного интервала неопреде-

ленности: 

 если    11   NN zfyf , положить 21   NN aa  и 11   NN zb ; 

 если    11   NN zfyf , положить 21   NN ya  и 21   NN bb . 

Процесс поиска завершается и  11

* ,  NN bax . В качестве приближенного 

решения можно взять любую точку последнего интервала, например, его се-

редину 
2

, 11*  NN ba
x . 

 

Пример 3. Найти минимум функции xxxf 122)( 2   на основе ме-

тода Фибоначчи. 

1. Начальный интервал неопределенности:  10,00 L , 1l , 01,0

. 

2. Определим N: 10
1

100

6 
l

L
F , отсюда N=6.    

Найдем числа Фибоначчи  

13,8,5,3,2,1 6543210  FFFFFFF . 

3. Положим 0k . 

40. Вычислим   846,310
13

5
000

6

4

00  ab
F

F
ay ; 

       154,6
13

8
000

6

5

00  ab
F

F
az . 

50. Вычислим   57,160 yf ;   893,10 zf . 

60. Сравним  0yf  и  0zf . Так как    00 zfyf  , то 001  aa , 

154,601  zb ;   308,2154,6
8

3
011

16

36

11 


 ab
F

F
ay ; 

846,301  yz . 
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70. Проверим условие окончания: 30  Nk ;  154,6;01 L .  

Положим 1k  и перейдем к шагу 5. 

51. Вычислим значение   4,171 yf ;   57,161 zf  (вычислено на 

шаге 50.) 

61. Сравним  1yf  и  1zf . Так как    11 zfyf  , то 012  aa , 

846,312  zb ;   538,1846,3
5

2
022

26

46

22 


 ab
F

F
ay ; 

308,212  yz . 

71. Проверим условие окончания: 31  Nk ;  846,3;02 L .  

Положим 2k  и перейдем к шагу 5. 

52. Вычислим значение   73,132 yf ;   04,172 zf  (вычислено 

на шаге 51). 

62. Сравним  2yf  и  2zf . Так как    22 zfyf  , то 

538,123  ya , 846,323  bb ; 308,223  zy , 

    077,3538,1846,3
3

2
538,133

36

46

33 


 ab
F

F
az . 

72. Проверим условие окончания: 32  Nk ;  846,3;538,14 L . 

Положим 3k  и перейдем к шагу 5. 

53. Вычислим     04,1723  zfyf  (уже известно);  

  9884,173 zf . 

63. Сравним  3yf  и  3zf . Так как    33 zfyf  , то 

308,234  ya , 846,334  bb ; 077,334  zy , 

    077,3308,2846,3
2

1
308,244

46

56

44 


 ab
F

F
az . 

73. Проверим условие окончания: 33  Nk ;  846,3;308,25 L . 

Положим 077,3445  zyy ; 087,301,0077,355  yz . 

Вычислим   9884,175 yf  (было вычислено на шаге 53); 

  985,175 zf . Так как    55 zfyf  ,  то 308,245  aa ; 

087,355  zb . Поэтому  087,3;308,2* x ; 
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178,0308,2087,36  lL . В качестве приближенного решения 

можно взять середину интервала L6: 697,2
2

807,3308,2* 


x . 

 

3. МЕТОДЫ ПОИСКА МИНИМУМА ФУНКЦИИ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ, ОСНОВАННЫЕ НА ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ 

АППРОКСИМАЦИИ. КВАДРАТИЧНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ.  

Рассмотрим класс методов, называемых методами полиномиальной ап-

проксимации, основная идея которых заключается в том, что по информации о 

вычисленных значениях функции   nixf i ,,2,1,  , строится полином 

 xm степени 1 nm , обладающий следующими свойствами: 

-  xm является равномерным приближением минимизируемой 

функции на отрезке   kk ba , ; 

- точка минимума x  полинома  xm определяется достаточно 

просто. 

Отмеченные свойства полинома  xm позволяют на каждом шаге поиска 

использовать для сокращения текущего отрезка не только информацию о точ-

ках xi , но и информацию о значениях функции  ixf  в этих точках. 

Необходимым условием эффективной реализации методов этого класса 

является унимодальность и непрерывность функции  xf . 

Согласно теореме Вейерштрасса об аппроксимации, если функция  xf

непрерывна в некотором интервале, то ее с любой степенью точности можно 

аппроксимировать полиномом достаточно высокого порядка. Следовательно, 

если функция  xf унимодальна и найден полином, который с заданной точ-

ностью ее аппроксимирует, то координаты точки экстремума функции опреде-

ляются посредством вычисления координаты точки экстремума полинома 

[2,4]. 

Точность оценки координаты точки экстремума, полученной с помощью 

аппроксимирующего полинома, можно повысить двумя способами: использо-

ванием полинома более высокого порядка и уменьшением интервала аппрок-

симации. 

Положим, что в ограниченном интервале функцию  xf можно аппрок-

симировать квадратичным полиномом. Пусть задана последовательность то-

чек 1x , x2, x3 и известны значения функции в этих точках:   11 fxf  , 
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  22 fxf  ,   33 fxf  . Тогда можно определить постоянные коэффици-

енты a0, a1 и a2 таким образом, что значения квадратичного полинома [4]: 

))(()()( 212110 xxxxaxxaax   (1) 

совпадут со значениями функции  xf  в трех указанных точках. Для 

этого вычислим значение  x  в трех заданных точках. 

Так как 011 )( axff  , получаем 10 fa  . Поскольку 

),()()( 1211222 xxafxxff    получаем: 

)./()( 12121 xxffa   (2) 

При 3xx   имеем 

  ))(()()/()(

)()(

231321312121

333

xxxxaxxxxfff

xxff



 
. (3) 

Из выражения (3) можно определить: 
























12

12

13

13

23

2

1

xx

ff

xx

ff

xx
a  (4) 

Если точность аппроксимации функции  xf на отрезке  21, xx  квадра-

тичным полиномом оказывается достаточно высокой, то построенный поли-

ном далее используется для оценивания координаты точки минимума функ-

ции  xf . 

Стационарные точки полинома (1) определяются посредством приравни-

вания к нулю его первой производной и последующим нахождением корней 

полученного таким образом уравнения. Имеем 

0)()( 12221  xxaxxaa
dx

d
. 

Тогда для оценки координаты точки минимума функции  xf  получаем 

формулу 

2

1
12

2
)(

2

1

a

a
xxx   (5) 

Приведем описание алгоритма метода последовательного оценивания с 

использованием квадратичной аппроксимации, разработанного Пауэллом [4]. 

Шаг 1. Пусть  xf – оптимизируемая функция, 1xx   – начальная 

точка, 0x  – величина шага по оси абсцисс; 1  и 2  - малые положитель-

ные числа, характеризующие точность. 
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Шаг 2. Вычислить xxx  12 . 

Шаг 3. Вычислить значения   11 fxf   и   22 fxf  . 

Шаг 4. Сравнить 1f  с 2f : 

   а) если 21 ff  , положить xxx  213  (рисунок 5,а); 

   б) если 21 ff  , положить xxx  13  (рисунок 5,б). 

Шаг 5. Вычислить   33 fxf  . 

Шаг 6. Найти     minmin321min :,,, FxfxxfffF ii  . 

Шаг 7. Применяя формулы (2)-(5), вычислить x  и величину функции 

)(xf (рисунок 5). 

Шаг 8. Проверить выполнение условий окончания поиска: 

 
  1

min 


xf

xfF
, 2

min 


x

xx
. 

                             а)                                                                 б) 

Рисунок 5 – Минимизация функций на основе метода квадратичной аппрок-

симации. 

 

Тогда: 

    а) если оба условия выполнены, процедура закончена и xx *
; 

   б) если хотя бы одно из условий не выполнено и  31, xxx , выбрать 

наилучшую точку minx  или x  и две точки по обе стороны от нее. Обозначить 

эти точки в естественном порядке и перейти к шагу 6; 
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   в) если хотя бы одно из условий не выполнено и  31, xxx , то по-

ложить xx 1  и перейти к шагу 2.   

Пример 3. Найти минимум 
x

xxf
16

2)( 2  ,методом квадратичной ап-

проксимации. 

10. Зададим начальную точку 11 x ; величину шага 1x , 003,01  ; 

03,02  . 

20. Вычислим 212  xxx . 

30. Вычислим   1811  fxf  и   1622  fxf . 

40. Так как 21 ff  , положим 321213  xxx  (рисунок 5,а). 

50. Вычислим   33,2333  fxf . 

60. Найдем   2,33,23,16,18 2minmin  xxF . 

70. Вычислим точку минимума полинома, используя соотношения (2) - (5): 

 
210,15,714,1

665,42

2

2

21

;665,4
23

1833,23

23

1
;2

12

1816
121
































)xf(x

aaa

 

80. Проверим условия окончания 

003,00519,0
210,15

210,1516







)xf(

)xf()f(xmin
 (не выполняется), 

x  – наилучшая точка, слева от нее точка 11 x , а справа 22 x . Обозначим 

их в естественном порядке 11 x ; 714,12  xx ; 23 x . Этим точкам 

соответствуют следующие значения функции 181 f ; 21,152 f ; 163 f

. Перейдем к шагу 6. 

61. Найдем   714,1,16;21,15;18 2minmin  xxF . 

71. Вычислим по соотношениям (2)-(5) точку минимума аппроксимирую-

щего многочлена 65,1x  и значение функции 142,15)( xf . 

81. Проверим условия окончания 003,00045,0
142,15

142,1521,15



 (не 

выполняется), x  – наилучшая точка, слева от нее точка 11 x , а справа 
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714,12 x . Обозначим их в естественном порядке 11 x ; 

65,1,12  xx ; 714,13 x . Этим точкам соответствуют следующие значе-

ния функции 181 f ; 142,152 f ; 21,153 f . Перейдем к шагу 6. 

62. Найдем   65,1,21,15;142,15;18 2minmin  xxF . 

72. Вычислим по соотношениям (2)-(5) точку минимума аппроксимирую-

щего многочлена 6125,1x  и значение функции 123,15)( xf . 

82. Проверим условия окончания 003,00013,0
123,15

123,15142,15



 и 

03,0023,0
6125,1

6125,165,1



. Поиск закончен, 6125,1*  xx . 

 

 

4. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ «МЕТОДЫ 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ» 

Определить локальный минимум функции на основе методов однопара-

метрической оптимизации. 

1. Сократить интервал неопределенности на основе методов исключения 

интервалов: 

а) методом деления отрезка пополам, выполнив три итерации;  

б) уточнить границы интервала неопределенности методом  

 - золотого сечения (для нечетных вариантов), выполнив три итерации; 

 - методом Фибоначчи (для четных вариантов), выбрав N=5; 

2. Получить оценку координаты минимума функции методом квадратич-

ной аппроксимации с точностью, указанной в варианте задания. Выбрать в ка-

честве начальной точки один из концов интервала неопределенности, получен-

ного при выполнении пункта 1.  

3. Определить локальный минимум функции, используя по выбору про-

граммы Mathcad, Matlab, Excel. Результаты сравнить. 

Вариант для выполнения индивидуального задания выбирается соответ-

ственно номеру студента в списке группы. 

 

5. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА О ВЫПОЛНЕНИИ ИНДИВИДУАЛЬНОГО 

ЗАДАНИЯ 

1. Постановка задачи. 

2. Последовательность вычислений при решении задачи. 

3. Графическая интерпретация решения. 

4. Результаты решения задачи в выбранных программных средах. 

5. Анализ результатов и выводы. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
Вариант Функция, интервал неопределенности, точность вычислений 

1 f(x)=   02.0,4;5),cos(2)sin(  xxxx  

2 
f(x)=   01.0,1;2,2

3

1 3  xxxe x
 

3 f(x)=   1.0,0;1,142 24  xxxx  

4 f(x)=   05.0,2;5.1,907268 234  xxxxx  

5 f(x)=      05.0,5.0;5.0,1)1ln(133  xxxx  

6 f(x)=   1.0,0.0;1,163 26  xxxx  

7 
f(x)=     025.0,2;5.1,253 23

4

 xxx  

8 

f(x)=   05.0,7.0;1.0,
2

ln10
2

 x
x

xx  

9 f(x)=   05.0,5.1;5.2,2)1( 24  xxx  

10 
f(x)=   01.0,2;5.1),2lg(22  x

e

x
xx  

11 f(x)=   05.0,75.0;25.0,cos222  xxxx  

12 f(x)=   01.0,0;5.0,1221103 234  xxxxx  

13 f(x)=   05.0,1;5.0),1(ln32  xxxx  

14 
f(x)=   001.0,1,0,12 22   xex x

 

15 f(x)=   01.0,2;1.0,ln  xxx  

16 
f(x)=   001.0,

2
;0,sin2  xxx  

17 f(x)=   01.0,2;1,124  xxxx  

18 

f(x)=   01.0,3;0,cos
2

2

 xx
x

 

19 
f(x)=   001.0,2;1.0,

1
 x

x
e x

 

20 f(x)=     01.0,5;3,ln4
2

 xxx  
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21 f(x)=   01.0,1;0,4   xex x
 

22 
f(x)=   01.0,12;7,

cos
2

 x
x

x
 

23 
f(x)=   05.0,11;9,sin01.020 2  xxxx  

24 f(x)=     02.0,51;49),02.0cos(51.0
8

 xxx  

25 
f(x)=   001.0,

2
;0,sin25.0 2  xxx  

26 
f(x)=   001.0,1,0,21 2   xex x  

27 f(x)=   05.0,5.1;5.2,)1( 24  xxx  

28 f(x)=   05.0,7.0;1.0,ln5 2  xxxx  

29 
f(x)=   01.0,5.0;5.1,

2

1 32  xxxe x  

30 f(x)=   05.0,1;5.0,cos5.222  xxxx  
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