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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Систематический контроль над учебной работой студентов был и ос-

тается важной составной частью процесса подготовки в высшем учебном 

заведении будущих высококвалифицированных специалистов. 

Проверка и оценка успеваемости это средство, стимулирующее позна-

вательную активность студентов. 

Наиболее эффективным является плановый контроль. Теоретическая 

механика состоит из трех содержательных модулей (СМ), во второй из ко-

торых включён материал по кинематике. При подготовке к экзамену или 

зачету должна предшествовать систематическая и активная самостоятель-

ная работа студента по освоению учебного материала согласно учебной 

программе. Студент должен хорошо изучить теорию по конспекту или по 

одному из учебников, указанных в списке литературы, ответить на кон-

трольные вопросы при подготовке к очередному практическому занятию, 

лабораторной работе, своевременно выполнить расчетно-графическую ра-

боту. 

В результате приобретенные знания и умения студент сможет исполь-

зовать при решении двух основных задач кинематики: 

1) определять положение и описывать движение материального объ-

екта относительно выбранной системы отсчета; 

2) по заданным уравнениям движения материального объекта опреде-

лять его кинематические характеристики. 

Данное пособие поможет студенту проверить свою готовность к экза-

мену или зачету, устранить возможные пробелы в понимании некоторых 

вопросов кинематики. 
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ВЫПИСКА  ИЗ  ПРОГРАММЫ  ПО  КИНЕМАТИКЕ 

 

 
ОСНОВНЫЕ  ТЕМЫ  ПРОГРАММЫ  

И  БАЗОВЫЕ  ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ  ВОПРОСЫ 

 

1. Введение в кинематику. 

2. Кинематика точки. 

3. Простейшие движения твердого тела. 

4. Плоское движение твердого тела. 

5. Литература 
 

1.  Введение  в  кинематику  

 

1. Предмет кинематики. Относительность механического движения 

материального тела. Система отсчёта. 

2. Пространство и время в классической механике. 
 

2. Кинематика  точки 
 

3. Основные задачи кинематики точки.  

4.Три способа определения положения и описания (задания) движения 

точки: векторный, координатный и естественный. Кинематические уравне-

ния движения точки. 

5. Пройденный путь П точкой за некоторый промежуток времени и 

формула для её определения. Различия между дуговой координатой  s точ-

ки и её пройденным путем П. 

6. Определение скорости и ускорения точки при векторном способе 

задания ее движения.  

7. Определение скорости и ускорения точки при координатном спосо-

бе задания ее движения.  

8. Естественный трехгранник и естественные оси координат. Кривиз-

на линии. 

9. Определение скорости точки при естественном способе задания ее 

движения.  

10. Определение ускорения точки при естественном способе задания 

её движения. Касательное и нормальное ускорения точки и что характери-

зуют эти ускорения. 

11. Ускоренное и замедленное движения точки. Определение характе-

ра движения точки (ускоренное или замедленное) в данный момент време-

ни, если задано уравнение движения точки по траектории s = s(t). 

12. Равномерное и равнопеременное движения точки. Линии, изобра-

жающие графики этих движений. 
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13. Определение радиуса кривизны траектории точки по ее заданным 

уравнениям движения в декартовых координатах. 
 

3. Простейшие  движения  твердого  тела 
 

14. Основные задачи кинематики твердого тела. 
15. Поступательное движение твердого тела и определение его поло-

жения относительно выбранной системы отсчёта Oxyz. Выбор связанной 
системы координат O1x1y1z1. 

16. Кинематические уравнения поступательного движения твердого 
тела. 

17. Траектории, скорости и ускорения точек твердого тела при его по-
ступательном движении. 

18. Вращательное движение твердого тела вокруг неподвижной оси и 
определение его положения относительно выбранной системы отсчета 
Oxyz. Выбор связанной системы координат O1x1y1z1. 

19. Кинематическое уравнение вращательного движения тела вокруг 
неподвижной оси.  

20. Угол поворота пов твердого тела за некоторый промежуток време-
ни и формула для его определения. Различия между угловой координатой 

 тела и его углом поворота пов. 

21. Выражение угла поворота пов через число оборотов N за данный 
промежуток времени. 

22. Расчетные формулы для определения угловой скорости и углового 
ускорения тела. 

23. Ускоренное и замедленное вращения тела. Определение характера 
вращения тела (ускоренное или замедленное) в данный момент времени, 

если задано уравнение движения тела   =  (t). 
24. Равномерное и равнопеременное вращения тела. Линии, изобра-

жающие графики этих движений. 

25. Выражение угловой скорости   тела через частоту вращения n. 
26. Расчетная формула для определения вращательной (линейной) 

скорости любой точки вращающегося тела. 
27. Расчетные формулы для определения вращательного ускорения 

w

, центростремительного ускорения w


 и полного ускорения w любой 

точки вращающегося тела. 
28. Векторная формула Эйлера, выражающая вращательную скорость 

любой точки тела. 
 

4. Плоское  движение  твердого  тела  
 

29. Плоское движение твердого тела и определение его положения от-

носительно выбранной системы отсчета. Выбор связанной системы коор-

динат O1x1y1, определяющей положение плоской фигуры S (сечения тела 
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плоскостью П1, параллельной основной плоскости П), относительно не-

подвижной системы координат Oxyz. 

30. Кинематическое уравнение движения плоской фигуры, или плос-

кого движения твердого тела.  

31. Разложение движения плоской фигуры на два простейших движе-

ний. Кинематические характеристики составных движений плоской фигуры. 

32. Определение скорости любой точки плоской фигуры как суммы 

скорости полюса и вращательной скорости этой точки вокруг полюса. 

33. Распределение скоростей точек плоской фигуры в момент време-

ни, когда угловая скорость фигуры равна нулю.  

34. Физический смысл утверждения о том, что проекции скоростей 

двух любых точек плоской фигуры на прямую, соединяющую эти точки, 

равны. 

35. Мгновенный центр скоростей (МЦС) плоской фигуры и условия 

его существования. Геометрическое определение положения МЦС в слу-

чае, когда скорости двух точек плоской фигуры не параллельны друг дру-

гу. Геометрическое определение положения МЦС в случае, когда скорости 

двух точек плоской фигуры параллельны друг другу. 

36. Определение скорости любой точки плоской фигуры, если извест-

но положение МЦС.  

37. Различие между формулой, определяющей скорости точек плоской 

фигуры с помощью МЦС, и формулой, по которой находят скорости точек 

тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. 

38. Определение ускорения любой точки плоской фигуры как суммы 

трёх ускорений. 
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ОТВЕТЫ  НА  БАЗОВЫЕ  ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ  ВОПРОСЫ 

 
 

1. ВВЕДЕНИЕ  В  КИНЕМАТИКУ 

 

Вопрос 1. Предмет кинематики. Относительность механического 

движения материального тела. Система отсчета. 

О т в е т . Кинематика изучает механическое движение материальных 

объектов с геометрической точки зрения без учёта их масс и действующих 

на них сил. 

Механическое движение не абсолютно, а относительно: один и тот 

же материальный объект может двигаться по – разному по отношению к 

различным телам. Поэтому, чтобы задача о движении изучаемого объекта 

была вполне определённой, нужно обязательно указывать твёрдое тело, по 

отношению к которому рассматривается движение этого объекта. Такое 

тело для данного объекта называется телом отсчёта. 

Для математического описания движения выбранного объекта ис-

пользуют систему отсчёта. 

Системой отсчёта называется совокупность, состоящая из: 

1) тела отсчёта; 

2) системы координат, жёстко связанной с телом отсчёта; 

3) прибора, для измерения времени (часов); 

4) прибора для измерения расстояний (масштабной линейки). 

Вопрос 2. Пространство и время в классической механике. 

О т в е т .  В классической механике принимают, что движение мате-

риальных объектов происходит в трёхмерном евклидовом пространстве, 

гомогенном, изотропном и неограниченном. Гомогенность означает, что 

геометрические свойства пространства одинаковы во всех его точках, а 

изотропность ― одинаковость этих свойств во всех направлениях. 

Кроме того, свойства такого пространства считаются совершенно не 

зависящими от материи и её движения. В этом смысле оно может быть на-

звано а б с о л ю т н о м  п р о с т р а н с т в о м .  

Время считается непрерывной величиной, не зависящей от материи, и 

у н и в е р с а л ь н о й , то есть одинаково изменяющейся во всех системах 

отсчёта. 

Евклидово пространство и универсальное время отражают реальные 

свойства пространства и времени лишь приближённо и практически впол-

не пригодны для движения материального тела со скоростями, значительно 

меньшими скорости света. 

По представлению совремённой физики пространство и время нераз-

рывно связаны не только с материей и её движением, но и друг с другом. 
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2. КИНЕМАТИКА  ТОЧКИ 

Вопрос 3. Основные задачи кинематики точки.  

О т в е т .  Первая основная задача состоит в том, чтобы определить 

положение точки и описать с помощью уравнений, графиков как изменя-

ется её положение с течением времени относительно выбранной систе-

мы координат. 

Вторая основная задача состоит в том, чтобы по уравнениям движения 

точки определить её кинематические характеристики (скорость, ускоре-

ние и др.) в любой момент времени. 

Вопрос 4. Три способа определения положения и описания (зада-

ния) движения точки: векторный, координатный и естественный. Ки-

нематические уравнения  движения точки. 

Ответ. 1) Векторный способ состоит в том, что положение точки М 

относительно выбранной системы координат Oxyz определяется её ради-

ус – вектором r относительно начала координат O. 

При движении точки этот вектор будет изменяться по модулю и на-

правлению с течением времени, то есть 

)(trr  . 

Данное уравнение ― кинематическое урав-

нение движения, или закон движения точки в 

векторной форме. 

Если вектор r  разложить по осям коорди-

нат, то уравнение движения примет вид 

ktzjtyitxr )()()(  , 

где kji ,,  - орты координатных осей; 

)(,)(,)( tztytx  - выражения, показывающие изменения координат точки 

в зависимости от времени. 

2) Координатный способ состоит в том, что положение точки М от-

носительно выбранной системы координат Oxyz определяется тремя де-

картовыми координатами x, y, z. 

При движении точки эти координаты будут изменяться с течением 

времени, то есть 

)(,)(,)( tzztyytxx  . 

Данные уравнения ― кинематические уравнения движения, или закон 

движения точки в координатной форме (в декартовых координатах). 

Если из уравнений движения исключим время t, то получим уравне-

ния траектории точки в декартовых координатах.  

Задача 4.1. Точка движется согласно уравнениям 
28,2 tytx  . 

v  

y 
x 

z 

x 

z y 

M 

r  
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Определить уравнение её траектории в координатной форме и указать 

на рисунке направление движения. 

Р е ш е н и е . Из первого уравнения находим  
2

x
t   и под-

ставляем это выражение t во второе уравнение.  

В результате получаем 
22xy  . 

 

Это уравнение параболы. В  начальный  момент  времени 

t = t0 = 0 точка находилась в пункте )0,0(0M . Так как в любой момент дви-

жения точки 0x , то её траекторией является п р а в а я  в е т в ь  п а р а -

б о л ы . С течением времени x и y возрастают. 

Задача 4.2. По заданным уравнениям движения точки 

tytx 24,53   

определить уравнение её траектории в координатной форме. 

Р е ш е н и е . Чтобы из уравнений движения исключить время t, ум-

ножим обе части первого уравнения на 2, а второго уравнения – на 3. 

Складывая эти уравнения, получаем 

232

__________
3.24

2,53








yx

ty

tx

 

Траекторией точки является полупрямая с началом в пункте М0(-5,4), 

в котором она находилась в момент времени t = t0 = 0. 

Задача 4.3. Определить уравнение траектории точки в декартовых ко-

ординатах, если её движение задаётся уравнениями 

tytx  sin3,cos2  . 

Р е ш е н и е . Уравнения движения представим в виде 

.sin
3

,cos
2

t
y

t
x









 

Возведём обе части каждого уравнения в квадрат 

.sin
3

,cos
2

2

2

2

2

2

2

t
y

t
x









 

Складывая эти равенства, получаем 

t 

O  

s  

M 

x 

y 

O 
M0 

M 

M0 

y 

x 



 14 

1
32 2

2

2

2


yx

. 

Таким образом, траекторией точки является э л л и п с  

с центром в начале координат и полуосями 3,2  ba . 

При t = t0 = 0 точка находилась в пункте M0(2,0). 

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 4.3. По заданным уравнениям движения точки 
 

tytx 2sin32,2cos23   
 

определить уравнение её траектории в координатной форме. 
 

О т в е т :  окружность ).2,5(;1
9

)2(

4

)3(
0

22

M
yx







 

 

Задача 4.4. Точка движется согласно уравнениям 

12,1 22  tt eyex  
 

Определить уравнение её траектории в координатной форме. 

О т в е т :  Луч ;32  xy  )3,0(0M . 

3) Естественный способ состоит в том, что положение точки М отно-

сительно выбранной системы координат Oxyz определяется её положе-

нием на заданной траектории с помощью дуговой координаты s. На тра-

ектории выбирается начало отсчёта O' и указывается положительное и от-

рицательное направления отсчёта величины s. 

При движении точки координата s будут изме-

няться с течением времени, то есть  
)(tss  . 

Данное уравнение ― кинематическое уравне-

ние движения в естественной форме, или закон 

движения точки по траектории.  

Линия, изображающая зависимость между s и t называется графиком 

движения точки. 

Траектория и график движения ― 

п о н я т и я  р а з н ы е : траектория ― 

линия, по которой движется точка, а 

график движения ― линия, показы-

вающая как движется точка по траек-

тории. Пусть, например, траектория выражается уравнением 
222 Ryx  , 

x r

 

O 

x 

z 
s 

y 

M 


 O  


 O  

x 

y 

M0 

O 

M 

t 

s 

O 

y 

O
  
s 

O 

R 

x 

M 
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а график движения ― уравнением 
22ts  . 

Как видно, траекторией является окружность с центром в начале ко-

ординат и радиусом R, а графиком движения ― правая ветвь параболы 

( 0t ). 

Заметим, что уравнения движения точки в Кинематике д о л ж н ы  

з а д а в а т ь с я ,  так как в этом разделе движение точки изучается без учё-

та сил. Поэтому с п о с о б ы  о п и с а н и я  д в и ж е н и я  точки называют 

также с п о с о б а м и  з а д а н и я  е ё  д в и ж е н и я .  

Вопрос 5. Пройденный путь П точкой за некоторый промежуток 

времени и формула для её определения. Различия между дуговой ко-

ординатой  s  точки и её пройденным путём П. 

О т в е т . Путь П, пройденный точкой за некоторый промежуток вре-

мени t – t0, ― длина соответствующей дуги траектории точки, измеряе-

мая в направлении её движения. 

Ф о р м у л а  д л я  о п р е д е л е н и я  п у т и  имеет вид: 

1) в случае движения точки всё время в одном направлении путь равен 

абсолютному значению разности дуговой координаты в моменты t и t0  

0ssП  . 

2) в случае, когда в промежутке 0tt   направление движения точки 

изменяется в моменты nttt ,...,, 21 , путь равен сумме путей точки за про-

межутки времени при её движении в одном направлении 

01 ssП  + 12 ss  +…+ nss  . 

Чтобы из двух предложенных формул для нахождения пути П вы-

брать одну из них н е о б х о д и м о  п р е д в а р и т е л ь н о  определить 

моменты изменения направления движения точки. Для этого по заданному 

уравнению движения точки следует определить скорость точки и прирав-

нять её нулю, то есть 

v(t) = 0. 

К о р н и  э т о г о  у р а в н е н и я  я в л я ю т с я  и с к о м ы м и  м о -

м е н т а м и .  

Различия между величинами s и П. 

s П 

1) Определяет положение точки на 

траектории в любой момент времени t. 

2) Величина алгебраическая. 

1) Определяет длину дуги траектории, 

которую проходит точка за промежу-

ток времени t  - t0. 

2t  
nt  

      
O 0t  

1t  

t  
t  

Ось времени 
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3) При движении точки может и воз-

растать и, убывать. 

2) Величина арифметическая. 

3) При движении точки может только 

монотонно возрастать. 
 

Задача 5.1. Определить момент времени, когда точка изменяет на-

правления движении по траектории, если её движение задано уравнением 

10123 2  tts . 

Р е ш е н и е .  Скорость 

126  tsv   

приравниваем нулю 

0126 t . 

Откуда находим 

t1 = 2 c. 
 

Задача 5.2. Определить моменты времени, когда точка изменяет на-

правления движении по траектории, если её движение задано уравнением 

ttts 12192 23  . 

Р е ш е н и е .  Скорость 

12186 2  ttsv   

приравниваем нулю, сокращая при этом на 6 

0232  tt . 

Корни этого квадратного уравнения 

ctct 21 21  . 
 

Задача 5.3. Определить ближайший после начала движения момент 

времени, когда точка изменяет направление движения, если её движение 

задано уравнением 

2
sin4

t
s


 . 

Р е ш е н и е .  Приравниваем скорость точки нулю 

0
2

cos2 
t

sv


 . 

Корнями этого простейшего тригонометрического уравнения являются 

,...
2

3
,

22




t
 

Ближайший момент находим из уравнения  
22




t
. 

Откуда следует ct 11  . 
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Задача 5.4. Определить дуговую координату s точки в конце второй 

секунды после начала движения и пройденный путь П к этому моменту 

времени, если движение точки по траектории задано уравнением 

262  tts . 

Р е ш е н и е .  В момент времени ct 22   имеем 

.622622
2 мs  . 

Затем найдём момент изменения направления движения точки 

062  tsv   ct 33  . 

Этот момент лежит вне промежутка 20  t . Поэтому путь определя-

ется о д н о ч л е н н о й  формулой 

0220 ssП  . 

Вычисляем мs 20  . Наконец определяем 

мП 82620  . 

Отметим, !220 sП   

Задача 5.5. Движение точки происходит согласно уравнению 

262  tts , 

приведённому в задаче 5.4. 

Определить дуговую координату s точки в конце четвёртой секунды 

после начала движения и пройденный путь П от момента ct 22   до мо-

мента ct 44  . 

Р е ш е н и е .  В момент времени ct 44   имеем 

.624642
4 мs   

Так как момент ct 33   изменения направления движения точки лежит 

внутри промежутка 42  t , то путь определяется двучленной формулой 

342342 ssssП  . 

Вычисляем мs 73  . Подставляя известные значения 432 ,, sss  в 

формулу, определяющую пройденный путь, получаем 

мП 2766742  . 

Опять !442 sП   

 

ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 5.6. Определить ближайший после начала движения момент 

времени, когда точка изменяет направление движения, если её движение 

задано уравнением 
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2
cos6

t
s


 . 

О т в е т :  ct 22  .  

Задача 5.7. Определить дуговую координату s точки в конце второй 

секунды после начала движения и пройденный путь П к этому моменту 

времени, если движение точки по траектории задано уравнением, приве-

дённым в задаче 5.3 

2
sin4

t
s


 . 

О т в е т : мПs 8,0 202   .  

Вопрос 6. Определение скорости и ускорения точки при вектор-

ном способе задания её движения.  

Скоростью точки называется векторная мера движения, характери-

зующая изменение с течением времени модуля и направления радиус – 

вектора точки. 

Вектор скорости точки в данный момент 

времени равен первой производной от радиус– 

вектора точки по времени, то есть 

dt

rd
v  . 

Вектор v  направлен по касательной к траектории и всегда в сторону 
движения точки. 

Ускорением точки называется векторная мера движения, характери-
зующая изменение с течением времени модуля и направления скорости 
точки. 

Вектор ускорения точки в данный момент времени равен первой про-
изводной от вектора скорости или второй производной от радиус–
вектора точки по времени, то есть 

2

2

dt

rd

dt

vd
w  . 

Вектор w  направлен всегда в сторону вогнутости траектории. 

Задача 6.1. Определить вектор скорости точки, если её движение за-
дано уравнением 

ktjtitr 32 2 . 

Р е ш е н и е .  Дифференцируя это уравнение, находим 

v ktjti 262  . 

Задача 6.2. Определить вектор и модуль скорости точки в момент 

времени ct 1 , если её движение задано уравнением 

ktjtitr 22  . 

x z y 

O 

x 

z 

y 

v  M 

r  w  
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Р е ш е н и е .  Вектор скорости в любой момент времени t равен  

v kjti 22  . 

При ct 1  

v kji 22  . 

Заметим, коэффициенты при ортах в этом выражении являются про-

екциями вектора скорости на координатные оси 

смvсмvсмv zyx /2,/2,/1  . 

По найденным проекциям определяем модуль скорости 

222
zyx vvvv  = 3 м/с. 

Задача 6.3. Определить вектор ускорения точки, если её скорость за-

дана уравнением 

v ktjtit 32 32  . 

Р е ш е н и е .  Дифференцируя это уравнение, находим 

w ktjti 294  . 

Задача 6.4. Определить вектор скорости точки, если её вектор уско-

рения задан уравнением 

w ktjti 294  . 

Принять jv 6  при t = 0. 

Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой w
dt

vd
 , которую по условию 

задачи можно записать в виде 


dt

vd
ktjti 294  . 

Или 

vd ( ktjti 294  )dt . 

Интегрируя, получаем 

Cktjtitv  32 32 . 

В это общее решение подставляем начальные условия 

Cj 6 . 

Откуда находим 

jC 6 . 

Подставляя константу C  в общее решение, получаем искомое частное 

решение 

ktjtitv 32 3)26(  . 
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ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 6.5. Определить модуль скорости и модуль ускорения точки в 

момент времени ct 1 , если её движение задано уравнением 

kjtitr 32 23  . 

О т в е т :  смv /5 ,  2/2,7 смw .  

Задача 6.6. Определить вектор скорости точки, если её вектор уско-

рения задан уравнением 

w jtit 26 2  . 

Принять jv 6  при t = 0. 

О т в е т :  jtitv )6(2 23  . 

Вопрос 7. Определение скорости и ускорения точки при коорди-

натном способе задания её движения.  

Ответ. Если уравнения движения точки заданы в декартовых коорди-

натах, то проекции вектора скорости на координатные оси выбранной 

системы координат равны первым производным от соответствующих 

координат по времени, то есть 

zvyvxv zyx   ,, . 

Модуль вектора скорости равен 

222
zyx vvvv  , 

или 
222 zyxv   . 

Направление скорости определяется направляющими косинусами 

v

v
kv

v

v
jv

v

v
iv zyx  ),cos(,),cos(,),cos( . 

Проекции вектора ускорения на координатные оси выбранной систе-

мы координат равны первым производным от соответствующих проек-

ций скорости или вторым производным от соответствующих координат 

по времени, то есть 

zzyyxx vwvwvw   ,, , 

или 

zwywxw zyx   ,, . 

Модуль вектора ускорения равен 

222
zyx wwww  , 

или 
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222 zyxw   . 

Направление ускорения определяется направляющими косинусами 

w

w
kw

w

w
jw

w

w
iw zyx  ),cos(,),cos(,),cos( . 

Задача 7.1. Определить модуль скорости точки в момент времени 

t = 1 c, если её движение задано уравнениями 

,33 ttx  .53 tty   

Р е ш е н и е .  По известным формулам находим проекции скорости 

точки 

.53,33 22  tyvtxv yx   

При ct 1  получаем 

смvсмv yx /8,/6  . 

смvvv yx /1022  . 

Задача 7.2. Вычислить модуль скорости и угол между вектором 

скорости  точки и осью Ох в момент времени t = 1 с, если её движение 

задано уравнениями 

,2 2tx  .3ty   

Р е ш е н и е .  Проекции скорости точки: 

.3,4 2tvtv yx   

В момент ct 1 : 

./3/,4 смvсмv yx      cvv |5 . 

8,0cos 
v

vx  .9,36 град  

Задача 7.3. Определить момент времени, когда модуль скорости 

точки имеет наименьшее значение, если её движение задано уравне-

ниями 

,3tx  .4 2tty   

Р е ш е н и е .  По проекциям скорости точки 

tvv yx 24,3   

находим её модуль 

2)24(9 tv  . 

Скорость будет иметь наименьшее значение, когда 

024  t  ct 2 . 

В момент ct 2  имеем смv /3 . 
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Задача 7.4. Определить модуль ускорения точки в момент време-

ни t = 1 c, если её движение задано уравнениями 

,8 2tx  .2 3ty   

Р е ш е н и е . Определяем проекции ускорения точки 

.12,16 2tywxw yx    

При ct 1  получаем 

;/12,/,16 22 смwсмw yx      222 /20 смwww yx  . 

Задача 7.5. Определить ускорение точки в момент времени, когда 

она пересекает ось Ох, если её движение задано уравнениями 

,
2

1 3tx  .1020 ty   

Р е ш е н и е . По заданным уравнениям находим 

.0,3  ywtxw yx   

Затем определяем момент времени, в которой точка пересекает ось 

Ох: 

 .01020 ty ct 2 . 

В этот момент: 0/6 2  ywсмw yx   и 2/6 смww x  . 

Задача 7.6. Определить угол между векторами скорости и ускоре-

ния точки в момент времени t = 1/6 с, если её движение задано уравне-

ниями 

,3tx  .34 2tty   

Р е ш е н и е . Проекции скорости и ускорения точки соответственно 

равны 

tvv yx 64,3  ; 

6,0  yx ww . 

При ct 6|1  получаем 

3,3  yx vv ;     смv /23 ; 

6,0  yx ww ;    2/6|| смww y  . 

Запишем скалярное произведение векторов v и w  

                                                    coswvwv  ,                                             (*) 

где  угол между этими векторами. 

Как известно, скалярное произведение векторов можно выразить че-

рез их проекции 

                                                yyxx wvwvwv  .                                       (**) 

Принимая во внимание формулы (*) и (**), приходим к уравнению 
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coswv  = yyxx wvwv   

Откуда следует 

wv

wvwv yyxx 
cos . 

При ct 1  получаем: 
2

2
cos  135  град. 

Задача 7.7. Точка совершает прямолинейное движение. С помо-

щью графика ускорения определить скорость 

точки в момент времени t = 6 с, если скорость 

v=0 при t=0. 

Р е ш е н и е . Площадь нижнего прямоуголь-

ного треугольника определяет значение скорости 

точки в момент t = 6 с 

смv /1866
2

1
 . 

 

 

ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 7.8. Определить модуль ускорения и угол между вектором 

ускорения точки и  осью Ох в момент времени t = 1 c, если её движение 

задано уравнениями 

,3tx  .
2

t
y   

О т в е т :  2/4 см ;  4,90 град. 

Задача 7.9. Точка совершает прямолиней-

ное движение. С помощью графика ускорения 

определить скорость точки в момент времени t 

= 8 с, если скорость v=0 при t=0. 

О т в е т :  смv /32 . 
 

Вопрос 8. Естественный трехгранник и естественные оси коорди-

нат. Кривизна линии. 

Ответ. Трёхгранник с вершиной в точке М линии (траектории), обра-

зованный соприкасающейся, нормальной и спрямляющей плоскостями, на-

зывается естественным (подвижным) трёхгранником. Оси, совпадающие 

по направлению с ортами bn ,, , называются естественными осями ко-

ординат, а их совокупность ― естественной системой координат. Орт 
 , направленный по касательной к траектории в пункте М в с е г д а  в  

п о л о ж и т е л ь н о м  н а п р а в л е н и и , называется ортом касательной. 

Орт n , направленный по главной нормали в сторону вогнутости траекто-
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рии, называется ортом глав-

ной нормали. Орт b , направ-

ленный по бинормали так, 

чтобы векторы bn ,,  обра-

зовали правую тройку векто-

ров, называется ортом би-

нормали. 

Заметим, для плоской 

траектории соприкасающейся 

плоскостью будет плоскость 

самой траектории. В случае 

пространственной траектории 

в соприкасающейся плоскости будет нахо-

диться лишь б е с к о н е ч н о  м а л ы й  

э л е м е н т  траектории, содержащий точку М. 

Кривизна линии (траектории) в любой 

точке М  

s
k

s 








0
lim , 

где  угол смежности, ответствующий дуге ММ1 

Величина, обратная кривизне, называется радиусом кривизны линии в 

данной точке 

k

1
 . 

Точка С, находящаяся на главной нормали на расстоянии MC , на-

зывается центром кривизны линии в точке М. 

Вопрос 9. Определение скорости точки при естественном способе 

задания её движения.  

Ответ. Скорость точки равна первой производной от дуговой коорди-

наты по времени sv   и называется алгебраической скоростью. 

Её знак показывает направление движения точки: если v > 0, то точка 

движется в сторону возрастания дуговой координаты s, если v < 0 ― в сто-

рону убывания. 

Задача 9.1. Определить алгебраическую скорость точки в момент 

времени t = 1/3 c, если её движение по траектории задано уравнением 

)(sin
2

мts 


 . 

Р е ш е н и е .  Дифференцируя заданное уравнение, получаем 

tv cos2 . 

В момент времени t = 1/3 с находим v = 1 м|c. 

O  
M  

1M  

1  

  

1  

  s  

s  

C 

  
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Задача 9.2. Определить момент времени, когда алгебраическая 

скорость точки обращается в нуль, если её движение по траектории 

задано уравнением 

)(462 мtts  . 

Р е ш е н и е .  Скорость точки в любой момент времени равна 

62  tsv  . 

Полагая v = 0, получаем уравнение для определения искомого момен-

та времени 

062 t . 

Откуда находим  t = 3 c. 

Задача 9.3. Алгебраическая скорость точки определяется форму-

лой 

123 2  ttv . 

Определить уравнение движения точки по траектории, отсчиты-

вая дуговую координату s от начального положения точки. 

Р е ш е н и е .  Как известно,  

v
dt

ds
 . 

Откуда следует 

dtttds )123( 2  . 

К этому дифференциальному уравнению присоединяем начальные ус-

ловия 

0при0  ts . 

Интегрируя уравнение, получаем его общее решение 

Cttts  23
. 

Согласно начальным условиям постоянная интегрирования С = 0. 

Таким образом, точка будет двигаться по закону 

ttts  23 . 

Задача 9.4. Точка движется по траектории согласно уравнению 

)(482 мtts  . 

Определить момент времени, когда скорость точки станет равной 

20 м/с. 

Р е ш е н и е .  Найдём скорость точки в любой момент времени t 
 

82  tv . 

 

Полагая в этом равенстве v = 20 м/с, получаем уравнение 

0122 t , 

из которого определяем искомый момент: t = 6 c. 
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Задача 9.5. Точка движется по траектории с постоянной скоро-

стью v = 4 м/с. 

Определить дуговую координату s точки в момент t = 5 c , если 

при t = t0 = 0 координата s = s0 = 10 м. 

Р е ш е н и е .  При равномерном движении точки её уравнение имеет 

вид 

tvss  0 . 

Подставляя в это уравнение заданные числовые величины, получаем 

мs 305410  . 

Вопрос 10. Определение ускорения точки при естественном спосо-

бе задания её движения. Касательное и нормальное ускорения точки и 

что характеризуют эти ускорения. 

О т в е т .  Если заданы траектория и уравнение её движения по траек-

тории, то вектор ускорения точки равен сумме двух ускорений 

nwww   , 

где  
dt

dv
w касательная (тангенциальная) составляющая ускорения, 

                          всегда направленная по касательной к траектории; 

       n
v

wn


2

нормальная составляющая ускорения, всегда направленная  

                  по главной нормали к центру кривизны траектории. 

Вектор ускорения w  лежит в соприкасающейся плоскости и всегда 

направлен в сторону в о г н у т о с т и  траектории. 

Проекции вектора w  на естественные оси координат определяются 

формулами  

0,,
2

 bn w
v

w
dt

dv
w


 . 

Проекции w  и nw  принято называть соответственно касательным 

ускорением и нормальным ускорением. 

Касательное ускорение возникает при неравномерном движении точки 

по траектории и  характеризует изменении вектора скорости по модулю. 

Нормальное ускорение возникает при криволинейном движении точки 

и характеризует изменении вектора скорости по направлению. 

Так как nww  , то модуль и направление вектора ускорения w опре-

деляются формулами 
22
nwww   ; 

,),cos(
w

w
w  

w

w
nw n),cos( . 
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При ускоренном движении точки векторы w  и v  направлены в  о д -

н у  с т о р о н у , при замедленном движении – в  п р о т и в о п о л о ж н ы е   

с т о р о н ы . 

 

 

 

 

 

 

Задача 10.1 Точка движется по окружности радиусом R = 9/2 м. 

Определить полное ускорение точки в момент времени t = 1 c, если её 

дуговая координата изменяется согласно уравнению 
23ts  . 

Р е ш е н и е .  Определяем алгебраическую скорость точки в любой 

момент времени t 

tv 6 . 

Затем находим касательное и нормальное ускорения 

R

t
ww n

236
,6  . 

При ct 1  и R = 9/2 м получаем 

22 /8
9

236
,/6 смwсмw n 


 . 

Следовательно, 

смwww n /1022   . 

Задача 10.2 Точка движется по окружности радиусом R = 16 см 

так, что за любые 2 с её скорость увеличивается на 8 см/с. Определить 

нормальное ускорение точки в момент времени t = 5 c. Принять v = 0 

при t = 0. 

Р е ш е н и е .  По условию задачи движение точки является равнопе-

ременным. Касательное ускорение равно  

2/4
2

8
ссмw  . 

Скорость в любой момент определяется формулой (см. вопрос 12) 

twvv  0 , 

которая в данном случае принимает вид tv 4 . 

Наконец, вычисляем нормальное ускорение в момент t = 5 c 

2
2

/25
16

2516
ссм

R

v
wn 


 . 

w  M v  

w  nw  nw  

M v  

w  

w  

Ускоренное движение Замедленное движение 
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Вопрос 11. Ускоренное и замедленное движения точки. Определе-

ние характера движения точки (ускоренное или замедленное) в дан-

ный момент времени, если задано уравнение движения точки по тра-

ектории s = s(t). 

Ответ. Движение точки называется укоренным, если абсолютное 

значение её алгебраической скорости || v  возрастает с течением времени, 

в противном случае замедленным. 

О характере движения точки в данный момент времени можно судить, 

сравнивая знаки алгебраической скорости v и касательного ускорения w: 

если знаки одинаковые, то движение в этот момент ускоренное, если знаки 

противоположные, то движение в этот момент замедленное. Другими сло-

вами, 










движение. езамедленно0

движение; ускоренное0
wv  

Задача 11.1. Выяснить характер движения точки в момент време-

ни t=1 c, если её движение по траектории задаётся уравнением 

)(6 32 мttts  . 

Р е ш е н и е .  Определяем алгебраическую скорость, и касательное 

ускорение в любой момент времени 

.412,2121 2 tvwttsv     

При ct 1  получаем 

./8,/9 2смwсмv    

Так как в этот момент времени 0 wv , то движение точки будет ус-

коренным. 

Задача 11.2. . Выяснить характер движения точки в момент вре-

мени t = 1 c, если её движение по траектории задаётся уравнением 

)(
4

sin7 м
t

s


 . 

Р е ш е н и е .  Определяем алгебраическую скорость, и касательное 

ускорение в любой момент времени 

4
cos

4

7 t
v


 ,    

4
sin

16

7 2 t
w


  . 

При ct 1  получаем 

32

27
,

8

27 2
  wv . 

Откуда следует, что в момент времени ct 1  точка движется замед-

ленно. 
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Задача 11.3. . Используя график изменение скорости )(tvv   точ-

ки, выяснить характер её движения. 

Р е ш е н и е .  В промежутке 20  t  скорость v <0, 

а её абсолютная величина v уменьшается. Следователь-

но, точка движется замедленно. При t > 2 скорость v >0,а 

её абсолютная величина v  увеличивается. Следователь-

но, точка движется ускоренно. 

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 11.4. Движение точки по траектории задано уравнением 

)(45,1 2 мtts  . 

Определить характер движения точки в моменты времени ct 11   

и ct 22  . 

О т в е т :  при ct 11   движение замедленное; при ct 21   движение 

ускоренное. 

Задача 11.5. . Выяснить характер движения точки в момент вре-

мени t = 1 c, если её движение по траектории задаётся уравнением 

)(
3

sin3 м
t

s


 . 

О т в е т :  движение ускоренное. 

Вопрос 12. Равномерное и равнопеременное движения точки. Ли-

нии, изображающие графики этих движений. 

О т в е т .  Равномерным движением называется такое движение 

точки, при котором алгебраическая скорость остаётся всё время посто-

янной 

.constv  

Движение точки происходит согласно уравнению 

tvss  0 , 

где 0s  - значение дуговой координаты в начальный момент времени t = t0 = 0. 

При равномерном движении точки по оси Ox последнее уравнение за-

писывается в виде 

tvxx x 0 , 

Графиком равномерного движения точки является прямая линия. Рав-

нопеременным движением называется такое движение точки, при кото-

ром касательное ускорение точки остаётся всё время постоянным 

.const
dt

dv
w   

O 

 
-2 

3 1 2 
-1 

v 

t 
O 
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Движение точки происходит согласно уравнениям 

twvv  0 , 

2

2

00

tw
tvss  . 

Из первой формулы следует, что скорость точки при равноперемен-

ном движении за любые равные промежутки времени изменяется на одну и 

ту же величину. 

При равнопеременном движении точки по оси Ox последние уравне-

ния записываются в виде 

twvv xxx  0 , 

2

2

00

tw
tvxx x

x  . 

Различают равноускоренное движение ( 0или0  xx wvwv  ) и рав-

нозамедленное точки( 0или0  xx wvwv  ). 

Графиком равнопеременного движения точки является квадратичная 

парабола. 

При решении некоторых задач на равнопеременное движение точки 

рекомендуется использовать следующие формулы 

w

vv
ss

t
vv

ss

2

,
2

2
0

2

0

0
0







      или      

.
2

,
2

2
0

2

0

0
0

x

xx

xx

w

vv
xx

t
vv

xx







 

Задача 12.1. Определить среднюю скорость точки, если она пре-

одолела: 

первый участок пути П1 за t1 = 1 c со скоростью v1 = 3м/с, 

второй участок пути П2 за t2 = 4 c со скоростью v2 = 2м/с, 

третий участок пути П3 за t3 = 1 c со скоростью v3 = 1м/с. 

Р е ш е н и е .  Средняя скорость точки определяется формулой 

t

П
v ср , 

где мtvtvtvП 12332211  ; 

.6321 ctttt   

Таким образом, 

смv /2
6

12
ср  . 
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Задача 12.2. По заданному графику скорости точки определить сред-

нюю скорость за 10 с. 

Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой 

t

П
v ср . 

Пройденный путь за время t = 10 с согласно 

графику равен 

.705451010550 мППП    

Следовательно, 

смv /7
10

70
ср  . 

Задача 12.3. По заданному графику движения точки определить её 

скорость в первые 4 с и в следующие 6 с. 
 

Р е ш е н и е .  Изображённый график пока-

зывает, что в промежутке 40  t  точка движет-

ся в положительном направлении с постоянной 

скоростью, равной тангенсу наклона левой пря-

мой к оси t, то есть 

смv /5,37
4

150
1  . 

В промежутке 64  t  точка движется в от-

рицательном направлении с постоянной скоростью, равной тангенсу на-

клона правой прямой к оси t, то есть 

смv /25
6

150
2  . 

Задача 12.3. Определить начальную координату, начальную скорость 

и ускорение точки, если её прямолинейное движение задано уравнением 

)(32 2 мttx  . 

Р е ш е н и е .  Данное уравнение описывает равнопеременное движе-

ние точки, которое в общем случае имеет вид 

2

2

00

tw
tvxx x

x  . 

Из сравнения этих уравнений следует, что искомые величины имеют 

следующие значения: 
2

00 /2,/3,2 смwсмvмx xx  . 

Задача 12.4. С помощью графика скорости определить максимальную 

скорость точки, если за время T = 10 c она переместилась по траектории из 

состояния покоя на расстояние s = 15 м. 
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Р е ш е н и е .  Изображённый график 

показывает изменение скорости при равно-

переменном её движении. Пройденное рас-

стояние s равно площади треугольника с ос-

нованием, равным T, и высотой, равной vmax, 

max
2

1
vTs  . 

Откуда находим 

см
T

s
v /3

2
max  . 

Задача 12.4. На рисунке изображён гра-

фик скорости точки, совершающей прямоли-

нейное движение. Определить её среднюю 

скорость за 15 с после начала движения, если 

ускорение точки на первом и на третьем  

участках пути одинаково по модулю и равно 2/3 смwx  . 

Р е ш е н и е .  На первом участке пути ( )50  t точка движется рав-

ноускоренно с заданным ускорением 2/3 смwx  , величина которого опре-

деляет тангенс угла наклона прямой на этом участке пути. В момент вре-

мени ct 55   скорость 5xv  изображается вертикальным катетом прямо-

угольного треугольника. Из этого треугольника находим 

смwv xx /1555  .  

На втором участке пути )100(  t  точка движется равномерно со 

скоростью смvv xx /155  . 

На третьем участке пути )1510(  t  точка движется равнозамедленно 

с заданным ускорением 2/3 смwx  . 

Средняя скорость точки определяется формулой 

t

П
v ср . 

В этом соотношении время ct 15 , а путь П необходимо вычислить. 

Пройденный путь П равен площади изображённый трапеции с известными 

нижним и верхним основаниями и высотой, равной по величине 5xv . Таким 

образом, 

мП 15015
2

515



 . 

Наконец, определяем 

смv /10
15

150
ср  . 
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Задача 12.5. Точка  совершает прямолинейное движение. C помо-

щью её графика скорости построить соответст-

вующий график ускоре-

ния. 

Р е ш е н и е .  Из гра-

фика видно, что точка при 

30  t  движется равноус-

коренно с ускорением, рав-

ным по величине тангенсу 

угла наклона левой прямой 

к оси t, то есть 

2/2
3

6
смwx  . 

 

При 63  t  точка движется равномерно, то есть wx = 0. 

При 126  t  точка движется равнозамедленно до момента t* = 10,5 c 

и равноускоренно после этого момента с ускорением, равным по величине 

тангенсу угла наклона правой прямой к оси t, то есть 

2/5,2
6

15
смwx  . 

 

ЗАДАЧА  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 12.6. Определить среднюю скорость поезда, если он про-

ехал участки: 

первый длиной L1 = 4 км со скоростью v1 = 40 км/ч, 

второй длиной  L2 = 10 км со скоростью v2 = 50 км/ч, 

третий длиной  L3 = 8 км со скоростью v3 = 80 км/ч. 

О т в е т : 55 км/ч. 

Задача 12.7. По заданному графику движе-

ния точки определить её скорость в первые 4 с и в 

следующие 6 с. 

О т в е т : смvсмv /3,13,/20 10440   . 

Задача 12.8. Определить начальную коорди-

нату, начальную скорость и касательное ускоре-

ние точки, если её криволинейное движение зада-

но уравнением 

)(41 2 мtts  . 

О т в е т : 2
00 /2,/4,1 смwсмvмs    
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Задача 12.9. С помощью графика скоро-

сти определить максимальную скорость точ-

ки, если за время T = 15 c  она переместилась 

по траектории из состояния покоя на расстоя-

ние s = 40 м. 

О т в е т : vmax = 4 м/с. 

 

Задача 12.10. На рисунке изображён 

график скорости точки при её прямолинейном дви-

жении. Определить ускорение wx точки на каждом 

участке пути, а также пройденный путь  П0-8 и сред-

нюю скорость v0-8 за 8 с после начала движения. 

О т в е т : на первом участке :  wx = 1,25 м/с
2
, на  

втором  участке  wx = - 1,25 м/с
2
,  П0-8 = 20 м,  v0-8 = 

2,5 м/с. 

Вопрос 13. Определение радиуса кривизны 

траектории точки по её заданным уравнениям движения в декартовых 

координатах. 

О т в е т . Из формулы 



2v
wn   

следует 

nw

v2

 . 

Чтобы по последней формуле определить радиус кривизны траекто-

рии точки по её заданным уравнениям в декартовых координатах 

)(,)(,)( tzztyytxx   

необходимо произвести следующие операции: 

1) найти проекции скорости точки на координатные оси и модуль ско-

рости 

zvyvxv zyx   ,, , 222
zyx vvvv  . 

2) найти проекции ускорения точки на координатные оси и квадрат 

модуля ускорения 

zzyyxx vwvwvw   ,, ,    2222
zyx wwww   

3) найти касательное ускорение точки 

dt

d

dt

dv
w 

222
zyx vvv 

v

wvwvwv zzyyxx 
 . 
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4) найти нормальное ускорение точки 
22
wwwn  . 

5) значения v и wn, полученные в пунктах 1) и 4), подставить в форму-

лу для . 

Задача 13.1. Точка движется согласно заданным уравнениям 

)в,в,(343 2 сtсмyxttytx  . 

Определить уравнение траектории в декартовых координатах и 

радиус кривизны траектории точки в те моменты времени, когда она 

пересекает ось Ох. 

Р е ш е н и е .  Исключив из уравнений движения время t, получим 

23
3

4
xxy  . 

В правой части этого равенства выделим полный квадрат 

4)2(
3

1
]2)24[(

3

1 2222  xxxy . 

Или 

2)2(
3

1

3

4
 xy . 

Как видно, траекторией является парабола с вершиной в точке А (2, )
3

4
 

и осью симметрии, параллельной оси Оу. В начальный момент t0 = 0, точка 

находилась в пункте О. 

В моменты, когда траектория пересекает ось Ох, координата у равна 

нулю  

034 2  tty . 

Откуда находим t0 = 0,  t1 = 4/3 с. В момент t1 = 4/3 с точка проходит 

пункт В с координатами x1 = 4 cм, y1 = 0. 

Так как пункты О и В располагаются симметрично относительно оси 

параболы, то радиусы кривизны траектории точки в моменты t0 и t1 равны.. 

В ы ч и с л и м    в  м о м е н т  t 0  =  0 . Выполним операции, реко-

мендованные выше: 

1) находим проекции и модуль скорости точки. 

В любой момент t 

2)64(9,64,3 tvtvv yx  . 

В момент t 0  =  0  

5,4,3  vvv yx   (см/с); 

2) находим проекции и модуль ускорения точки. 

В любой момент t 

1 

1 

2 

2 

3 4 

y 

О 
В 

А 

x 

М 
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6,6,0  www yx   (см/с
2
); 

3) находим касательное ускорение точки. 

В момент t 0  =  0  

w 
v

wvwv yyxx 
  = 2/8,4

5

24
сcм ; 

4) находим нормальное ускорение точки. 

В момент t 0  =  0  

ссмwwwn /6,322   ; 

5) находим радиус кривизны 

В момент t 0  =  0  

.9,6
2

см
w

v

n

  

 
ЗАДАЧА  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 13.2. Движение точки задано уравнениями 

)в,в,(2 сtмyxtytx  . 

Определить уравнение траектории в декартовых координатах и радиус 

кривизны траектории точки в момент времени t = t0 = 0. 

О т в е т : 2xy  ,   = 0,5 м. 

 
3. ПРОСТЕЙШИЕ  ДВИЖЕНИЯ  ТВЁРДОГО  ТЕЛА  

 

Вопрос 14. Основные задачи кинематики твёрдого тела. 

О т в е т .  Первая основная задача состоит в том, чтобы определить 

положение твёрдого тела и описать с помощью уравнений, графиков как 

изменяется его положение с течением времени относительно выбранной 

системы координат. 

Вторая основная задача состоит в том, чтобы по уравнениям движения 

твёрдого тела определить кинематические характеристики этого тела в 

целом, а затем по ним – и каждой его точки в отдельности в любой мо-

мент времени. 

Заметим, что уравнения движения твёрдого тела в Кинематике 

д о л ж н ы  з а д а в а т ь с я ,  так как в этом разделе движение тела изуча-

ется без учёта сил. 

Вопрос 15. Поступательное движение твёрдого тела и определение 

его положения относительно выбранной системы отсчёта Oxyz. Выбор 

связанной системы координат O1x1y1z1. 

О т в е т .  Движение твёрдого тела называется поступательным, ес-

ли любая прямая, скреплённая с телом, остаётся при движении парал-
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лельной своему первоначальному направлению в рассматриваемой системе 

координат. 

Чтобы определить положение тела 

относительно выбранной неподвижной 

системы координат Oxyz скрепляют жё-

стко с этим телом систему координат 

O1x1y1z1 .Её начало помещают в любую 

точку О1 тела и называют полюсом. В 

данном случае целесообразно оси этой 

системы в начальный момент движения тела направить параллельно осям 

системы координат Oxyz: параллельность осей сохранится во всё время по-

ка тело будет совершать поступательное движение. 

П о л о ж е н и е  т в ё р д о г о  т е л а  в  ц е л о м  относительно ос-

новной системы координат о п р е д е л я е т с я  п о л о ж е н и е м  с и с -

т е м ы  O1x1y1z1, которую принято называть связанной системой коорди-

нат. 

При указанном выборе связанной системы координат положение тела 

в пространстве будет определяться а б с о л ю т н ы м и  к о о р д и н а т а -

м и  
111

,, OOO zyx  п о л ю с а  О1. Назовём эти координаты определяющими 

параметрами. 

Вопрос 16. Кинематические уравнения поступательного движения 

твёрдого тела. 

О т в е т .  При движении тела определяющие параметры 
111

,, OOO zyx  

будут изменяться с течением времени, то есть будут некоторыми функ-

циями времени 

)(,)(,)( 321 111

tfztfytfx OOO  . 

Эти уравнения называются кинематическими уравнениями поступа-

тельного движения твёрдого тела. Если они заданы, то можно определить 

положение тела относительно основной системы координат Oxyz в любой 

момент времени. 

Вопрос 17. Траектории, скорости и ускорения точек твёрдого тела 

при его поступательном движении. 

О т в е т .  При поступательном движении тела траектории его точек 

могут быть как прямыми, так и кривыми линиями, но обязательно одина-

ковыми (совпадающими при наложении их друг на друга). 

В зависимости от вида траекторий точек тела различают: 

а) прямолинейное поступательное движение тела; 

б) криволинейное поступательное движение тела. 

Скорости и ускорения точек твёрдого тела при его поступательном 

движении в любой момент времени будут одинаковым и равными соответ-

ственно скорости и ускорению полюса О1. 

x 1Ox  

O 
1Oz  

y1 1Or  

O

1 

M 

y x1 

z 

1Oy  

z1 
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2

2

1

1

1

1

,
dt

rd
ww

dt

rd
vv

O

O

O

O  . 

Или 

,
11 OxO xv  ,

11 OyO yv 
11 OzO zv  ; 

,
11 OxO xw  ,

11 OyO yw 
11 OzO zw  . 

Вопрос 18. Вращательное движение твёрдого тела вокруг непод-

вижной оси и определение его положения относительно выбранной 

системы отсчёта Oxyz. Выбор связанной системы координат O1x1y1z1. 

О т в е т .  Движение твёрдого тела называется вращательным во-

круг неподвижной оси, если две какие-нибудь его 

точки А и В остаются неподвижными в рассмат-

риваемой системе координат. 

Прямая, проходящая через точки А и В, назы-

вается неподвижной осью вращения. Неподвижным 

точкам соответствуют места закрепления матери-

альной оси вращения в подшипниках. 

П о л о ж е н и е  в р а щ а ю щ е г о с я  т в ё р -

д о г о  т е л а  в  ц е л о м  относительно основной 

(неподвижной) системы координат Oxyz о п р е -

д е л я е т с я  п о л о ж е н и е м  связанной системой 

координат O1x1y1z1.  

Ось z направим по оси вращения АВ, а начало 

координат О основной системы координат Oxyz поместим в одну из непод-

вижных точек тела, например, в точку О. 

Оси связанной системы координат O1x1y1z1 проведём так, чтобы полюс 

О1 совпал с началом О, а ось O1z1 – c осью Oz. 

При указанном выборе связанной системы координат положение тела 

в пространстве будет определяться одним углом   между неподвижной 

осью Oz и  подвижной осью O1z1, вращающейся вместе с телом. Этот угол 

считается положительным, если он отсчитывается от оси Oz к оси O1z1 

против хода часовой стрелки, смотря с конца оси Oz. Угол   называется 

угловой координатой. 

Вопрос 19. Кинематическое уравнение вращательного движения 

тела вокруг неподвижной оси.  

При вращении тела определяющий параметр   будут изменяться с 

течением времени, то есть будут некоторыми функциями времени 

)(t  . 

Это уравнение называются кинематическим уравнением вращатель-
ного движения твёрдого тела. Если он задан, то можно определить поло-

v    

С 

B 

  

М 

x 

z(z1) 

O(O1) 

v  

x1 
y 

y1 

A 

h  

  

O
/ 

С 
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жение тела относительно основной системы координат Oxyz в любой мо-
мент времени. 

Вопрос 20. Угол поворота пов твёрдого тела за некоторый проме-

жуток времени и формула для его определения. Различия между угло-

вой координатой   тела и его углом поворота пов. 

О т в е т .  Угол поворота пов твёрдого тела за некоторый промежуток 
времени t – t0 ― угловое перемещение тела, измеряемое в направлении его 
вращения. 

 Ф о р м у л а  д л я  о п р е д е л е н и я  п у т и  имеет вид: 
1) в случае вращения тела всё время в одном направлении угол пово-

рота равен абсолютному значению разности угловой координаты в момен-
ты t и t0  

0пов   . 

2) в случае, когда в промежутке 0tt   направление вращения тела из-

меняется в моменты nttt ,...,, 21 ,  

угол поворота тела равен сумме его углов поворота за промежутки време-
ни при его вращении в одном направлении 

01пов   + 12   +…+ n  . 

Чтобы из двух предложенных формул для нахождения угла поворота 

пов выбрать одну из них, н е о б х о д и м о  п р е д в а р и т е л ь н о  опреде-
лить моменты изменения направления движения точки. Для этого по за-
данному уравнению движения тела следует определить угловую скорость 
тела, которая равна первой производной по времени от угловой координа-

ты  , и приравнять её нулю, то есть  (t) = 0. 
К о р н и  э т о г о  у р а в н е н и я ,  л е ж а щ и е  в н у т р и  п р о -

м е ж у т к а   в р е м е н и  t – t0,  я в л я ю т с я   и с к о м ы м и   м о м е н -
т а м и .  

Различия между величинами   и пов: 

 пов 

1) Определяет положение тела в 

любой момент времени t. 

2) Величина алгебраическая. 

3) При вращении тела может и воз-

растать и, убывать. 

1) Определяет величину углового 

перемещения, совершаемого телом 

за промежуток времени t - t0. 

2) Величина арифметическая. 

3) При вращении тела может только 

монотонно возрастать. 

      
O 0t  

1t  2t  nt  

t  
t  

Ось времени 
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Задача 20.1. Определить момент времени изменения направления 

вращения тела, если его угловая координата изменяется согласно 

уравнению 

148 3  tt . 

Р е ш е н и е .  Определяем угловую скорость тела  
2348 t   

приравнять её нулю 

0348 2  t . 

Откуда находим искомый момент времени ct 44  . 

Задача 20.2. Определить угловую координату тела в момент вре-

мени t = 2 с и угол поворота к этому моменту после начала вращения, 

если оно вращается согласно уравнению 

6273  tt . 

Р е ш е н и е .  При ctt 22   угловая  координата равна 

рад40622723
2  . 

Найдём момент изменения направления вращения тела: 

ctt 30273 3
2   . 

Так как в промежутке ct 20   тело вращается в одном направлении, 

то его угол поворота за указанный промежуток времени определяется 

формулой 

0220   . 

Подставляя в это выражение рад60   и рад402  , получаем  

рад4620  . 

Задача 20.3. Определить момент времени изменения направления 

вращения  и  угол поворота тела за  2 с между 1 и 3 секундами, если его 

вращение задано уравнением 
432 tt  . 

Р е ш е н и е  Находим момент изменения направления вращения тела: 

ctt 20432 2
3   . 

Так как в промежутке ct 31   тело изменяет направление вращения 

в момент ct 22  , то его угол поворота за этот промежуток времени опре-

деляется формулой 

231231   . 

Вычисляем. радрадрад 15,48,31 321    

В результате получаем рад5031  . 
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ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 20.4. Определить момент времени изменения направления 

вращения  и  угол поворота тела за первые 3 с, если его вращение за-

дано уравнением 

103 23  tt . 

О т в е т : ct 22  ; рад803  . 

Задача 20.5. Определить моменты времени изменения направле-

ния вращения тела, если его угловая скорость изменяется согласно 

закону 

342  tt . 

О т в е т : ctct 3,1 31  . 

Вопрос 21. Выражение угла поворота пов через число оборотов N 

за данный промежуток времени. 

О т в е т . На практике часто угол поворота пов в радианах выражают 

числом оборотов N за данный промежуток времени t - t0. Эти величины 

связаны между собой следующим выражением 

N 2пов  . 

Задача 21.1. Твёрдое тело за некоторый промежуток времени по-

ворачивается на 100 рад. Определить число оборотов N. 

Р е ш е н и е .  Число N определяется формулой 





2

повN ,   обN 50
2

100





. 

Задача 21.2. Определить момент времени изменения направления 

вращения и число оборотов тела за первые 3 с, если его вращение за-

дано уравнением 

)2096( 23  ttt . 

Р е ш е н и е .  Легко обнаружить, что тело изменяет направление вра-

щения в моменты ctct 3,1 31  . Поэтому угол поворота найдём по фор-

муле 

130130    

Определяем радрадрад  20,24,20 310   

Следовательно, обNрад 4,830   . 

Вопрос 22. Расчётные формулы для определения угловой скорости 

и углового ускорения тела. 

Угловой скоростью твёрдого тела называется скалярная мера его вра-

щательного движения, характеризующая быстроту изменения угловой ко-

ординаты с течением времени. 
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Угловая скорость тела равна первой производной по времени от угло-

вой координаты, то есть 




 
dt

d
. 

Её знак показывает направление вращения тела: если 0 , то тело 

вращается против часовой стрелки, если 0  – то по часовой стрелке, 

глядя с положительного конца оси z. 

Угловым ускорением твёрдого тела называется скалярная мера его 

вращательного движения, характеризующая быстроту изменения угловой 

скорости с течением времени. 

Угловое ускорение тела равно первой производной по времени от уг-

ловой скорости или второй производной по времени от угловой координа-

ты, то есть 

2

2

dt

d

dt

d 
     или      . 

Задача 22.1. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

тела в момент времени t = 1 с , если его вращательное движение задано 

уравнением 
23 tt  . 

Р е ш е н и е .  Сначала определяем угловую скорость, и угловое уско-

рение в любой момент времени 

26,23 2  ttt   . 

При ctt 11   находим 2
11 /4,/1 срадсрад   . 

Задача 22.2. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

тела в момент времени t = 1 с, если его вращательное движение задано 

уравнением 

2
sin32

t
  . 

Р е ш е н и е .  Находим в любой момент времени 

2
sin8,

2
cos16 2 tt 




  . 

При ctt 11  получаем 22
11 /9,788,0 срад  . 

Задача 22.3. Определить наименьший момент времени, в который 

происходит изменение направления вращения тела, если его угловая  

координата изменяется согласно закону 
 

2
sin

2 t


  . 
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Р е ш е н и е .  В моменты изменения направления вращения тела его 

угловая скорость обращается в нуль 

0
2

cos 
t

 . 

Данное элементарное тригонометрическое уравнение определяет все 

эти моменты. Его корнями являются 

,...
2

3
,

22




t
 

Первый корень соответствует искомому наименьшему моменту 

ct
t

1
22

н 


. 

Задача 22.4. Определить угловую скорость, если его угловое уско-

рение изменяется согласно уравнению 

22  t , 

причём срад /2  при 0t . 

Р е ш е н и е .  По определению 





dt

d
. 

В данном случае 

22  t
dt

d
. 

Откуда следует 

dttd )22(  . 

Проинтегрируем это выражение в соответствующих пределах 

 
t

dttd
02

)22(


 . 

В результате получаем 

tt 22 2  , или 222  tt . 

Задача 22.5. Определить среднюю угловую скорость и среднее уг-

ловое ускорение тела за вторые 2 секунды, если его вращение задано 

уравнением 
23 tt  . 

Р е ш е н и е .  Искомые величины определяются соответственно фор-

мулами 

24

24
ср

ttе 










 ,    

24

24
ср

ttе 










 . 

Так как радрадctct 48,4,4,2 4242   , то 
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./22ср срад  

Затем находим  

tt 23 2  ; 

срадсрад /40,/8 42    

Наконец, вычисляем 

./16 2
ср срад  

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 22.5. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

тела в момент времени t = 1 с, если его вращательное движение задано 

уравнением 
4328 tt  . 

О т в е т : 2
11 /12,/28 срадсрад   . 

Задача 22.6. Определить наименьший момент времени, в который 

происходит изменение направления вращения тела, если его угловая  

скорость изменяется согласно закону 

4
cos2

t
 . 

О т в е т : ct 2н  . 

Задача 22.7. Определить угловую скорость тела в момент времени 

ct 2 , если его угловое ускорение изменяется согласно уравнению 
23t , 

причём срад /1  при 0t . 

О т в е т : срад /72  . 

Задача 22.8. Определить среднюю угловую скорость и среднее уг-

ловое ускорение тела за первые 2 секунды, если его вращение задано 

уравнением 

329 32  tt . 

О т в е т : 2
22 /6,/7 срадсрад   . 

Вопрос 23. Ускоренное и замедленное вращения тела. Определе-

ние характера вращения тела (ускоренное или замедленное) в данный 

момент времени, если задано уравнение движения тела   =  (t). 

О т в е т .  Движение тела называется укоренным, если абсолютное 

значение его угловой скорости   возрастает с течением времени, в про-

тивном случае замедленным. 

О характере вращения тела в данный момент времени можно судить, 

сравнивая знаки угловой скорости  и углового ускорения : если знаки 
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о д и н а к о в ы е , то вращение в этот момент у с к о р е н н о е , если знаки 

п р о т и в о п о л о ж н ы е , то вращение в этот момент з а м е д л е н н о е . 

Другими словами, 










движение. езамедленно0

движение; ускоренное0
  

Задача 23.1. Какие из приведённых условий соответствуют уско-

ренному вращению тела? 
 

A) 0,0   .   B) 0,0   .   C) 0,0    
 

D) 0,0   .   E) 0 . 
 

Р е ш е н и е .  Критерий ускоренного вращения тела выполняется в 

случаях  B),  D),  E). 

Задача 23.2. Определить характер вращения тела в момент вре-

мени t = 2 с, если его движение задано уравнением 
23 tt  . 

Р е ш е н и е .  Находим угловую скорость, и угловое ускорение в лю-

бой момент времени 

26,23 2  ttt   . 

При ctt 22   имеем 2
22 /10,/8 срадсрад   . 

Так как знаки 2  и 2  о д и н а к о в ы е , то вращение тела в данный 

момент времени у с к о р е н н о е . 

Задача 23.3. Определить характер вращения тела в момент вре-

мени t = 1 с, если его движение задано уравнением 

4
sin

4 t


  . 

Р е ш е н и е .  Угловая скорость и угловое ускорение в любой момент 

времени соответственно равны 

4
sin

4
,

4
cos

tt 



  . 

При ctt 11   получаем 2
21 /

8

2
,/

2

2
срадсрад


  . 

Поскольку знаки 1  и  1 р а з н ы е ,  то вращение тела в данный мо-

мент времени з а м е д л е н н о е .  

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 23.4. Какие из приведённых условий соответствуют замед-

ленному вращению тела? 



 46 

A) 0 .   B) 0,0   .   C) 0,0    
 

D) 0,0   .   E) 0,0   . 

О т в е т : A),  C),   E). 

Задача 23.5. Определить характер вращения тела в момент вре-

мени t = 2 с, если его движение задано уравнением 

ttt 279 23  . 

О т в е т :  з а м е д л е н н о е . 

Задача 23.6. Определить характер вращения тела в момент вре-

мени t = 1 с, если его движение задано уравнением 

3
cos

9 t


  . 

О т в е т :  з а м е д л е н н о е . 

Вопрос 24. Равномерное и равнопеременное вращения тела. Ли-

нии, изображающие графики этих движений. 

О т в е т .  Равномерным вращением называется такое вращение тела, 

при котором угловая скорость остаётся всё время постоянной 
.const  

Вращение тела происходит согласно уравнению 

t  0 , 

где 0  - значение угловой координаты в начальный момент времени t = t0 = 0. 

Графиком равномерного вращения тела является прямая линия. 

Равнопеременным вращением тела называется такое движение те-
ла, при котором угловое ускорение тела остаётся всё время постоянным 

.const
dt

d



  

Движение точки происходит согласно уравнениям 

t  0 , 

2

2

00

t
t


  . 

Из первой формулы следует, что угловая скорость тела при равнопе-

ременном вращении за любые равные промежутки времени изменяется на 

одну и ту же величину. 

Различают равноускоренное вращение ( 0  ) и равнозамедленное 

вращение тела ( 0 ). 

Графиком равнопеременного вращения тела является квадратичная 

парабола. 

При решении некоторых задач на равнопеременное вращение тела ре-

комендуется использовать следующие формулы 



 47 









2

,
2

2
0

2

0

0
0





 t

 

Задача 24.1. Определить угловую координату тела в момент вре-

мени t = 10 с и угол поворота к этому моменту после начала вращения, 

если оно вращается согласно уравнению 

t25  . 

Р е ш е н и е .  Тело вращается равномерно с угловой скоростью 

срад /2  по ходу часовой стрелки. В момент ct 10  угловая коорди-

ната рад1510  . 

Так как при равномерном вращении тело не изменяет направление 

вращения, то его угол поворота определяется формулой 

010100   . 

Значения 

радрад 15,5 100    подставля-

ем в последнее уравнение и получа-

ем рад20100  . 

Задача 24.2. Тела вращаются 

согласно графикам, изображён-

ным на рисунке. Определить пра-

вильное  соотношение между их 

угловыми скоростями. 

Р е ш е н и е .  Изображённые графики показывают, что тела вращают-

ся против хода часовой стрелки с постоянными угловыми скоростями, 

равными тангенсам углов наклона прямых к оси t. 

Так как прямые 1 и 2 параллельны друг другу, то тангенсы углов их 

наклона одинаковы и, следовательно, 21   . Прямая 3 более крутая, чем 

прямые 1 и 2. Это означает, что 213   . Таким образом, правильное 

соотношение между угловыми скоростями указано в случае А). 

Задача 24.3. По заданному графику вращательного движения тела 

определить его угловую скорость в первые 6 с и в следующие 9 с. 

Р е ш е н и е .  Изображённый график показывает, что в промежутке 

ct 60   тело вращается против хода часовой стрелки с постоянной угло-

вой скоростью, равной тангенсу угла наклона левой прямой к оси t, то есть 
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срад /30
6

180
1  . 

В промежутке 156  t  тело вращается 

по ходу часовой стрелки с постоянной угло-

вой скоростью, равной тангенсу угла накло-

на правой прямой к оси t, то есть 
 

срад /20
9

180
2  . 

Задача 24.4. Определить начальную угловую координату, началь-

ную угловую  скорость и угловое ускорение тела, если его вращатель-

ное  движение  задано уравнением 

892  tt . 

Р е ш е н и е .  Данное уравнение описывает р а в н о п е р е м е н н о е  

в р а щ е н и е  тела, которое представим в виде 
298 tt  . 

Сравним его с уравнением, которое характеризует равнопеременное 

вращение тела в  о б щ е м  с л у ч а е  

2

2

00

t
t


  . 

 

В результате получаем 
2

00 /2,/9,8 срадсрадрад   . 

Задача 24.5. С помощью изобра-

жённого на рисунке графика  опреде-

лить максимальную угловую скорость 

ротора, если за время T = 10 c  он повер-

нулся из состояния покоя на угол  =300 рад. 

Р е ш е н и е .  Данный график показывает изменение угловой скоро-

сти тела в зависимости от времени при его р а в н о п е р е м е н н о м  вра-

щении. 

Площадь треугольника, опирающегося основанием на ось времени, 

определяет величину угла поворота за время Т: 

  max
2

1
T .  

Откуда получаем 

срад
T

/60
2

max 


 .  
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Задача 24.6. Диск, начав вращаться равноускоренно, сделал 8 

оборотов за первые 4 с. Определить угловое ускорение диска. 

Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой 

2

2

00

t
t


  . 

Учтём, что N 20пов  , 00  . Тогда уравнение равнопере-

менного вращения ротора примет вид 

2
2

2t
N


  . 

Откуда находим 

2

2
/28,6

4
срад

t

N



 . 

Задача 24.7. Угловая скорость ротора при его повороте вокруг оси 

на 2400 рад увеличилась в 2 раза и стала  равной 40 рад/с. Определить 

угловое ускорение ротора, предполагая его вращение равноперемен-

ным. 

Р е ш е н и е .  Применим вспомогательную формулу для равнопере-

менного вращения тела 






2

2
0

2

0


  

или 






2

3 2
0

пов  , так как 0пов   ,  02  . 

Искомая величина  

пов

2
0

2

3




  . 

По условию задачи рад2400пов  , срад /402 0    и тем самым 

срад /200  , 2/25,0 срад . 

Задача 24.8. Определить угловую скорость 3, если 1 = 20 рад/с, r1 

= 30 cм, r2 = 15 cм. 

Р е ш е н и е .  Скорости точек шкивов 1 и 2, в которых ремень касает-

ся этих тел, одинаковы: 

2211 |||| rrv   . 

Откуда находим 

|||| 1

2

1
2 

r

r
 . 

Так как |||| 23   , то 
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срад
r

r
/40|||| 1

2

1
3   . 

Задача 24.9. Груз опускается со-

гласно уравнению  x = 120 t  (см). Оп-

ределить угловую скорость 3, если r1 

= 20 cм, r2 = 10 cм, r3 = 30 cм.  

Р е ш е н и е .  Находим скорость 

груза 

ссмxv /120  . 

Такую же скорость получит точка барабана 1, в которой трос касается 

этого тела. Поэтому угловую скорость барабана 1 можно определить по 

формуле 

1

1||
r

v
 . 

Затем воспользуемся тем, что скорости 

точек касания зубчатых колёс 2 и 3 одинаковы. 

Поэтому 

3322 |||| rr   . 

Если учтём, что |||| 12   , то получим 

срадv
rr

r
/2||

13

2
3  . 

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 24.8. Тело вращается согласно гра-

фику, изображённому на рисунке. Определить 

его угловую координату в момент времени t = 6 

с и угол поворота к этому моменту после начала 

вращения, если 0при2  tрад . 

О т в е т :  ,266 рад рад2460  .  

 

Задача 24.9. С помощью изображённого 

на рисунке графика угловой скорости рото-

ра  определить  угол  поворота  за  время    

T = 15 c, если  его угловое ускорение на пер-

вом и втором участках вращения одинако-

во  модулю и равно 
2/4 срад . 

О т в е т :  рад200150  .  
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Задача 24.10 Ротор сначала вращается равноускоренно, а затем 

равномерно, причём угол поворота в обоих случаях одинаков. Опреде-

лить угол поворота за время T = 20 с, если 

угловая скорость равномерного вращения 

равна 30 рад/с. 

О т в е т :  рад400200  .  

Задача 24.11. Определить число оборо-

тов N ротора при разгоне за 5 с, если его уг-

ловая скорость изменяется согласно уравне-

нию 

t 4 .  

О т в е т :  обN 25 .  

Вопрос 25. Выражение угловой скорости   тела через частоту 

вращения n. 

О т в е т .  При решении задач скорость вращения твёрдого тела изме-

ряют не только угловой скоростью  срад / , но и частотой вращения 

)/( минобn . 

Эти величины связаны между собой следующим уравнением 

30

n
  . 

Задача 25.1. Ротор турбины делает 6000 об/мин. Чему равна его 

угловая скорость? 

Р е ш е н и е .  По формуле, приведённой выше, находим 

срад
n

/200
30

6000

30



 


 , или срад/628 . 

Задача 25.2. Определить угловую скорость Земли. 

Р е ш е н и е .  Земля совершает 1 оборот за 24 часа. Следовательно, её 

частота вращения равна 

минобn /000069,0
6024

1



 . 

Соответственно получаем 

срад /00007,0
30

00069,0






 . 

Задача 25.3. Начальная частота вращения маховика, равная 30 

об/мин, при его равнопеременном вращении  уменьшилась в 2 раза за 

5 с. Определить угловое ускорение маховика. 

Р е ш е н и е .  При равнопеременном вращении тела его угловая ско-

рость изменяется согласно закону 

t  0 . 
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В рассматриваемом случае 0
2

1
  . Поэтому имеем 

t  0
2

1
, или t

n





302

1 0 . 

Из последнего уравнения находим 

t

n

60

0
  . 

При минобn /300  ,  ct 5  ускорение 2|314,01,0 cрад  . 

Задача 25.4. Вал, имевший частоту вращения n0 = 600 об/мин, ос-

тановился через t = 20 с вследствие трения в подшипниках. Опреде-

лить угловое ускорение  и число оборотов вала до остановки, считая 

его вращение равнопеременным. 

Решение. Для определения углового ускорения применим формулу 

t  0 . 

В момент остановки вала 0 . Поэтому 

t  00 , 

откуда находим 

t

0   или 
20 /14,3

30
срад

t

n



 . 

Затем воспользуемся выражением 

t
2

0
пов





 . 

Это уравнение с помощью соотношений 

N 2 ,  
30

0
0

n
  ,  0  

преобразуем к виду 

230
2 0




tn
N


 . 

Решая это уравнение, определяем 

об
tn

N 100
120

0  . 

Задача 25.5. Определить угловую скорость секундной стрелки. 

Р е ш е н и е .  Секундная стрелка совершает 1 оборот за 1 минуту, то 

есть её частота вращения минобn /1 . Поэтому 
 

срад
n

/105,0
3030




 . 
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Задача 25.6. Какая скорость вращения больше из указанных ни-

же? 

 
Р е ш е н и е .  Скорость вращения в случаях А) и С) выразим в об/мин: 

А) минобn /6,286
30





;    С) минобсобn /120602/2  . 

Как видно, наибольшую скорость тело имеет в случае А). 

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 25.7. Вал вращается с постоянной частотой, равной 240 

об/мин. За сколько секунд вал повернётся на угол, равный 72 ? 

О т в е т :  9 с. 

Задача 25.8. Определить угловую скорость минутной стрелки. 

О т в е т :  0,00175 рад/с. 

Задача 25.9. Какая скорость вращения больше из указанных ни-

же?  

 
О т в е т : в случае В). 

Вопрос 26. Расчётная формула для определения вращательной 

(линейной) скорости любой точки вращающегося тела. 

О т в е т .  Модуль вращательной (линейной) скорости любой точки М 

вращающегося тела равен произведению расстоянию h  этой точки от 

оси вращения на абсолютную величину   угловой скорости тела 

 hv . 

Вектор v  направлен перпендикулярно к радиусу СМ окружности, опи-

сываемой точкой, в сторону вращения тела (см. вопрос 19). 

Задача 26.1. Определить скорость точки тела на расстоянии 

мh 2,0  от оси вращения в момент времени ct 5 , если тело вращает-

ся согласно закону 

2

2

1
t . 

Р е ш е н и е .  Определяем угловую скорость тела t . 

При ct 5  имеем срад /5  и смhv /1 . 
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Задача 26.2. Определить скорость точки тела на расстоянии 

мh 5,0  от оси вращения в момент времени ct 5 , когда угловая ко-

ордината рад18 , причём тело вращается согласно закону 

22t . 

Р е ш е н и е .  Найдём момент времени, когда угловая координата дос-

тигает значения рад18 : 

ctt 3218 2  . 

Угловая скорость тела в любой момент равна t4 . При ct 3  по-

лучаем срад /12 . 

Следовательно, искомая скорость точки смhv /6 . 

Задача 26.2. Определить скорость точки М барабана 

радиусом R = 0,4 м лебёдки, если вращение барабана 

происходит согласно уравнению 
32t . 

Р е ш е н и е  Барабан вращается с угловой скоростью 26t и тем 

самым скорость точки смtRv /4,2 2 . 

Задача 26.3. Ротор вращается равномерно с частотой n = 300 

об/мин. Определить скорость точки ротора на расстоянии h = 0,2 м от 

оси вращения. 

Р е ш е н и е  Определяем угловую скорость ротора 

срад
n

/10
30




  . 

Скорость точки смhv /28,62    

Вопрос 27. Расчётные формулы для определения центростреми-

тельного ускорения w

, вращательного ускорения w


 и полного уско-

рения w любой точки вращающегося тела. 

О т в е т .  Вектор ускорения любой точки вращающегося тела скла-

дывается из центростремительной составляющей и вращательной состав-

ляющей 
 www  . 

Центростремительное ускорение определяется формулой 
2 hw  . 

Вектор 
w  всегда направлен по радиусу окружности, описываемой 

точкой, к оси вращения. 

Вращательное ускорение определяется формулой 

 hw  . 

 

М 
R 



 55 

 
 

Вектор w  направлен перпендикулярно к радиусу СМ окружности, 

описываемой точкой, в  т у  ж е  с т о р о н у , что и вектор вращательной 

скорости v , если в р а щ е н и е  т е л а  у с к о р е н н о е , и  в  п р о т и -

в о п о л о ж н у ю  с т о р о н у , если в р а щ е н и е  з а м е д л е н н о е . 

Так как w   w , то модуль полного ускорения точки можно найти 

по формуле 
22 )()(  www  ,   или   

24   hw . 

Угол   отклонения вектора w  от радиуса окружности, описываемой 

точкой, определяет н а п р а в л е н и е  этого вектора 

2









w

w
tg . 

Задача 27.1. Определить центростремительное ускорение и вра-

щательное ускорение точки тела на расстоянии мh 2,0  от оси вра-

щения в момент времени ct 4 , если тело вращается согласно закону 

3

3

1
t . 

Р е ш е н и е .  Угловая скорость и угловое ускорение тела в любой 

момент времени соответственно равны 

tt 2,2   . 

При ct 4  имеем 2/8/,16 срадсрад   и, следовательно, 

22 /2,51 смhw   ,    2/6,1 смhw   . 

Задача 27.2. Определить центростремительное ускорение и вра-

щательное ускорение точки тела на расстоянии мh 2,0  от оси вра-

щения в момент времени ct 3 , если угловая скорость тела изменяет-

ся согласно уравнению 

3

3

1
t . 

 

w  

C 

M 

 

h 
 

v  
w

 

w  
 

C 

M 

 

h 

v  w  
 

 

w  w  

Замедленное вращение Ускоренное вращение 
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Р е ш е н и е .  Находим угловое ускорение тела в любой момент вре-

мени 
2t . 

При ct 3  получаем срад /9 ,    2/9 срад . В этот момент 

22 /2,16 смhw   ,    2/8,1 смhw   . 

Задача 27.3. Определить ускорение точки ротора на расстоянии 

мh 08,0  от оси вращения, если этот ротор в данный момент враща-

ется с угловой скоростью 2/2 срад  и угловым ускорением 

2/3 срад . 

Р е ш е н и е .  Модуль ускорения точки вращающегося тела определя-

ется формулой 

22424 /4,03208,0 смhw   . 

Задача 27.4. Определить ускорение точки диска на расстоянии 

мh 4,0  от оси вращения, если диск вращается согласно уравнению 

t5 . 

Р е ш е н и е .  Из заданного уравнения следует, что диск вращается 

равномерно: 
2/5 срад ,    0 . 

В этом случае 
22 /10 смhw   ,    0  hw . 

Полное ускорение точки равно центростремительному ускорению, то 

есть 2/10 смww   . 

Задача 27.5. Определить центростремительное ускорение точки 

диска на расстоянии мh 5,0  от оси вращения в момент времени, ко-

гда угловое ускорение диска обращается в нуль. Угловая скорость 

диска задаётся уравнением  

tt 42  . 

Р е ш е н и е .  Определяем момент равенства нулю углового ускоре-

ния диска: 

ctt 2042   . 

В этот момент угловая скорость диска срад /4 , а центростреми-

тельное ускорение его указанной точки 22 /8 смhw    

22424 /4,03208,0 смhw   . 

Задача 27.5. Диск радиусом мR 5,0  вращается вокруг горизон-

тальной оси О. Определить угловую скорость этого диска, если уско-
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рение его точки М равно 2/25 смw  , а угол между вектором w  и ра-

диусом диска 
060 . 

Р е ш е н и е .  Как известно, центростремительное ускорение точки 

определяется формулой 
2 hw  . 

С другой стороны, из рисунка видно, что 

 cosww  . 

Из этих выражений получаем уравнение для определения угловой 

скорости диска 

 cos2 wh  . 

Откуда 

срад
h

w
/5

cos



 . 

Задача 27.6. Диск радиусом мR 4,0  вращается вокруг горизон-

тальной оси О. Определить угловое ускорение этого диска, если уско-

рение его точки М равно 2/8 смw , а угол между вектором w  и радиу-

сом диска 
030 . 

Р е ш е н и е .  Воспользуемся  известной формулой для вращательно-

го ускорения точки  

 hw  . 

Обратимся к рисунку и отметим, что 

 sinww  . 

Составляем уравнение 

 sin2 wh  , 

из которого находим 

2/10
sin

срад
h

w



 . 

 
ЗАДАЧА  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 27.7. Груз 1 поднимается равноускоренно 

с помощью лебёдки из состояния покоя. Барабан 2 

радиусом R = 0,2 м за время Т = 2 с после начала 

движения совершает N = 4 об. Определить и постро-

ить в момент времени t4 = 4 c скорость и ускорение 

точки обода барабана. 

М 
R 2 

1 

C 

 
Mw  

Р D 

О 

М 

Mv  

Mw   
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У к а з а н и е .  Воспользоваться формулами, справедливыми для рав-

нопеременного вращения: 

t  0 , 

2

2

00

t
t


  . 

О т в е т : 2
44 /82,504,/5,10 смwсмv  . 

 

Вопрос 28. Векторная формула Эйлера, выражающая вращатель-

ную скорость любой точки тела. 

О т в е т .  Формулы 

   ,   

определяют угловую скорость и угловое ускорение как величины скаляр-

ные (алгебраические) 

Однако   и   целесообразно рассматривать как векторы: 

1) вектор   позволяет определить не только скорость и направление 

вращения тела, но и  п о л о ж е н и е  о с и  в р а щ е н и я ; 

2) с помощью векторов   и   можно получить в е к т о р н ы е  

ф о р м у л ы , определяющие скорость и ускорение любой точки вращаю-

щегося тела п о  в е л и ч и н е  и  н а п р а в л е н и ю ;  

3) векторы   и   весьма полезны при и з у ч е н и и  с ф е р и ч е -

с к о г о  и  о б щ е г о  с л у ч а я  д в и ж е н и я  т е л а .  

Вектор   принято направлять по оси вращения в правой системе ко-

ординат в ту сторону, откуда вращение видно происходящим против хода 

часовой стрелки. Этот вектор считается в е к т о р о м  с к о л ь з я щ и м , а 

его модуль равен а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  угловой скорости 

  . 

Вектор   направлен по оси вращения и определяется формулой 

dt

d
   

 

 

 
O 

Ускоренное вращение Замедленное вращение 

  

  

O 

z 

  

  
O 

z 

  

  
O 

z 

  

  

O 

z 
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При ускоренном вращении тела векторы   и  направлены в одну 

сторону, при замедленном вращении тела – в противоположные стороны. 

Векторная ф о р м у л а  Э й л е р а  имеет вид 
 

rv  , 
 

то есть вектор скорости любой точки вращающегося те-

ла равен векторному произведению вектора угловой ско-

рости тела на радиус – вектор этой точки. 

 
6. ПЛОСКОЕ  ДВИЖЕНИЕ  ТВЁРДОГО  ТЕЛА  

 

Вопрос 29. Плоское движение твёрдого тела и оп-

ределение его положения относительно выбранной 

системы отсчёта. Выбор связанной системы координат 

O1x1y1, определяющей положение плоской фигуры S (сечения тела 

плоскостью П1, параллельной основной плоскости П), относительно 

неподвижной системы координат Oxy.  

О т в е т .  Движение твёрдого тела А называется плоским, если все 

его точки движутся в плоскостях, параллельных данной (неподвижной) 

плоскости П. Эту плоскость назовём п л о с к о с т ь ю  д в и ж е н и я  т е -

л а . 

П л о с к о е  д в и ж е н и е  т е л а  вполне определяется д в и ж е н и -

е м  п л о с к о й  ф и г у р ы  S, которая представляет собой сечение тела А 

плоскостью П1, параллельной плоскости П. Действительно, плоская фигу-

ра будет перемещаться вместе с телом, оставаясь в плоскости П1. Сущест-

венно, что при этом д в и ж е н и е  л ю б о й  т о ч к и  М  п л о с к о й  

ф и г у р ы  S  б у д у т  п о в т о р я т ь  в с е  т о ч к и  т е л а  А ,  н а х о -

д я щ и е с я  н а  о т р е з к е  K L ,  проходящему чрез эту точку и перпен-

дикулярному к фигуре. 

Для определения положения и описания движения плоской фигуры S 

относительно неподвижной плоскости П1 связывают с последней систему 

координат Oxy. 
y

1 

L 

A 

S 

O x 

y 

K 

L 
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М 
S 

A 

М 

S 

1Or  
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Положения фигуры плоской S относительно основной системы коор-

динат Oxy определяется положением связанной системы координат 

O1x1y1.В данном случае определяющими параметрами являются а б с о -

л ю т н ы е  к о о р д и н а т ы  
11

, OO yx п о л ю с а  О1 и у г о л    между под-

вижной осью 11xO  и неподвижной осью Ox  (или осью O ). Вспомога-

тельная система 1O  прикреплена к фигуре только в полюсе О1 и со-

вершает поступательное движение 

Вопрос 30. Кинематическое уравнение движения плоской фигуры, 

или плоского движения твёрдого тела.  

О т в е т .  При движении плоской фигуры определяющие параметры 

11

, OO yx  и   будут изменяться с течением времени, то есть будут некото-

рыми функциями времени 

)(,)(,)( 321 11

tftfytfx OO   . 

Эти уравнения называются кинематическими уравнениями движения 

плоской фигуры S, или уравнениями плоского движения твёрдого тела А. 

Если они заданы, то можно определить положение плоской фигуры отно-

сительно основной системы координат Oxy в любой момент времени. 

Вопрос 31. Разложение движения плоской фигуры на два про-

стейших движений. Кинематические характеристики составных дви-

жений плоской фигуры. 

О т в е т .  Из уравнений движения плоской фигуры S следует, что 

движение этой фигуры можно разложить на д в а  п р о с т е й ш и х  

д в и ж е н и я : 

1) поступательное движение, определяемое произвольно выбранным 

полюсом О1; 

2) вращательное движение вокруг этого полюса (т о ч н е е : вокруг 

оси, перпендикулярной к фигуре и проходящей через полюс). 

О с н о в н ы м и  к и н е м а т и ч е с к и м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  

плоской фигуры S (плоского движения тела А) являются: 

1) для поступательной части движения – скорость и ускорение по-

люса 

.;
2

2

1

1

1

1 dt

rd
w

dt

rd
v

O

O

O

O   

Или в проекциях на неподвижные оси 

.;

,,

1111

1111

OyOOyO

OxOOxO

ywyv

xwxv








 

В этой части движения плоской фигуры в с е  е ё  т о ч к и  п о в т о -

р я ю т  д в и ж е н и е  п о л ю с а ;  

P 
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1Ov  

1Ov  

O

1 

M 

  

1MOv  

Mv  

2) для вращательной части движения – угловая скорость и угловое 

ускорение фигуры 

   , . 

Направления угловой скорости и углового ускорения принято указы-

вать круговыми стрелками. 

Отметим, линейные характеристики 
1Ov  и 

1Ow  зависят от выбора по-

люса, а угловые характеристики   и   – не зависят. 

Вопрос 32. Определение скорости любой точки плоской фигуры 

как суммы скорости полюса и вращательной скорости этой точки во-

круг полюса. 

О т в е т .  В соответствии с разложением движения плоской фигуры 

на два простейших движения скорость её 

любой точки М складывается из скорости 

полюса О1, возникающей от поступательной 

части движения фигуры, и вращательной 

скорости этой точки вокруг полюса, возни-

кающей от вращательной части движения 
фигуры, то есть 

11 MOOM vvv  . 

Вектор вращательной скорости определяется ф о р м у л о й  Э й л е -

р а  

MOvMOv MOMO 11 11

,  , 

а её модуль равен 

MOvMO 11

  . 

Скорость Mv  изображается диагональю параллелограмма, постро-

енного на векторах 
1Ov  и 

1MOv . 

Задача 32.1. Определить скорость точки В квадрата со стороной a , 

если в данный момент времени .1,/4,/3 мaсрадсмvA    

Р е ш е н и е .  За полюс выберём точку А, скорость которой известна. 

Тогда 

BAAB vvv  ;    смABvABvсмv BABAA /4||,;/3   . 

Mv  

A B 

C D 

A
v  

 

A 
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C D 

A
v  

 

A
v  

BAv  
Bv  

 
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Вектор Bv  изображается диагональю прямоугольника, построенного 

на векторах Av  и BAv  . Его модуль равен 

смvvv BAAB /522  . 

Задача 32.2. Определить скорость точки D квадрата со стороной a 

, если в данный момент времени .2,/4,/6 мaсрадсмvA    

Р е ш е н и е .  За полюс выберём точку А, скорость которой известна. 

Тогда 

DAAD vvv  ;    смADvADvсмv DADAA /8||,;/6   . 

 

Скорости DAv  и Av  направлены по одной прямой и противоположны  

по направлению. Поэтому модуль вектора Dv  равен 

смvvv ADAD /2 . 

Задача 32.3. Определить скорость точки В квадрата со стороной a 

, если в данный момент времени .2,/5,/10 мaсрадсмvA    

Р е ш е н и е .  За полюс выберём точку А, скорость которой известна. 

Тогда 

BAAB vvv  ;    смABvABvсмv BABAA /10||,;/10   . 

 

Скорости BAv  и Av  равны по модулю, направлены по одной прямой и 

противоположны по направлению. Поэтому модуль вектора Bv  равен 
 

0 ABAB vvv . 
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C D 

A
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 

С A 

Задача 32.4. Колесо радиусом R = 0,5 м катится без скольжения по 

неподвижному прямолинейному рельсу. Определить угловую скорость 

колеса и скорости  его точек В, С, если скорость смvA /2 . 

Р е ш е н и е .  Выбираем в качестве полюса центр А колеса. Тогда 

скорости точек В, С можно представить в виде 

;||;; ABvABvvvv BABABAAB   

ACvACvvvv CACACAAC ||;;  , 

где || абсолютное значение пока неизвестной угловой скорости колеса. 

Вращательные скорости всех точек обода колеса вокруг полюса А 

равны по модулю, так как они находятся на одинаковым от полюса рас-

стоянии, равном R. 

При качении без скольжения скорость точки Р касания колеса опоры 

равна нулю: 

0 PAAP vvv     APvAPv PAPA ||;  . 

Откуда следует, что вращательная скорость точки Р вокруг полюса А 

противоположна скорости полюса и равна ей по модулю: 

APAAPA vvvv  , . 

Скорость PAv  показывает, что колесо вращается по ходу часовой 

стрелки. 

Теперь можно определить угловую скорость колеса 

AP

vPA|| ,  или  срад
R

vA /4||  . 

Наконец, в точках В и С прикладываем скорость Av  полюса и их вра-

щательные скорости BAv


 и CAv


, перпендикулярные к соответствующим ра-

диусам колеса и по модулю равные величине  Av . В результате находим 

смvvvv ABAAB /8,2222  ; 

смvvvv ACAAC /22  . 

Очевидно, вектор Bv направлен по хорде ВС. 

Задача 32.5. В кривошипно-ползунном механизме длина криво-

шипа ОА = r, длина шатуна АВ =  ; кривошип вращается с угловой 

P P 
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С A 

скоростью 0. Определить угловую скорость шатуна и скорость точки 

В в положении механизма, когда ОА   АВ. 

Р е ш е н и е .  Скорость точки А перпендикулярна кривошипу ОА и по 

модулю равна rvA 0 . 

Скорость точки В определяется формулой 

                              ;||;; ABvABvvvv ABBABABAAB                          (*) 

где || AB  абсолютное значение пока неизвестной угловой скорости ша-

туна. 

Вектор Bv  изображается диагональю параллелограмма, построенного 

на векторах скорости  полюса А и вращательной скорости  точки В вокруг 

этого полюса. Скорость Bv  направлена по ОВ, поскольку точка В как центр 

ползуна движется вдоль оси его направляющей 

Чтобы построить этот параллелограмм, проводим через точку В пря-

мую, перпендикулярную АВ (по ней направлена скорость BAv ), а затем че-

рез конец вектора Av  прямую, параллельную первой прямой до встречи с 

осью направляющей ползуна. Наконец, через точку встречи проводим 

прямую, параллельную вектору Av   

Для определения модулей векторов Bv  и BAv  решаем прямоугольный 

треугольник Bcd: 

                                           


ctg,
sin

ABA
A

B vv
v

v  .                                  (* *) 

Из OAB  находим 
 



 r

r



  ctg,sin

22
. 

 

Таким образом, 
 

0

2

0

22

, 


 r
v

rr
v BAB 


 . 
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Векторное уравнение (*) можно решить м е т о д о м  п р о е к ц и й .  

Проецируя его на оси выбранной системы координат, получаем 
 

,sin AB vv    

,cos BAB vv    

откуда снова находим выражения (* *).  

 
ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 32.6. В изображённом механизме 

кривошип ОА вращается с угловой скоростью 

0 = 5 рад/с и приводит во вращение шестерню 

радиусом r , которая находится во внутреннем 

зацеплении с неподвижной шестернёй. Определить скорости точек А, В, С 

и D, а также угловую скорость ш бегущей шестерни.  

Принять ОА = 0,4 м, r = 0,2 м. 

О т в е т :  смvvсмv CBA /4,0,/2  ,  

срадсмvD /10,/82,2 ш   .  
 

Задача 32.7. В изображённом меха-

низме кривошип ОА вращается с угловой 

скоростью 0 = 4 рад/с. . Определить ско-

рости точек А, В, угловую скорость АВ 

шатуна АВ и угловую скорость BO1

  кри-

вошипа О1В. 

Принять ОА = О1В = 0,5 м, АВ = 1 м. 

О т в е т :  

,/82,2,/2 смvсмv BA  ,/82,2AB срад  

,/64,5BO1

срад  

Вопрос 33. Распределение скоростей точек плоской фигуры в мо-

мент времени, когда угловая скорость фигуры равна нулю.  

О т в е т .  Если в данный момент времени угловая скорость плоской 

фигуры равна нулю ( 0 ), то в р а щ а т е л ь н а я  с к о р о с т ь  
1MOv её 

любой точки М равна нулю и, следовательно,  

1OM vv  , 

то есть с к о р о с т ь  л ю б о й  т о ч к и  М  р а в н а  с к о р о с т и  п о -

л ю с а  О 1 . Другими словами, скорости точек плоской фигуры в указан-

ный момент времени распределяются так, как при поступательном дви-
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O

1 

M 

  

Bv  

A 

B 
 

 

Bv  

жении. Поэтому состояние фигуры в данное мгновение называется мгно-

венно поступательным. 

Если, наоборот, в данный момент времени скорости двух каких – либо 

точек плоской фигуры равны друг другу, то в этот момент угловая ско-

рость фигуры равна нулю и скорости всех остальных точек фигуры оди-

наковы. 

Вопрос 34. Физический смысл утверждения о том, что проекции 

скоростей двух любых точек плоской фигуры на прямую, соединяю-

щую эти точки, равны. 

О т в е т  Скорости точек абсолютно твёрдого тела 

не могут быть независимыми друг от друга, а подчиня-

ются условию неизменяемости расстояния между ними: 

т о ч к и  н е  м о г у т  н и  у д а л я т ь с я  д р у г  о т  

д р у г а ,  н и  п р и б л и ж а т ь с я  д р у г  к  д р у г у .  

Для плоской фигуры S , которая является сечением 

абсолютно твёрдого тела, названное условие выражается 

в том, что проекции скоростей двух любых её точек на прямую, соединяю-
щую эти точки, равны, то есть 

AB vv ABAB прпр  ,    или     coscos AB vv  . 

Задача 34.1. Кривошип OA кривошипно-ползунного механизма 

занимает верхнее вертикальное положение. Считая известными угло-

вую скорость 0 кривошипа и его длину r , определить скорость пол-

зуна В и угловую скорость шатуна АВ. 

Р е ш е н и е .  Скорость точки А перпендикулярна кривошипу ОА и по 

модулю равна rvA 0 . 

Векторы Bv  и Av  параллельны друг другу. Запишем условие равенст-

ва их проекций на прямую АВ 

 coscos AB vv   

После сокращения на )(0cos уголострый   получаем 

AB vv   

Таким образом, векторы Bv  и Av геометрически равны друг другу: 

AB vv  , rvv AB 0 . 

0 

O 

 

 
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B 

Av  

Bv  

 

0 
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1BAv  

Av  

Bv  

A B 
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Av  
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Как отмечено выше, в этом случае угловая скорость шатуна 0AB  и 

скорости всех остальных его точек одинаковы. 

Задача 34.2. Кривошип OA вращается с заданной угловой скоро-

стью 1. Определить в изображённом положении механизма угловую 

скорость 2 звена AB. 

Р е ш е н и е .  В данном случае скорости точек А и В параллельны 

друг другу. Из равенства их проекций на прямую АВ следует равенство их 

модулей: AB vv  . 

В изображённом положении механизма угловая скорость звена AB бу-

дет равна нулю: 2 = 0. Такое состояние звена АВ принято называть мгно-

венно поступательным. 

Задача 34.3. Кривошип OA вращается с заданной угловой скоро-

стью. 1. Определить в каком со-

отношении между собой находят-

ся 1 и 3 в изображённом поло-

жении механизма? 

Р е ш е н и е .  Угловые скоро-

сти 1 и 3 удовлетворяют соотно-

шениям 

,,
1

31
BO

v

OA

v BA    

Так как скорость точки А кривошипа 1 равна скорости точки В кри-

вошипа 3, а ОА < O1B, то 31    

Задача 34.4. Определить скорость точки B , если в изображённом 

положении механизма скорость vA = 10м/с, угол  = 60
0
. 
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Av   

 

B  

P 

M 

Р е ш е н и е .  Скорость Bv  перпендикулярна кривошипу О1В. 

Проекции скоростей Av  и Bv  на прямую АВ равны, то есть 

cosBA vv  . 

Откуда находим 

,/20
cos

см
v

v A
B 


 

так как   . 

Вопрос 35. Мгновенный центр скоростей (МЦС) плоской фигуры 

и условия его существования. Геометрическое определение положения 

МЦС в случае, когда скорости двух точек плоской фигуры не парал-

лельны друг другу. Геометрическое определение положения МЦС в 

случае, когда скорости двух точек плоской фигуры параллельны друг 

другу. 

О т в е т .  Точка P, неизменно скреплённая с плоской фигурой, ско-

рость которой в данный момент равна нулю )0( Pv , называется мгно-

венным  центром скоростей (МЦС) фигуры. 

Например, при качении диска без скольжения по неподвижной опоре 

мгновенным центром скоростей является его т о ч к а  Р  к а с а н и я  

о п о р ы .  

Для плоской фигуры S, совершающей произвольное движение в плос-

кости самой фигуры, в каждый момент времени, когда её угловая ско-

рость не равна нулю )0(  , существует единственный МЦС. 

Если скорости Av  и Bv  двух каких – либо точек А и В фигуры н е  

п а р а л л е л ь н ы  д р у г  д р у г у , то в этом случае МЦС является т о ч -

к а  п е р е с е ч е н и я  п е р п е н д и к у л я р о в ,  в о с с т а в л е н н ы х  в  

т о ч к а х  А  и  В   к  п р я м ы м ,  п о  к о т о р ы м  н а п р а в л е н ы  

э т и  с к о р о с т и .  Если скорости Av  и Bv двух каких – либо точек А и В 

фигуры п а р а л л е л ь н ы  д р у г  д р у г у , то в этом случае МЦС являет-

ся т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  

к о н ц ы  в е к т о р о в  Av  и Bv  с  п р я м о й  АВ. 

Вопрос 36. Определение скорости любой точки плоской фигуры, 

если известно положение МЦС.  
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 

О т в е т .  Если известно положение МЦС, то скорость любой точки 

М плоской фигуры равна её вращательной скорости вокруг МЦС, то есть 

,MPM vv  или    PMvM  . 

Вектор PMvM  , а его модуль равен 

PMvM   , 

где PM – расстояние точки М от МЦС. 

Другими словами, скорости точек плоской фигуры  определяются в 

каждый момент времени так, как если бы фигура вращалась вокруг не-

подвижного центра, совпадающего в этот момент с МЦС. Поэтому 

МЦС называют так же м г н о в е н н ы м  ц е н т р о м  в р а щ е н и я  

(МЦВ). 

Ось, проходящую через МЦС перпендикулярно к фигуре, называется 

мгновенной осью скоростей (МОС), или мгновенной осью вращения 

(МОВ). 

Задача 36.1. Колесо радиусом R = 0,5 м катится без скольжения по 

неподвижному прямолинейному рельсу. Определить с помощью МЦС 

угловую скорость колеса и скорости  его точек В, С и D если скорость 

смvA /2 . 

Р е ш е н и е .  МЦС колеса находится в точке Р его касания опоры: 

0Pv . 

Воспользуемся тем, что скорости точек колеса являются вращатель-

ными скоростями по отношению МЦС и тем самым 

пропорциональными их расстоя-

ниям от МЦС: 

,
PA

PB

v

v

A

B  ,AB v
PA

PB
v  PBvB  ; 

,
PA

PC

v

v

A

C  ,AC v
PA

PC
v  PCvC  ; 

,
PA

PD

v

v

A

D  ,AD v
PA

PD
v  PDvD  . 

Так как RPCRPDPBRPA 2,2,  , то получаем 

2,2,2 ADACAB vvvvvv  . 

Угловую скорость колеса находим по формуле 

R

v

PA

v AA || . 

A
v  

A
v  

Dv  

D 

C С 

A A
v  

A 
В 

Р 

D 

C 
A

v  В 

Р 

B 
A A

v  
Bv  Cv  

A 

С 

 

D 

Dv  
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Av  

Направление вращения колеса определяется 

по направлению заданной скорости Av . 

Задача 36.2. В кривошипно-ползунном ме-

ханизме длина криво-

шипа ОА = r, длина 

шатуна АВ =  ; кри-

вошип вращается с уг-

ловой скоростью 0. 

Определить с помощью 

МЦС угловую скорость шатуна и скорость точ-

ки В в положении механизма, когда ОА   АВ. 

Р е ш е н и е .  Скорость точки А перпендику-

лярна кривошипу ОА и по модулю равна rvA 0 . 

Восставляя перпендикуляры к известным 

прямым, по которым направлены скорости точек А 

и В, определяем их точку пересечения Р ― МЦС 

шатуна АВ. 

Направление угловой скорости AB  шатуна 

находим по направлению скорости Av , которая яв-

ляется вращательной скоростью по отношению 

МЦС. Её модуль равен 

PA

vA|| . 

Из условия пропорциональности скоростей точек А и В расстояниям  

этих точек от МЦС получаем: 

,
PA

PB

v

v

A

B   ,AB v
PA

PB
v   PBvB  . 

Решая прямоугольные APB  и OAB , соответственно находим  




sin

1
,tg 

PA

PB
PA  ; 

0
22

sin,tg 







rr
. 

На основании последних выражений формулы для искомых величин 

принимают окончательный вид 

0

22

02

2

,|| 









rr
v

r
B . 

 

 

x 

0 

O 

A 

B  

0 

O 

A 

B 

Bv  

Av  

  

Р АВ 
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ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 36.3. Катушка катится без скольжения по неподвижному 

прямолинейному рельсу. Определить с 

помощью МЦС угловую скорость ка-

тушки и скорости  её точек А, В, С и D, 

если скорость груза смv /12 . Принять 

R = 0,4 м, r = 0,2 м. 

О т в е т :  

,/12 смvA  ,0Bv ,/4 смvC   

                                                         

,/96,8 смvD  срад /20K  . 

Задача 36.4. Кривошип ОА изображён-

ного механизма вращается с угловой скоро-

стью 0 = 10 рад/с. Определить с помощью 

МЦС скорости точек А, В, С и угловую ско-

рость АВ шатуна АВ, а также скорость точ-

ки D и угловую скорость CD шатуна CD. 

Принять ОА = 0,3 м, СD = 0,2 м. 

О т в е т : ,/3 смvA  ,/3 смvvv ABC  0AB  , 

,/19,5 смvD  срад /30CD  . 

Вопрос 37. Различие между формулой, определяющей скорости 

точек плоской фигуры с помощью МЦС, и формулой, по которой на-

ходят скорости точек тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. 

О т в е т .  Формула, определяющая модуль скорости любой точки М 

плоской фигуры, имеет вид 

PMvM   ,    или     hvM  , 

 PMh расстояние точки М от м г н о в е н н о й  оси вращения (MOB). 

Для любой точки М вращающегося тела вокруг неподвижной оси 

справедлива формула 

hvM   , 

h расстояние точки М от н е п о д в и ж н о й  оси вращения. 

Хотя эти формулы по внешнему виду одинаковы, но между ними су-

ществует принципиальное различие. Для точки М тела при его п л о с к о м  

д в и ж е н и и  расстояние h  с течением времени и з м е н я е т с я , так как 

мгновенная ось не остаётся на месте, а перемещается. Для точки М вра-

щающегося тела вокруг н е п о д в и ж н о й  оси расстояние h  является ра-

диусом описываемой точкой окружности и поэтому остаётся п о с т о я н -

н ы м .  
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Вопрос 38. Определение ускорения любой точки плоской фигуры 

как суммы трёх ускорений. 

О т в е т .  В соответствии с разложением движения плоской фигуры 

на два простейших движения ускорение её любой точки М складывается 

из ускорения полюса О1, возникающего о т  п о с т у п а т е л ь н о й  

ч а с т и  д в и ж е н и я  ф и г у р ы , центростремительного ускорения и 

вращательного ускорения этой точки вокруг полюса, в о з н и к а ю щ и х  
о т  в р а щ а т е л ь н о й  ч а с т и  д в и ж е н и я  ф и г у р ы ,  то есть 



111 MOMOOM wwww  . 

Вектор 

1MOw  центростремительного ускорения в с е г д а  направлен 

по прямой МО1 к  п о л ю с у  О1 независимо от характера вращения фигу-

ры. Его модуль равен 

MOwMO 1
2

1

 . 

Вектор 

1MOw  вращательного ускорения направлен перпендикулярно к 

прямой МО1. при этом: 

1) вектор 

1MOw  направлен в  с т о р о н у  в р а щ е н и я  ф и г у р ы , 

если о н о  у с к о р е н н о е , то есть совпадает по направлению с враща-

тельной скоростью 
1MOv . 

2) вектор 

1MOw  направлен п р о т и в  в р а щ е н и я  ф и г у р ы , если 

о н о  з а м е д л е н н о е , то есть противоположен вращательной скорости 

1MOv . Его модуль равен 

MOwMO 11

   

 

 

 

 

 

  

П1 

П 

A 

S 

Av  

М P 
h  

MOB 

B 

Av  

h  

  

М 

A 

z 
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. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ускорение 
1MOw  точки М, возникающее только от вращательной части 

движения фигуры, определяется формулой 


111 ) MOMMO www  . 

Так как 

11 MOMO ww  , то согласно последней формуле  вектор 
1MOw  

изображается диагональю прямоугольника, построенного на векторах 

1MOw  

и 

1MOw . Его модуль определяется формулой 

24
11

  MOwMO , 

а направление – углом   между вектором 
1MOw  и отрезком О1М. 

2


 tg . 

З а м е ч а н и е . Ускорение Mw  изображается замыкающей стороной 

векторного многоугольника, построенного из ускорений 
1Ow , 

1MOw  и 

1MOw . 

Задача 38.1. Определить ускорение точки B квадрата со стороной 

a = 1 м в момент времени t = 1 c при его движении в своей плоскости,  

если в этот момент wA = 2 м/с,  а угловая скорость квадрата изменяется 

по закону 

 = t  (рад/с). 

Р е ш е н и е .  За полюс выберём точку А, ускорение которой известна. 

Тогда 

BABAAB wwww  ;    ABwABwсмw BABAA ||,;/2 22    . 

В момент t = 1 c имеем 
222 /1,/1,/1,/1 смwсмwсрадсрад BABA   . 

 

O

1 
1Ow  

Mw  

1MOw  


1MOw  



1MOw  1Ow  

O1 

M 

  

  

1MOv  

1Ow  

Mw  

1MOw  



1MOw  



1MOw  

1Ow  

O1 

M 

1MOv  

    

Ускоренное вращение Замедленное вращение 
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Изображаем составляющие вектора Bw . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Из рисунка следует, что модуль вектора Bw  равен 

222 /41,12)()( смwwww BAABAB  
. 

Ускорение точки В направлена по диагонали BD квадрата. 

Задача 38.2. Определить угловую скорость и угловое ускорение 

квадрата со стороной a = 0,5 м в момент его  движения в своей плоско-

сти, когда ускорения точек A и D соответственно равны wA = 15 м/с, и 

wD = 10 м/с. 

Р е ш е н и е .  Для определения   и   достаточно найти центростре-

мительное ускорение 
ADw  и вращательное ускорение 

ADw  точки А квадра-

та в его вращении вокруг точки D (или наоборот). Действительно, из фор-

мул 

DAwDAw ADAD ||,2     

получим 

DA

w

DA

w ADAD


  ||,||  

Выберём точку D за полюс. Тогда заданные ускорения Aw  и Dw  

можно связать формулой 


ADADDA wwww  . 

Спроецируем это векторное уравнение на оси выбранной системы ко-

ординат, предполагая, что вектор 
ADw  направлен по стороне квадрата вле-

во. В результате получаем два уравнения 

DADA www  ; 

 


DAw0 . 

 

 

 

 

A B 

C D 

A
w  

 

A B 

C D 

A
w  

 

 

A
w  


BAw  

BAw  

Bw  
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Откуда находим 
2/5 смwww DADA  ,    0

DAw . 

Следовательно, 

0||,/10|| 2 
DA

w
срад

DA

w ADAD


 . 

Направление углового ускорения  показывает вращательное ускоре-

ние 
ADw . 

Задача 38.3. Определить ускорение точки А квадрата со стороной 

a = 1 м при его движении в своей плоскости в момент времени, когда 

wD = 4 м/с,  =- 2 рад/с,  = 3 рад/с
2
. 

Р е ш е н и е .  Представим ускорение Aw  в виде 


ADADDA wwww  ;

2222 /3||,/4,/4 смDAwсмDAwсмw ADADD     

Изображаем составляющие вектора Aw . Так как векторы Dw  и 
ADw  

равны по модулю и противоположны по направлению, то 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

0 
ADD ww  

и, следовательно,  
2/3, смwwww ADAADA   . 

A B 

C D  

 
D

w  
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ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОКОНТРОЛЯ 

 

Задача 38.4. Определить угловую ско-

рость и угловое ускорение квадрата со сторо-

ной a = 2 см в момент его  движения в своей 

плоскости, когда ускорения точек A и B соот-

ветственно равны wA = 2 см/с, и wD = 6 см/с. 

О т в е т : 2/1,1||,/4,1|| сррадсрад   .  

 

Задача 38.5. Кривошип OA длиной r криво-

шипно-ползунного механизма занимает верхнее 

вертикальное положение. Считая угловую скорость 

0 кривошипа постоянной величиной, определить 

ускорение ползуна В и угловое ускорение шатуна 

АВ длиной  .  
 

У к а з а н и е .  Использовать решение задачи 35.1. 

О т в е т :  ,2
0

22

2


r

r
wB





,|| 2

0
22


r

r





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