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1. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МАТРИЦ

Определение. Прямоугольной матрицей называется совокупность
mn чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы, содержащей m
строк и n столбцов.

Матрицы записываются в виде

























mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A








321

3333231

2232221

1131211

или, сокращенно,  ijaA  ,
где mi ,1 (т.e. mi ,,3,2,1  ); nj ,1 (т.e. nj ,,3,2,1  ), либо

mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A








321

3333231

2232221

1131211



или, сокращенно, ijaA  , где mi ,1 ; nj ,1 .
Для читателя, знакомого с программированием, заметим, что матри-

ца — это в точности то же, что и двумерный массив.
Числа ija , составляющие матрицу, называются ее элементами.
Индекс i указывает номер строки, j – номер столбца, на пересече-

нии которых находится рассматриваемый элемент. Например, элемент ija
принадлежит 2-й строке и 3-му столбцу.

Матрица, имеющая m строк и n столбцов, называется матрицей
размера mn или типа nm .

Так 









512
301

В – матрица размера 32 или В – матрица порядка

32 (два на три). Элемент 523 b стоит на пересечении 2-ой строки и 3-го
столбца.

Все элементы одной и той же строки имеют одинаковый первый ин-
декс, а все элементы одного столбца – одинаковый второй индекс. Так,
третья строка матрицы mnА состоит из элементов naaaa 3333231 ,,,  .

Определение. Две матрицы, имеющие одинаковое количество  m
строк и одинаковое количество  n столбцов, называются матрицами оди-
накового типа или одного размера.
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Например, матрицы














111831
25740

А и 






 


50900
150314

В .

Здесь матрицы A и B размера 52 .
Определение. Две матрицы одного размера называются равными,

если попарно равны, их элементы, стоящие на одинаковых местах.
То есть, если  ijaA  ,  ijbB  , где mi ,1 ; nj ,1 ,

то BA  , когда ilij ba  при всех рассматриваемых i и j .
Определение. Матрица, все элементы которой равны нулю, называ-

ется нулевой и обозначается буквой O , т.е. например:


















000
000
000

O .

Определение. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов,
называется квадратной.

Квадратную матрицу из n строк и n столбцов называют матрицей
гоn порядка, число n – порядком матрицы. Очевидно, что ранее запи-

санная нулевая матрица – квадратная 3-го порядка.
Совокупность элементов с одинаковыми индексами nnaaa ,,, 2211  , об-

разуют главную диагональ матрицы, а элементы 1121 ,,, nnn aaa  – побочную.
Например, у квадратной матрицы





















313
102
024

на главной диагонали стоят элементы 3,0,4 332211  aaa , а на побочной
3,0,0 312213  aaa .

У прямоугольной матрицы

















3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa
aaaaa
aaaaa

главная диагональ – 332211 ,, aaa .
Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме

элементов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной.
Такие матрицы записываются в виде
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























nna

a
a

a

A








000

000
000
000

33

22

11

.

Определение. Диагональная матрица, у которой отличные от нуля
элементы равны между собой, называется скалярной.

Скалярные матрицы имеют вид

























a

a
a

a

S








000

000
000
000

.

Определение. Диагональная матрица, у которой на главной диагона-
ли стоят единицы, называется единичной и обозначается через E .

























1000

0100
0010
0001








E .

В матричном исчислении единичная и нулевая матрицы играют ана-
логичную роль, той какую в арифметике играют числа 1 и 0.

Определение. Квадратная матрица называется треугольной, если все
элементы, стоящие выше (или ниже) главной диагонали, равны нулю.

При этом матрица

























mn

n

n

n

a

aa
aaa
aaaa

A








000

00
0

333

22322

1131211

где 0ija , когда ji  , называется правой (или верхней) треугольной мат-
рицей, а матрица

























mnmmm aaaa

aaa
aa

a

A








321

333231

2221

11

0
00
000
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где 0ija , когда ji  , называется левой (или нижней) треугольной матри-
цей.

Определение. Матрица, состоящая только из одной строки или толь-
ко из одного столбца, называется, соответственно, матрицей-строкой и
матрицей-столбцом.

 naaaA 11211  – матрица-строка;

11

21

1m

b
b

B

b

 
 
 
 
 
 


– матрица-столбец.

Матрицу-строку называют еще и вектор-строкой; матрицу-столбец –
вектор-столбцом.

Матрица, состоящая из одного числа, отождествляется с этим чис-
лом. Иначе говоря, любое число можно рассматривать как матрицу разме-
ра 11 .

2. ОСНОВНЫЕ ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ

2.1. Сложение матриц
Определение. Суммой двух матриц A и B одного и того же размера

называется третья матрица C того же размера, у которой элементы равны
суммам соответствующих элементов матриц A и B .

То есть, если  ijaA  ,  ijbB  ,  ijcC  , где mi ,1 ; nj ,1 ,
то BAC  , когда ijijij bac  при всех рассматриваемых i и j .

Операция составления суммы матриц называется сложением этих
матриц.

Пример.
Найти сумму матриц














9112
7013

A и 












2101
1324

B .

Решение
























11211

6337
29110112
17302143

BAC .

Правило сложения двух матриц обобщается на случай любого ко-
нечного числа слагаемых матриц.

Определение. Разностью двух матриц A и B одного и того же разме-
ра называется третья матрица C того же размера, у которой элементы рав-
ны разностям соответствующих элементов матриц A и B .
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То есть, если  ijaA  ,  ijbB  ,  ijcC  , где mi ,1 ; nj ,1 ,
то BAC  , когда ijijij bac  при всех i и j .

Пример.
Найти разность матриц






















11
0
3

7

A и




















14
8
3
4

B .

Решение
 

 


















































3
8
6

11

1411
80

33
47

BAC .

Сложение матриц обладает следующими свойствами:
1. ABBA  (переместительный или коммутативный закон).
2.     CBACBA  (сочетательный или ассоциативный закон).
3. AA  0 , где 0 – нулевая матрица.
4. 0 AA .

2.2.Умножение матрицы на число
Определение. Произведением матрицы A на число  – называется

матрица C , у которой элементы есть соответствующие элементы матрицы
A , умноженные на число  .

То есть, если  ijaA  ,  ijcC  , где mi ,1 ; nj ,1 ,
то АС   , и ijij ac  при всех i и j .

Пример.


























80
34

171
22

A ,
2
1
 .

Найти АС   .
Решение
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

































































40
2
32
2

17
2
1

11

)
2
1()8()

2
1(0

)
2
1(3)

2
1(4

)
2
1(17)

2
1()1(

)
2
1()2()

2
1(2

AC  .

Из определения произведения матрицы на число вытекают следую-
щие его свойства:

1. АА 1 .
2. 00  А .
3.     АА   .
4.   ААА   .
5.   ВАВА   .
Здесь А и В – матрицы одного размера,  и  – числа.

2.3. Умножение матриц
Произведение матрицы А на матрицу В определяется в предполо-

жении, что число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В .
Пусть даны матрица А размера nm и матрица В размера pn :





























mnmm

inii

n

aaa

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...
............

...

...

21

21

112221

11211

,

























npnjnn

pj

pj

bbbb

bbbb
bbbb

B

......
..................
..................

......

......

21

222221

111211

.

Определение. Произведением двух матриц А и В , взятых в указан-
ном порядке, называется третья матрица С , у которой элементы ijс опре-
деляются равенством

njinjijiij bababaс  2211 ,
где mi ,1 ; pj ,1 .

Т. е. элемент тойi строки и тогоj столбца матрицы произведения
С равен сумме произведений элементов тойi строки матрицы А на соот-
ветствующие элементы тогоj столбца матрицы В .

Произведение двух матриц есть матрица, число строк которой равно
числу строк первой, а число столбцов равно числу столбцов второй из пере-
множаемых матриц. Произведение матриц А и В обозначается BА  или
АB . Операция получения произведения матриц называется их умножением.
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Пример
Найти произведение матриц BА  , если


















125
410
321

А ,



















31
52
41

В .

Решение
Размер матрицы А есть 33 , В – 23 , следовательно, умножение

матрицы А на матрицу В возможно.
Размер матрицы произведения BАС  будет 23 , т. е.


















3231

2221

1211

сс
сс
сс

С .

Находим элементы матрицы произведения С :
813221111 с ;   533524112 с ;

  214211021 с ;     1734514022 с ;
1011221531 с ;   2731524532 с .

Отсюда

















2710
172
58

С .

Умножение матриц обладает следующими свойствами:
1.     CBACBA  .
2.      CBCBCB   .
3.   BCACBAC  .
4.   CBCACBA  .
Здесь А , В и C – матрицы,  – число. При этом предполагается, что

все произведения матриц существуют.
В общем случае произведение двух матриц зависит от порядка со-

множителей, т.е. АВBА  , а это значит, произведение матриц непереста-
новочно или некоммутативно. Более того, может случиться, что произве-
дение BА  существует, но АB  – нет (и наоборот).

Например, пусть














40101
17240

А ,
























1970
813
095

1281

В .

Размер А есть 42 , размер В есть 34 , следовательно, произведе-
ние BА  существует, но АB  – нет.
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Если матрицы А и В квадратные одного и того же размера, то про-
изведения BА  и АB  всегда существуют.

Определение. Две матрицы А и В , для которых выполняется равен-
ство АВBА  , называются перестановочными или коммутирующими.

Единичная матрица перестановочна с любой квадратной матрицей А
её порядка, при этом ААЕЕА  .

2.4. Транспонирование матриц
Пусть имеем произвольную матрицу



























mn

n

n

ааа

ааа
ааа

А

mm ...
............
............

...

...

21

22221

11211

.

Определение. Матрица А  ТА , полученная из данной А путем заме-
ны всех её строк соответствующими столбцами, называется транспониро-
ванной по отношению к матрице А , т.е.



























mnnn

m

m

ааа

ааа
ааа

А

...
............
............

...

...

21

22221

12111

.

Свойства транспонированных матриц:
1. Если матрицу А дважды последовательно транспонировать, то

она не изменится:
  ААА  .

2. Транспонированная матрица суммы двух матриц равна сумме
транспонированных матриц:

  ВАВА  .
3. Транспонированная матрица произведения двух матриц равна

произведению транспонированных матриц, взятых в обратном порядке:
  АВВА  .

2.5. Элементарные преобразования матриц
Эквивалентные матрицы

К элементарным преобразованиям относятся следующие преобразо-
вания матриц:

1. Перестановка двух любых столбцов (или строк).
2. Умножение столбца (или строки) на число, отличное от нуля.
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3. Прибавление к столбцу (или строке) линейной комбинации других
столбцов (или строк).

Определение. Две матрицы А и В называются эквивалентными, если
одна из них получена из другой с помощью конечного числа элементарных
преобразований.

Эквивалентные матрицы А и В обозначаются А ~ В . В общем случае
эквивалентные матрицы не являются равными.

Замечание. При решении примеров, связанных с элементарными
преобразованиями матриц, и в некоторых других случаях удобно пользо-
ваться следующими обозначениями действий, проводимых над строками
или столбцами:

а) перестановка двух строк (столбцов) матрицы.
Например, перестановка второй и йm строк обозначается



























mnmm

n

n

n

ааа

ааа
ааа
ааа

...
............
............

...

...

...

21

33231

22221

11211

~



























n

n

mnmm

n

ааа

ааа
ааа
ааа

22221

33231

21

11211

...
............
............

...

...

...

;

б) умножение всех элементов строки (столбца) на число 0 .
Например, все элементы 2 – й строки умножаются на  5 :

 5

21

212221

11211























mnmm

n

ааа

ааа
ааа

A







~



















mnmm

n

n

ааа

ааа
ааа







21

22221

11211

555
.

в) умножение всех элементов строки (столбца) на число и прибавле-
ние их к соответствующим элементам другой строки (столбца).

Например, ый1 столбец умножается на  2 и прибавляется ко
му2  :

























mnm

n

n

аааа

аааа

аааа

mm ...
...............
...............

...

...

321

2232221

1131211

~































mnm

n

n

ааааа

ааааа

ааааа

mmm ...
.........................
.........................

...

...

3121

223212221

113111211

2

2

2

.

Пример
Свести матрицу
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






















3031
4213
5012
3412

с помощью элементарных преобразований к верхней треугольной.
Решение:
























3031
4213
5012
3412

.

Поменяем местами первую и четвертую строки.
























3412
4213
5012
3031

.

Выполним последовательно следующие действия:
1) умножим каждый элемент первой строки на  2 и сложим с каж-

дым соответствующим элементом второй строки;
2) умножим элементы первой строки на  3 и сложим с элементами

третьей строки;
3) окончательно, умножим первую строку на  2 и сложим с четвер-

той.
























9450
42100
1070

3031

.

Поменяем местами второй и четвертый столбцы.

























5490
10250
7010
3031

.

Выполняя следующие действия:
1) умножая вторую строку на  5 и складывая с третьей строкой;
2) вторую строку, умножая на  9 и складывая с четвертой,

получим:

























58400
25200
7010
3031

.
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Окончательно, сложим третью строку, предварительно умноженную на
 2 с четвертой, получим ответ:
























108000
25200
7010
3031

.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Матрицы и действия над ними

№ 1 Получить транспонированную матрицу А , если











4213
5312

А .

№ 2 Найти zyx ,, , если

































0
1
2

z
y
x

.

Линейные операции над матрицами

Найти сумму матриц:

№ 3 







3241
7532 и 











2312
0431 .

№ 4
















 1125
270
407

и



















754
120
302

.

№ 5





















750
421
254
132

и






















211
153
740
532

.

Найти сумму и разность матриц А и В :

№ 6

















14
37
85

A ,

















65
43
20

B .

№ 7














 


123
215
320

A ,



















025
303
476

B .
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№ 8 Найти матрицу BAC 32  , если












5210

3422
A , 













1241
0312

B .

№ 9 Выполнить действия:

























1305
3542

3
5013
4527

6 .

№ 10 Найти матрицу Т , для которой BTA 32  , если


















012
131
031

A ,

















214
133
011

B .

№ 11 Найти матрицу C , для которой BCA 22  , если


















012
131
031

A ,

















214
133
011

B .

Найти ,,, zyx если:

№ 12




















































3
8
7

1
3
2

z
y
x

.

№ 13




















































2
4

0
3

3
4
2

5
z
y
x

.

№ 14 Найти ,,, zyx и t , если

     111182024
2
1

tzyx .

Найти yx, из уравнения:

№ 15 


























9
8

5
23
х
у

у
х .

№ 16 





























14
7

4
1

7
35

у
х

х
у .

№ 17




















































































2
1111

1
2

13
2
93

3
2
1

78
03
14

85

2
1

27
15
41

2 2 хх

.

Матрицу А представить в виде произведения числа на единичную
матрицу:
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№ 18




















7000
0700
0070
0007

А . № 19























30000
03000
00300
00030
00003

.

№ 20 При каком  справедливо равенство











































010214
4284
2162

2
1

0517
2142

sincos31 22

.

№ 21 Над векторами-строками  212 U ,  501V ,
 341W произвести указанные действия:

1) U2 ;
2) V3 ;
3) WVU  ;

4) WVU 2 ;
5) WVU 32  .

№ 22 Какое соотношение связывает компоненты векторов U и
V ,если имеет место равенство 023  VU .

№ 23 Произвести указанные действия над векторами-
столбцами


















2
1
3

U ,

















0
6
5

V ,

















1
1
1

W :

1) U3 ;
2) V ;
3) VU 4 ;
4) WVU  ;

5) WVU  ;
6) WVU 423  ;
7) WVU 32  .

-++
Умножение матриц

Найти BA  и AB  , если:

№ 24 






 


102
141

A и





















11
31
02

B .

№ 25




















2569
38411
9850
1724

A и




















2
6
8
5

B .
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№ 26






















5
3
2
1

A ,  132 B .

№ 27





















2
1
4
3

A ,  43720 B .

№ 28






















5
3
2
1

A ,  132 B .

№ 29  54A ,



















3
2
1

B .

№ 30

















251
834
125

A ,

















321
242
123

B .

№ 31



















0121
3024
0321

A , 






 


522
413

B .

№ 32

















241
052
431

A ,





















032
420
312

B .

№ 33






















41023
21501
42132

A ,



























41
32
54
21
32

B

№ 34 На изготовление некоторого изделия требуется 5 деталей типа
A , 6 деталей – типа B и 2 детали – типа C . Это можно коротко записать
матрицей-строкой  265 . Прейскурант цен в рублях на детали этих ти-

пов указан в матрице-столбце
















2,1
3,0
5,0

. Найти произведение строки деталей на

столбец цен. Какой смысл имеет это произведение?
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№ 35 При проведении математической олимпиады университета ин-
ституты выставили следующее количество студентов первых трех курсов,
записанное в виде матрицы:


















7458
891410
65712

А ,

(где первый, второй, третий и четвертый столбцы соответствуют количест-
ву студентов I, II, III и IV институтов, соответственно; а первая, вторая и
третья строки – 1-го, 2-го, 3-го курсов, соответственно).

Пусть  1098Т – матрица-строка максимального количества бал-
лов, которые может получить каждый студент соответствующего курса, и
пусть





















1
1
1
1

В .

Найти произведения АТ  , BA  , BАТ  Т, и объяснить их смысл.

Перемножить матрицы:

№ 36 










45
23 , 








52
43 .

№ 37 










64
32 , 











46
69 .

№ 38 







23
12 , 







 
11
11 .

№ 39 







501
243 ,

















50
31
02

.

№ 40
















510
420
311

,
















300
210
123

.

№ 41














 

354
201
321

,
















3
2
1

.

№ 42






















1487
36105
2421

10321

,


















1000
0100
0010
0001

.
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№ 43  3021  ,


















2
1
0
1

.

№ 44  1103 ,























3
2

0
1

.

№ 45  7113 ,
















9
3
2

.

№ 46 







 32
11 , 








 2
1 .

№ 47 









11
11 , 








3
5 .

№ 48






























504
322
133

212
455
021

,
















1
1
2

.

№ 49



















2
3

7
5

,  43221  .

№ 50  275  ,
















 132
241
132

.

№ 51 







 013

210 ,
















1
0
1

№ 52
















963
642
321

,


















421
421
421

.
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№ 53 







 2121
1111 ,
























11
53

33
11

.

№ 54
















100
010

1 ba
,















 

100
010

1 ba
.

№ 55




















352
143
231

,
















231
521
652

.

№ 56




















374
596
485

,

















569
314
523

.

№ 57  43221  ,

























2
5
1

1
3

.

№ 58
















 2113
3514
3205

,



















4
7
2

6

.

№ 59  04321  ,























2
0
3
1
2

.

№ 60






























504
322
133

212
455
021

,
















1
1
2

.

№ 61
























2133
1235
3423
4312

,


















2112
6543
5475
9687

.
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№ 62























1658
2346
5467
4375

,


















8642
7531
5432
4321

.

№ 63























7467
4329
5346
3225

,























160168
882416

11351
2222

.

№ 64
























14151116
3415

4435
1111

,
















 

89222
0345
43011
4327

.

№ 65 







 57
34 , 











10

01 , 










12

37 .

№ 66


















432
322
211
100

,














 

11
22
11

, 







1
4 .

№ 67
















113
210
121

,



















121
011
132

,
















113
210
121

.

№ 68 







57
34 , 











12638
9328 , 








12
37 .

№ 69





















123
212
120

,




















14050101
682652

1073470
,






















123
173146

101827

Найти х и у , если:

№ 70    
















 



111
40
23
41

02121ух .

№ 71    35
42
35







 
ух .

№ 72 
























у
х

у
х

8
24
36 .
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№ 73   хух 









5
3 и   уух 










8
6 .

№ 74   4
7
5








ух и   1

4
1










ух .

№ 75 




























14
7

610
35

у
х .

№ 76 Из равенства    7323 









ас
са найти матрицу 








ас
са .

№ 77 Найти 2А , 3А , 4А , 6А , если 









43
12

А .

№ 78 Найти 2А , 3А ,…, nА , если
















420
630

321
A

Выполнить действия:
№ 79

2

210
013
112
















.

№ 80
3

31
12







 .

№ 81
n









10
11 .

№ 82
n












cossin
sincos

.

№ 83
5

24
23










.

№ 84 Доказать, что если матрицы A и B перестановочны, то:
1)   222 2 BABABA  ;
2)    BABABA  22 .

Найти  Af , если:

№ 85   652  xxxf , 









12
31

A .

№ 86   352  xxxf , 












33
12

A .

№ 87   12  xxxf ,



















011
213
112

A .

№ 88   5137 23  xxxxf ,





















122
131
325

A .
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Найти все матрицы, перестановочные с данной:

№ 89 







43
21 . № 90 











25
37 . № 91

















300
130
013

.

№92 Найти все матрицы 2-го порядка, квадраты которых равны ну-
левой матрице











00
00

О .

№ 93 Найти все матрицы 2-го порядка, квадраты которых равны
единичной матрице











10
01

Е .

№ 94 Как изменится произведение ВА  матриц А и В , если:
а) переставить i-ю и j-ю строки матрицы А ;
б) к i-й строке матрицы А прибавить j-ю строку, умноженную на

число  ;
в) переставить i-й и j-й столбцы матрицы В ;
г) к i-му столбцу матрицы В прибавить j-й столбец, умноженный

на число ?

ОТВЕТЫ

№ 1.


















45
23
11
32

№ 2.
0
;1
;2





z
y
x

№ 3. .
1553
7903







 № 4.
















471
190
709

№ 5.























561
374

994
460

№ 6.




































51
14

65
;

79
710

105
A-BBA

7.






































142
118
756

;
108
512
196

A-BBA
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8. .
132103
61110











C № 9.

4 8 0 15 33
3 3 6 9 27
 
  

№ 10.
















315
134

001
T № 11.























416
135
011

2
1C

№ 12.
.2

;5
;5





z
y
x

№ 13.
.21
;32
;10





z
y
x

№ 14

.9
;8
;7
;6






t
z
y
x

№ 15.
.3
;1




y
x № 16.

.6
;17




y
x № 17.

.3
;1

2

1




x
x

№ 20.   .
4

1 
  nn . № 21.

 
 
 
 
 .21113)5

;66-24)
;45-0)3
;15-03)2
;42-4)1

№ 22. .
3

2 i
i

vU 

№ 23. ;
6
3
9

)1















;

0
6-

5
)2
















;

2
25
17-

)3















;

3
8
1-

)4















;

3
4-

9
)5
















;

10
5-

23
)6

































7
1-

14
)7 .

№ 24.































241
247
282

;
15
113

BAAB .

№ 25. .существуетне;

127
141
106
80

BAAB





















№ 26. .существуетне;

51510
396
264
132

BAAB

























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№ 27. .существуетне;

861440
431420

16122880
1292160

BAAB



























№ 28. .существуетне;

51510
396
264
132

BAAB


























№ 29. .
15-12-

108
54

;существуетне















BAAB

№ 30. .
232316
30624
211724

;
32615

223626
42020



































 BAAB

№ 31. .
61105
31303

;существуетне 






 
BAAB

№ 32. .
894
860

14133
;

19156
26124
151910








































 BAAB

№ 33. .существуетне;
610

1122
275

BAAB






















№ 34.  7,6 – стоимость всего изделия в рублях.
№ 35. TA – матрица максимального количества баллов, которое может на-
брать каждый институт:

I инст II инст             III инстит          IV инстит
 .190161232266TA

AB – матрица общего количества студентов каждого курса, принявших
участие в олимпиаде:

курса.3
курса2
курса1

24
41
30
















AB
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TAB – максимальное количество баллов, которое могут набрать все студен-
ты, участвующие в олимпиаде:  .849TAB

№ 36. 







07
25 . № 37. 








00
00 . № 38. 











15
13 .

№ 39. .
252
2210







 № 40. .
1710
1620
1233
















№ 41. .

23
7
4

















№ 42. .

1487
36105
2421

10321





















 № 43.  .7 . № 44.  .2 .

№ 45.  .92 . № 46. .
8
1






  № 47. .

2
2









№ 48.






























3
5
2

3
11
4

. № 49.
























86442
129663

282114147
201510105

.

№ 50.  .213721 № 51. .
3
2







 № 52 .
000
000
000

















№ 53. .
00
00







 № 54.
















100
010
001

№ 55.




















792
0103
551

.

№ 56. .
261713
32279
292211





















№ 57.  .31 № 58. .
17
69
56

















№ 59.  .9 № 60.






























3
5
2

3
11
4

. № 61. .

10317
2091216
35272317
23191710


















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№ 62. .

78910
7777
10505
2468


















 № 63. .

0000
0000
0000
0000



















№ 64. .

4000
0300
0020
0001



















№ 65. .
2659
922









 № 66. .

35
25
15
5



















№ 67. .
322612
955

1591


















№ 68. .
30
02







 № 69. .
500
020
001
















№ 70.

.12
;37




y
x

№ 71.
.

13
15

;
13
7





y

x
№ 72.

2k.y
3k;x

2
3






или

yx

№ 73.
.0
;0




y
x .

№ 74.
.

3
1

;
3
1





y

x
№75.

7/5-3/5kx
k;y

5
37







или

yx

№ 76. .
13
31









№ 77. 2 7 6
18 19

A  
  
 

; 3 32 31
93 94

A  
  
 

; 4 157 156
468 469

A  
  
 

; 6 3907 3906
11718 11719

A  
  
 

.

№ 78. ....32 AAAA n  № 79. .
433
349
447
















№ 80. .

3520
2015









№ 81.
1

.
0 1

n 
 
 

№ 82. .
cossin

sincos







 



nn
nn № 83. .

84
23







 

№ 85.   .
86
98











Af № 86.   .

00
00








Af

№ 87.   .
212

308
315


















Af № 88.   .

000
000
000
















Af

№ 89. ,
33

2








 bb
b


 где  и b – любые числа.

№ 90. ,
95

3








 bb
b


 где  и b – любые числа.
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№ 91.





















00
0 b

cb
, где  , b , c – любые числа.

№ 92. ,










c

b где b, c, – произвольные числа, удовлетворяющие соот-

ношению .02  bc

№ 93. E ; ,










c

b где .12  bc

№ 94. а) i -я и j -я строки произведения поменяются местами;
б) к i -й строке произведения прибавится j -я строка, умноженная на

 ;
в) i -й и j -й столбцы произведения поменяются местами;
г) к i -му столбцу произведения прибавится j-й столбец, умножен-

ный на  .

3. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА

Определители 2-го порядка

Пусть имеем квадратную матрицу 2-го порядка

11 12

21 22

а а
А

а а
 
  
 

(3.1)

Определение. Определителем 2-го порядка, соответствую-
щим матрице (3.1), называется число, равное 21122211 аааа  .

Обозначается:

2221

1211

аа
аа или А , Adet , А .

Из определения вытекает правило вычисления определителя второго
порядка: определитель 2-го порядка равен разности между произведения-
ми элементов, стоящих на главной и побочной диагоналях.

Где главную диагональ определителя образуют элементы 11а и 22а , а
побочную – 12а и 21а . Следовательно,

2221

1211

аа
аа

21122211 аааа  (3.2)
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Пример
Вычислить

54
12 

 .

Решение

  144101452
54
12




 .

3.2. Определители 3-го порядка
Пусть имеем квадратную матрицу 3-го порядка


















333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

A (3.3)

Определение. Определителем 3 – го порядка, соответствующим мат-
рице (3.3), называется число, которое обозначается символом

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

и вычисляется по формуле

113223332112312213

312312133221332211

333231

232221

131211

_ ааааааааа

ааааааааа
ааа
ааа
ааа



 (3.4)

Проанализировав правую часть равенства (3.4), получим способ вы-
числения определителей 3-го порядка, который называется правилом тре-
угольника.

Правило треугольника. Определитель 3-го порядка равен алгебраи-
ческой сумме шести слагаемых, каждое из которых представляет собой
произведение трех элементов определителя. Со своим знаком берутся про-
изведения элементов главной диагонали, а также два произведения эле-
ментов, образующих треугольники с основаниями параллельными главной
диагонали и с вершиной в противоположном углу. С противоположным
знаком берутся произведения элементов побочной диагонали, а также два
произведения элементов, образующих треугольники с основаниями парал-
лельными побочной диагонали и с вершиной в противоположном углу.

Схематическая запись правила треугольника изображена на рис. 1.
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Пример
Вычислить определитель

723
504
132





.

Решение

           

.678420458

225743301353124702
723
504
132









Определитель 3-го порядка можно вычислить и методом, приписы-
вания строк либо столбцов. Рассмотрим суть этого метода применительно
к столбцам.

Припишем к основной матрице (3.3) справа ее первый и второй
столбцы, получим матрицу вида

















3231333231

2221232221

1211131211

ааааа
ааааа
ааааа

(3.4)

Тогда определитель 3-го порядка, соответствующий матрице (3.3),
будет равен сумме шести произведений, где со своим знаком берут произ-
ведения элементов, стоящих на главной диагонали матрицы (3.4)  332211 ааа
и на двух полных параллелях к ней  322113312312 , аааааа .

Рис. 1









































+ –



31

С противоположным знаком – произведения элементов стоящих на
побочной диагонали  332112 ааа и на двух полных параллелях к ней
 312213322311 , аааааа .

Пример
Вычислить определитель

014
213
522 

А .

Решение















 

14014
13213
22522

        .154201516032122415135422012 

3.3. Свойства определителей
Свойство 1. Величина определителя не изменится, если все его стро-

ки заменить соответствующими столбцами, т.е. если его транспортировать.

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa
 .

Доказательство
По правилу треугольника

331221112332132231

312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa




(3.5)

332112113223312213

133221312312332211

332313

322212

312111

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa




(3.6)

Сравним (3.5) и (3.6). Их правые части равны, следовательно, равны
и левые, т.е.

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa
 ,



32

что и требовалось доказать.
Из доказанного вытекает равноправность строк и столбцов опреде-

лителя. В связи с этим в дальнейшем строки и столбцы будем называть
просто рядами элементов.

Свойство 2. Перестановка двух любых параллельных рядов опреде-
лителя равносильна его умножению на минус единицу.

Например,
11 12 13 13 12 11

21 22 23 23 22 21

31 32 33 33 32 31

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

  .

Доказательство аналогично доказательству свойства 1.

Свойство 3. Если определитель имеет два одинаковых параллельных
ряда, то он равен нулю.

Например,

0

333231

232221

132221


aaa
aaa
aaa

.

Доказательство
По правилу треугольника

0332221212332232231

312322233221332221

333231

232221

232221





aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

Что и требовалось доказать.

Для рассмотрения остальных свойств введем новые понятия.
Пусть имеем определитель 3-го порядка.

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 .

Определение. Минором некоторого элемента ija определителя 3-го
порядка называется определитель 2-го порядка, полученный из исходного
путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении которых находится
выбранный элемент.

Минор элемента ija обозначается ij или ijm . Например, для элемента
23a его минор будет
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3231

1211
23 аа

аа
 .

Определение. Алгебраическим дополнением элемента ija определи-
теля называется соответствующий ему минор, взятый со своим знаком, ес-
ли сумма номеров строки и столбца, на пересечении которых находится
выбранный элемент, есть число четное, и с противоположным знаком, если
эта сумма – число нечетное.

Таким  образом,
ij

ji
ijA  )1( .

Алгебраическое дополнение элемента ija обозначается ijA .
Например,

3331

1311

3331

131122
22 )1(

aa
aa

aa
aa

A   ;

2321

1311

2321

131123
32 )1(

aa
aa

aa
aa

A   .

Свойство 4. Определитель равен сумме произведений элементов не-
которого ряда на соответствующие им алгебраические дополнения, т.е.

11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

21 21 22 22 23 23 13 13 23 23 33 33            ... .

a a a
a a a a A a A a A
a a a

a A a A a A a A a A a A

   

      
У определителя третьего порядка всего шесть таких разложений.
Докажем, например, последнее равенство.
Доказательство.
По правилу треугольника:

331221112332132231

312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa




(3.7)

Раскроем сумму 333323231313 AaAaAa  , используя определение алгеб-
раического дополнения:

    )( 122122113312313211232231322113

2221

1211
33

3231

1211
23

3231

2221
13333323231313

aaaaaaaaaaaaaaa
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aAaAaAa





Окончательно,

122133221133123123233211223113322113

333323231313

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
AaAaAa


 (3.8)
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Сравним равенства (3.7) и (3.8): их правые части равны, следова-
тельно, будут равны и левые, т.е.

333323231313

333231

232221

131211

AaAaAa
aaa
aaa
aaa

 ,

что и требовалось доказать.

Запись определителя в виде суммы произведений элементов некото-
рого ряда на соответствующие им алгебраические дополнения называются
разложением определителя по элементам выбранного ряда.

Рассмотренное свойство дает еще один способ вычисления опреде-
лителей 3-го порядка.

Пример
Вычислить

650
807
123



 ,

Разложив его по элементам любого ряда.
Решение.
Разложим определитель по элементам 2-й строки

   

3 2 1
2 1 3 1 3 2

7 0 8 7 0 ( 8)
5 6 0 6 0 5

0 5 6

     7 12 5 8 15 0 49 120 169 .


 

           

          

Свойство 5. Сумма произведений элементов какого-либо ряда на ал-
гебраические дополнения элементов параллельного ряда равна нулю.

Например,
0231322122111  AaAaAa

или
0333123211311  AaAaAa .

Для доказательства достаточно расписать алгебраические дополне-
ния по определению.

Свойство 6. Если все элементы некоторого ряда содержат один и тот
же множитель, то его можно вынести за знак определителя.

Например,
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332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

k
kakaka
aaa
aaa

 .

Доказательство.
Разложим первый определитель по элементам 3-й строки, получим


2221

1211
33

2321

1311
32

2322

1312
31

333231

232221

131211

aa
aa

ka
aa
aa

ka
aa
aa

ka
kakaka
aaa
aaa

333231

232221

131211

2221

1211
33

2321

1311
32

2322

1312
31

aaa
aaa
aaa

k
аа
аа

a
аа
аа

a
аа
аа

ak  ,

что и требовалось доказать.

Следствие 1. Если все элементы некоторого ряда равны нулю, то и
сам определитель равен нулю.

Для доказательства этого положения достаточно считать множитель
k равным нулю.

Следствие 2. Если все элементы некоторого ряда пропорциональны
соответствующим элементам параллельного ряда, то такой определитель
равен нулю.

Например,

0

333231

131211

131211


aaa

кaкaкa
aaa

Доказательство

333231

131211

131211

333231

131211

131211

aaa
aaa
aaa

k
aaa

кaкaкa
aaa

 ,

Но последний определитель равен нулю, так как содержит две оди-
наковые строки, следовательно, и

0

333231

131211

131211


aaa

кaкaкa
aaa

,

что и требовалось доказать.

Свойство 7. Если каждый элемент некоторого ряда определителя ра-
вен сумме двух слагаемых, то такой определитель можно представить в
виде суммы двух определителей, из которых один в рассматриваемом ряду
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имеет первые слагаемые, а другой – вторые. На остальных местах у всех
трёх определителей стоят одни и те же элементы.

Например,

33
"
3231

23
"
2221

13
"
1211

33
'
3231

23
'
2221

13
'
1211

33
"
32

'
3231

23
"
22

'
2221

13
"
12

'
1211

aаa
aаa
aаa

aаa
aаa
aаa

aaaa
aaaa
aaaa






.

Это свойство можно доказать, разложив первый определитель по
элементам 2-го столбца.

Свойство 8. Величина определителя не изменится, если к элементам
некоторого ряда прибавить соответствующие элементы параллельного ря-
да, предварительно умножив их на один и тот же множитель.

Например,

31333231

21232221

11131211

333231

232221

131211

каaaa
каaaa
каaaa

aaa
aaa
aaa





 .

Доказательство
Учитывая свойство 7, имеем

313231

212221

111211

333231

232221

131211

31333231

21232221

11131211

каaa
каaa
каaa

aaa
aaa
aaa

каaaa
каaaa
каaaa






.

Последний определитель равен нулю в силу пропорциональности
первого и последнего столбцов, поэтому

333231

232221

131211

31333231

21232221

11131211

aaa
aaa
aaa

каaaa
каaaa
каaaa






,

что и требовалось доказать.

Замечание. На этом свойстве основано приведение определителя к
так называемому «удобному виду», т.е. к такому определителю, у которого
все элементы, кроме одного, равны нулю.

Определитель «удобного вида» прост в вычислении.
Пример 1
Вычислить определитель «удобного вида»

2211
073
042






Решение
Разложим заданный определитель по элементам «удобного» третьего

столбца:
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  412142
73
42

2
211
42

0
211
73

0
2211
073
042




















.

Итак, вычисление определителя 3-го порядка «удобного вида» мето-
дом разложения по элементам «удобного вида» сводится к вычислению
одного определителя 2-го порядка.

Пример 2
Привести к «удобному виду» и вычислить определитель

314
237
435



.

Решение
Выполним следующие операции. Умножим все элементы третьей

строки на 3 и сложим с соответствующими элементами второй строки. И
умножив третью строку на (-3) сложим с первой.

126577
115
137

314
1105
1307

314
237
435







3.4. Определители n-го порядка
Пусть имеем квадратную матрицу n-го порядка (n = 4, 5, 6,…):























nnnn

n

n

ааа

ааа
ааа








21

22221

11211

(3.9)

Определителем n-го порядка, соответствующим матрице (3.9), назы-
вают число, обозначаемое символом

nnnn

n

n

ааа

ааа
ааа

А








21

22221

11211

 .

Для определителей n-го порядка остаются справедливыми все поня-
тия и свойства, отмеченные у определителей 2-го и 3-го порядков.

Вычисляют определители n-го порядка методом последовательного
понижения порядка определителя, используя правило разложения опреде-
лителя по элементам некоторого ряда.
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При вычислении определителей n-го порядка исходный определи-
тель и все промежуточные, следует сводить к «удобному виду», если это
возможно.

Пример
Вычислить определитель

1142
3123
4135
2241




Решение
Четвертый столбец сложим со вторым, эту же строку, умноженную

на (-2), – с первой, на (-1) – с третьей.

461
573
043

461
573
043

1142
4061
5073
0043

1142
3123
4135
2241




















Третью строку умножим на (-3) и сложим с первой, эту же строку
умножим на 3 и сложим со второй.

  226722
71
61

211
711

1222

461
7110

12220

461
573
043











ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Определители и их свойства

Определители 2-го порядка

Вычислить определители:

№ 1
25
41


 № 2

21
43  № 3

105
63 № 4

105
163

№ 5
64
23  № 6

106
32


№ 7

54
23


 № 8

02
13 

№ 9
8
775,0

5,01

 № 10

9
2

3
2

7
32,0


№ 11

11
1

3
2

8,0
15
4


№ 12

11
13

9
4

7
2

7
5





№ 13

15
77,0
11
213,0


№ 14

5
218,0
4
327,0


№ 15

222

1
acb

a

cb
cb
ba






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№ 16 22

22

bababa
bababa

 № 17

aa
a
2

1 № 18
21

11
xx

№ 19
aa

a 1 № 20
acabaa
cba




2

1 № 21



cossin
sincos

№ 22



22

22

cossin
cossin

Решить уравнения:

№ 23 0
41
42


х № 24 0
223

41


хх
№ 25 0

14
1





х
хх

№ 26 0
22
142





хх
х № 27 0

11
51





х
х № 28

2
3

32
13





хх
х

№ 29 0
cos1

1sin4


x
x № 30 0

5cos8sin
5sin8cos



xx
xx

№ 31 0
4sin6cos

cos3sin



xx
xx № 32 0

13
4
15sin 2

x

№ 33 0
4sin6cos

sin3cos


xx
xx № 34 0

3sin1
4
13cos 

x

x

№ 35 0
1

322


tgx

ctgxxtg № 36 0
cos5
17

7sin
3

3


x

xtg

xctgx

Решить неравенства:

№ 37 0
1
233



х

х № 38 0
2

51



х

х № 39 5
27
122



х

х

№ 40 14
24
3


х
хх № 41 0

11
352





х
х № 42 0

31
02





х
х

№ 43 0
33
22





х
х

Определители 3-го порядка

Вычислить определители по правилу треугольника:

№ 44
032
301
210


 № 45

2781
941
321

№ 46
543
432
321

№ 47
987
654
321
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№ 48
812
278
543





№ 49
202
312
123





№ 50

105
310
621



№ 51
1010
1631

502


№ 52

520
232
312




№ 53
150
301
012



№ 54
0

0
0

аа
аа
аа

№ 55
381
141
002


 № 56

423
157
243

№ 57
yxyx
xyxy

yxyx





№ 58

7103
8103
62530

№ 59
781

1024
1863





№ 60
x

xx
xxx

620
321 3

32

№ 61
xcxx

xxbx
xxxa





№ 62

1
1

1

2

2

2





Не раскрывая определителей, доказать справедливость равенств:

№ 63
1154
242
723

354
242
123

 № 64
283
132
001

723
512
321






№ 65 0

212121

222

111


 ccbbaa
cba
cba

№ 66 0

3333

2222

1111






cbcb
cbcb
cbcb

№ 67 0
2coscossin
2coscossin
2coscossin

22

22

22






Вычислить определители, разложив их по элементам некоторого ря-
да:

№ 68
321
125
432

 № 69
751
512

001


 № 70

701
801
61510 

№ 71
111
111
111





№ 72

171
1131
7171




№ 73
1010
1631

502


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№ 74
243
312
421


 № 75

аа
а

аа

1
11

1


 № 76

bb
b
b

0
00
11

№77
хх

х
хх






1
10

1
№ 78

100
1cossin
1sincos




№79
100
1coscos
1sinsin




Вычислить определители, предварительно приведя их к «удобному
виду».

№ 80
711
204
312




№81

222
543
1211




№ 82

2201
1131
6300




№83
321
125
432

 № 84
3610
11510
1020


№85

341
363

24128






№ 86
221

12210
424 

№87
15123
743
581


 № 88

212
266
132





№89
823
446
4612 

№ 90
5418
3315
2012


№ 91

324
570
243 

№ 92
222

111

zyx
zyx № 93

0
0

0

ab
aa
aa

№ 94
0sin

sin0sin
sin0





ctg

ctg

№ 95
333

222

zyx
zyx
zyx

№ 96
a

a



111

111
111

№ 97
aaa
aaa

aaa






№ 98
111
1cos1sin1
1sin1cos1




№ 99
101

1sin
2

cos2

1sin
2

cos2

2

2







№ 100
aaa
aanan
aamam





2 № 101
1cossin
12cos2sin
13cos3sin




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№ 102
1cossin
1cossin
1cossin





№ 103
1

11
11

2

2





№ 104



2

2

1
1

111

Решить уравнения:

№ 105 0
512
154

31




х

№ 106 0
1110
312
43






x

x

№ 107 0
111
32
942

x
x

№ 108 0
410
11
232

x
x

№ 109 0
736
54
31






x

x
№ 110 0

831
1053
92


xx

№ 111 0
1110
312

3







x

xx
№ 112 0

876
543
21






xxx
xxx
xxx

Решить неравенства:

№ 113 1
121
21

123






х № 114 0

35
211
122






x

x

№ 115 0
121
21

123






х

Определители высших порядков

Вычислить определители:

№ 116

5351
0131
0022
0003






№ 117

2000
3500
3510
4312





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№ 118

4444
3330
2200
1000

№ 119

0870
0650
4003
2001

№ 120

4043
7032
1021
5012




 № 121

1642
7300
9520
4321



№ 122

1613
3213
1210
0112






№ 123

5032
0126
2112
4332






№ 124

2511
7412
9253
3121




№ 125

2340
5444

10728
0278





№ 126

1111
0214
1211
2405

 № 127

2233
4358
2134
1122






№ 128

0624
3311
1520
1342


№ 129

0212
2223
2631
8412






№ 130

2233
4356
2133
1122






№ 131

0224
2228
2633
8411







№ 132

2822
1321
3012
1413

№ 133

8171
2422
1331
4243





№ 134

0111
1021
3201
1320

№ 135

16871
6420
3321
8431


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№ 136

3214
2143
1432
4321

№ 137

8926
3120
1025
2413






№ 138

2781
216123
3152
7241






№ 139

1510622
6515210

3210216
3532



№ 140

0
0

0
0

bcd
bdc
cdb
dcb

№ 141

xdd
xcc
xbb
xaa

421
321
221
121






№142

00
00

0
0

ed
cb

eca
dba



№143

50000
00300
00020
00001

№144

169489
43231
11171
00054
00032


№145

11334
02116
17005
21114
03652

№146

51000
65100
06510
00651
00062

№147

11011
11412
12121
21112
03121





№148

41020
11001
50301
20300
31131






№149

12111
21123
12131

11212
13111








№150

122732
575315
002327
001232
000083
000021




 №151

514121
120714
131211
141312
134210
814321



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№ 152

1 1 1 ... 1 1
0 2 2 ... 2 2
0 0 3 ... 3 3

...... ........ ........ ........ ........ .....

...... ........ ........ ........ ........ .....
0 0 0 ... 1 1

...
n n

x x x x n x
 


№ 153

nn
nn

nnn
nnn
nnn

1...321
1...432

...........................................

...........................................
34...12
23...11
12...21








№ 154

11...111
11...000

........................................
11...100
11...110
11...111







n

n
n

n

№ 155

0...321
.........................

...021

...301

...321






n
n
n

№ 156

2...222
.........................
2...322
2...232
2...223
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№ 9. .25,1 № 10.
315
104
 . № 11.

165
92 . № 12.

693
497
 .

№ 13.
16500
3101 . № 14. .243,0 № 15.
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2
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  
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x
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  
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№ 30. ).()12(
6

znnx 
 № 31.

1

2

;
6 3 ( )

,
4 2

x n
n z

x n

 

 

   
  


.

№ 32. z).(n
5

)1(
15

 nx n  № 33.
1

2

3 .

2

x n

x n





 

 
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)( zn

№ 34. z).(n
6

)1(
36

1   nx n  № 35. ).()
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№ 50. .1 № 51. .87 № 52. .0
№ 53 .29 № 54. .2 3a № 55. .4
№ 56. .48 № 57. )(2 33 yx  . № 58. 225 .
№ 59. .582 № 60. .2 3x № 61. ).( cabcabxabc 
№ 62. 1222  y . № 68. .10 № 69. .18
№ 70. .15 № 71. .4 № 72. .180
№ 73. .87 № 74. .0 № 75. .4a
№ 76. .2 2b № 77. .2x № 78. ).cos(  
№ 79. ).sin(   № 80. .18 № 81. .220
№ 82. .288 № 83. .10 . № 84. .990
№ 85. .240 № 86. .8 № 87. .288
№ 88. .10 № 89. 72 . № 90. .96
№ 91. .103 № 92. ).)()(( xzzyyx  № 93. .2 2ba
№ 94. .2sin  . № 95. ).)()(( yzxzxyxyz 
№ 96. .ab № 97. 34a . № 98. .1

№ 99. ).sin(   № 100. .amn № 101.
2

sinsin4 2 
  .

№ 102. ).sin()sin()sin(   jj № 103. .)( 22  

№ 104. .23 24   № 105. .3 № 106 1

2

10;
2.

x
x
 

 
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























nnnn

n

n

aaа

aaa
aaа

А








21

22221

11211
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2

2;
3.

x
x


 
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2

2;
0.

x
x
 

 
№109. 1

2

11;
7

2.

x

x

  

 
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
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 ;
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№ 141. .0 № 142.   .2cdbe  № 143. .120
№ 144. .4 № 145. .141 № 146. .32 № 147. .96
№ 148. .38 № 149. .60 № 150. .42 151. .1104
№ 152. n!n...321  № 153.   .21 2-nn №154. .1nn
№ 155 n!n...321  № 156. .12 n

4. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА И ЕЕ ПОСТРОЕНИЕ

4.1. Понятие о невырожденной и союзной матрицах

Пусть имеем квадратную матрицу n-го порядка

Определение. Квадратная матрица А называется неособен-
ной, или невырожденной, если ее определитель не равен нулю. В
противном случае матрица А называется особенной, или вырож-
денной.

Например,

1. 










34
12

A – невырожденная матрица, так как
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.0246
34

12



 A

2.



















3139
256
113

A – вырожденная, так как ее определитель

0
3139
256
113



 A

(1-й и 3-й столбы пропорциональны).

Определение. Матрица, составленная из алгебраических дополнений
элементов квадратной матрицы А с последующим транспонированием, на-
зывается союзной, или присоединенной к исходной матрице А .

Ее обозначение A или A~ . Таким образом,





















nnnn

n

n

ААА

ААА
ААА

A







21

22212

12111

.

Алгебраические дополнения элементов матрицы определяются так
же, как и алгебраические дополнения элементов определителя.

Пример

Найти союзную матрицу для матрицы





















513
124
213

A

Решение
Вычислим алгебраическое дополнение каждого элемента данной

матрицы.

11
51
12

11 

A ; 3

51
21

21 



A ; 5
12
21

31 


A ;

17
53
14

12 A ; 21
53
23

22 


A ; 11
14
23

32 


A ;

10
13

24
13 


A ; 6

13
13

23 


A ; 2
24
13

33 A ,

Откуда























2610
112117
5311

A .
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4.2. Обратная матрица и ее свойства
Определение. Матрица 1A называется обратной квадратной матрице

A , если она, будучи умноженной как слева, так и справа на данную матри-
цу A , дает соответствующую единичную матрицу; т.е. если

ЕAААA   11 , то 1A – обратная матрице A .
Нахождение обратной матрицы для заданной называется обращени-

ем данной матрицы.
Теорема. Всякая невыраженная матрица имеет обратную матрицу.
Доказательство.
Рассмотрим невырожденную матрицу



























nn

n

n

ааа

ааа
ааа

А

nn ...
............
............

...

...

21

22221

11211

Ее определитель 0 A .
Составим для матрицы A ее союзную A .





















nnnn

n

n

ААА

ААА
ААА

A







21

22212

12111

.

Умножим союзную матрицу A на число
А

1 , получим матрицу

вида




































А
А

А
А

А
А

А
А

А
А

А
А

А
А

А
А

А
А

A
А

nnnn

n

n








21

22212

12111

1 .

Покажем, что полученная матрица *1 А
А



и есть обратная матри-

ца, т. е. что 1*1 


АА
А

. Для этого проверим определение обратной

матрицы, т. е. установим, что
ЕА

А
А 

 *1 и ЕАА

А



*1 .

1) Перемножим матрицы А и *1 А
А



, в результате получим мат-

рицу С , у которой элементы главной диагонали имеют вид
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111121211111112121111
11 


















А
А

А
AaAaАа

А
Аа

А
Аа

А
Аас nnnn 

122222221212222222121
22 


















А
А

А
АаАаАа

А
Аа

А
Аа

А
Ааc nnnn 

……………………………………………………………………..

12211 













А
А

А
Аа

А
Аа

А
Аас nnnnnnnn

nn  .

Остальные элементы матрицы С равны нулю, так как при их состав-
лении элементы одной строки матрицы А умножаются на алгебраические
дополнения элементам параллельной строки, например:

021221221112122122111
11 














А

АаАаАа
А
Аа

А
Аа

А
Аас nnnn  .

Таким образом

EA
А

A 























100

010
001

1 *







2) Совершенно аналогично можно показать, что
EAA

А



*1

Итак, EAA
A

A
А

A 




 ** 11 , следовательно,

1*1 


AA
А

,  что и требовалось доказать.

Свойства обратной матрицы
1. Определитель обратной матрицы равен обратной величине опре-

делителя исходной матрицы, т. е.
 

А
А


  11 .

2. Обратная матрица произведения двух матриц равна произведению
обратных матриц, взятых в обратном порядке, т. е.

  111   ABBA .
3. Транспонированная обратная матрица равна обратной от транспо-

нированной, т. е.
    11   ТТ АА .

4.3. Построение обратной матрицы
Построение обратной матрицы с помощью союзной
Из теоремы существования обратной матрицы следует правило по-

строения обратной матрицы с помощью союзной.
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1. Проверяем, является ли заданная матрица А невырожденной. Для
этого вычисляем её определитель А .

2. Составляем союзную матрицу A .
3. Умножаем союзную матрицу A на число

А
1 , в результате по-

лучаем искомую обратную матрицу.
Пример
Найти матрицу, обратную















 


110
421
243

А .

Решение

  .1266
21
63

100
421
263

 третьимссложими1-на
столбец третийУмножим

110
421
243


















А

Так как 012 А , то обратная матрица существует. Строим её.

242
11
42

11 А ;   624
11
24

21 


А ; 20
42
24

31 


А ;

1
10
41

12 А ; 3
10
23

22 


А ; 14
41
23

32 


А ;

1
10
21

13 А ; 3
10
43

23 А ; 2
21
43

33 А .

Отсюда























231
1431
2062

*А ;


























231
1431
2062

12
11 *1 А

А
А ;

или

























6
1

3
1

6
1

6
7

4
1

6
1

3
5

2
1

6
1

1А .

Построение обратной матрицы с помощью элементарных преобразо-
ваний.

Любую невырожденную матрицу А с помощью элементарных пре-
образований, произведенных только над строками или только над столб-
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цами, можно свести к соответствующей единичной матрице Е . Если со-
вершенные над матрицей А элементарные преобразования и том же по-
рядке применить к единичной матрице Е , того же размера, что и матрица
А , то единичная матрица Е преобразуется в обратную матрице А .

Элементарные преобразования над матрицами А и Е удобно совер-
шать одновременно, записывая их рядом, через черту.

Пример
Найти матрицу, обратную





















1111
1222
1233
1234

А .

Решение
Над единичной матрицей будем совершать те же преобразования,

что и над исходной. Поменяем местами первый и четвертый столбцы.





































00011111
01002221
00103231
10004231

~

10001111
01001222
00101234
00011234

.

Умножим первый столбец на  3 и сложим со вторым столбцом,
умножим первый столбец на  2 и прибавим к третьему, на  4 – с чет-
вертым:























42313121
01002011
00101001
10000001

.

Поменяем местами второй и четвертый столбцы местами:
























32412131
01001021
10000011
00100001

.

Второй столбец умножим на  1 :
























32412131
01001021
10000011
00100001

.
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Прибавим к первому столбцу второй, умноженный на  1 :
























32432132
01001021
10000010
00110001

.

Поменяем местами третий и четвертый столбцы местами:
























23431232
10000121
01000010
00110001

.

Третий и четвертый столбцы умножим на  1 :

























23431232
10000121
01000010
00110001

.

Сложим третий столбец с первым и со вторым, предварительно ум-
ножив третий на  2 :

























23201210
10000100
01210010
00110001

.

Четвертый столбец складываем со вторым и с третьим, умножив чет-
вертый на  2 :

























21001000
12100100
01210010
00110001

.

Итак,



























2100
1210
0121
0011

1А .
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Обратная матрица

Доказать, что матрица А является обратной для В , если:

№ 1






















403
24118

504
А ,

















403
610

504
В .

№ 2




















100
12

10
511

А ,














 


100
220
321

В .

№ 3






















120
7171

5121
А ,















 


522
211
123

В .

Найти обратную 1А матрицу для матрицы А и показать, что
ЕАААА   11 , если:

№ 4 









13
27

А . № 5

















021
123
112

А .

Найти обратную матрицу матрицам:

№ 6 







73
82 . № 7 








 01

10 . № 8 







42
73 .

№ 9 







43
21 . № 10 








75
43 .

№ 11 










cossin
sincos . № 12

















400
320
785

.

№ 13
















010
001
100

. № 14
















321
103
221

. № 15
















631
321
111

.

№ 16
















 325
436
752

. № 17




















153
132
543

.

№ 18
















351
493
372

. № 19


















122
212

221
.



55

№ 20














 

100
210
321

. № 21



















121
011
322

.

№ 22




















153
174
584

. № 23














 

401
210
321

.

№ 24
















351
493
372

. № 25




















123
235
124

.

№ 26
















225
132
143

. № 27






















1111
1111
1111

1111

.

№ 28
















 

2332
1245
1160
3433

. № 29





















6201
1111

2132
4321

.

№ 30





















1000
2100
3220

7531

. № 31


















 3212
4311
0023
0012

.

№ 32


















1000
1100
1110
1111

. № 33























0111
1011
1101
1110

.

№ 34


















4000
3300
2220
1111

. № 35


















1111
1222
1233
1234

.

№ 36























6183
3422
4083
2121

. № 37























1221
1672

4130
1100

.

Решить матричные уравнения:

№ 38 
















32
18

13
42

Х № 39 






















65
21

45
23

Х
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№ 40 
















31
92

11
43

X № 41 
















95
53

43
21

X

№ 42 



























109
1614

87
65

25
13

X

№ 43 



















64
32

64
32

X № 44 
















12
12

12
12

X

№ 45 

















10
01

12
12

X № 46 

















189
42

84
63

X

№ 47 
















11
11

96
64

X

№ 48














 





















8710
7210
031

012
423

321
X

№ 49








































0152
095
038

125
231

135
X

№ 50









































521
234
311

111
012
111

X

№ 51














 





































111523
91318
202

111
211
679

375
254
1321

X

ОТВЕТЫ

№ 4. .
73
21

A 1-











 № 5. .

134
111
122

1





















A

№ 6. .
23

87
1/10 










 № 7. .
01
10







  № 8. .
32
74

2/1 












№ 9. .
2/12/3

12










 № 10. .
35
47












№ 11. .
cossin
sincos









 

 № 12. .
4/100
8/32/10

4/15/45/1



















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№ 13. .
001
100
010
















№ 14. .

606
518
222

6/1




















№ 15. .
121
253

133





















№ 16. .

242927
344138
111






















№ 17. .
131
7185
1298





















№ 18. .
112

3/113/5
3/123/7





















№ 19. .
122
212

221
9/1


















 № 20. .

100
210

721




















№ 21. .
461
351
341





















№ 22 .
441
24117
431712

13/1




















№ 23. .
121
272

784

11
1





















№ 24. .

336
135
167

3
1





















№ 25. .
221
311
101





















№ 26. .

11411
111

164
5/1






















№ 27. .

1111
1111
1111

1111

4/1





















 № 28. .

159994359
111693041
8523

191257

























№ 29. .

3514
1201

1320517
1726622

























№ 30. .

1000
2100
2/712/10

2/551131























№ 31. .

321423
431931

0023
0012

























№ 32. .

1000
1100

0110
0011
























№ 33. .

0111
1011

1101
1110

























№ 34. .

4/1000
4/13/100

03/12/10
002/11























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№ 35. .

2100
1210

0121
0011

























№ 36. .

1105
32110
2/7212/23
84324

























№ 37. .

12/12/12/1
12/12/12/3

3/56/52/16/7
3/106/72/16/1

























№ 38. .
2/310
2/524












№ 39. .
45
23









 № 40. .

01
32










№ 41. .
32
11







 

№ 42. .
43
21







 № 43.






































 b

b
2
32/3

2
32 



, где a и b – любые действитель-

ные числа. № 44. .
2122 







 ba
b , где  и b – любые числа.

№ 45. Нет  решений. № 46.














 




3
4-9

b
3
42 b

,  и b – любые числа.

№ 47. Нет решения. № 48. .
333
212
546

















№ 49. .
987
654
321
















№ 50. .

035
238
023





















№ 51. .

132
321
111

















5. РАНГ МАТРИЦЫ И ЕГО ВЫЧИСЛЕНИЕ

5. 1. Определение и свойства матрицы
Пусть имеем произвольную прямоугольную матрицу А размера nm





























mnmkmm

knkkkk

nk

nk

аааа

аааа

аааа
аааа

A










21

21

222221

111211
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Выделим k строк и k столбцов, получим квадратную матрицу, для
которой существует определитель го-k порядка. Назовем этот определи-
тель минором гоk порядка матрицы А .

Очевидно, что матрица А имеет всевозможные миноры порядков от
1 до  nm,min . При этом среди всех отличных от нуля миноров найдется, по
крайней мере, один, порядок, которого будет наибольшим.

Определение. Наивысший порядок ненулевого минора матрицы А
называется её рангом.

Ранг  матрицы А обозначается  Ar или rangA .
Если ранг матрицы А равен k , то это значит, что матрица А имеет,

по крайней мере, один минор гоk порядка, отличный от нуля, но всякий
минор, порядок которого больше, чем k , равен нулю или не существует.

Ранг матрицы nm может быть одним из чисел:  nm,min,,2,1,0  .
Пример
Найти ранг матрицы






















0000
2321
5643
2321

A ,

используя определение.
Решение
1. Вычислим минор самого высокого, го4  порядка:

0

0000
2321
5643
2321




,

так как, в частности, я4  строка состоит из нулей.
2. Рассмотрим всевозможные миноры го3 порядка. Все они будут

равны нулю за счет пропорциональности й1 и й3 строк и за счет равен-
ства нулю всех элементов й4  строки.

3. Вычислим всевозможные миноры го2  порядка. Все миноры,
включающие в себя попарно элементы й1 , й3 и й4  строк, будут рав-
ны нулю, но

0264
43
21

 .

Следовательно, ранг заданной матрицы равен 2.

Свойства ранга матрицы
1. При транспонировании ранг матрицы не меняется.
2. Ранг матрицы не изменится, если удалить из неё столбец (или

строку) из нулей.
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3. Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях.

Из этих свойств следует, что ранги двух эквивалентных матриц рав-
ны.

5.2. Вычисление ранга матрицы
Находить ранг матрицы по определению не всегда выгодно, так как

весьма часто приходится вычислять большое число определителей и при-
том высокого порядка.

Рассмотрим другие способы нахождения ранга матрицы.

Нахождение ранга матрицы методом окаймления.
Определение. Окаймляющим минором для выбранного минора на-

зывается минор, который целиком содержит выбранный и порядок которо-
го на единицу выше порядка выбранного минора.

Например, пусть имеем матрицу
































41281
3705
2411
2103
7842

А

Выберем минор го2  порядка

41
10

Тогда окаймляющими его минорами будут

но, например минор

не будет окаймляющим.

241
210
784






411
103
842 

705
411
103

1281
411
103



370
241
210 

4128
241
210





4128
370
241




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Теорема. Если матрица А имеет отличный от нуля минор порядка k ,
а все окаймляющие его миноры равны нулю, то ранг матрицы A равен k .

На этой теореме основано правило нахождения ранга матрицы мето-
дом окаймления.

1. Ищем в заданной матрице минор го2  порядка, отличный от нуля.
2. Вычисляем окаймляющие его миноры до тех пор, пока не найдем

отличного от нуля.
3. Для этого найденного минора го3 порядка вычисляем окайм-

ляющие его миноры до тех пор, пока не найдем отличного от нуля и т. д.
4. Если минор гоk порядка не равен нулю, а все окаймляющие его

миноры равны нулю или не существуют, то ранг матрицы равен k .

Пример
Найти ранг матрицы


















11152
3110
4121

A

методом окаймления.
Решение
1. Выберем минор го2  порядка, отличный от нуля:

01
10
21

 .

2. Вычислим окаймляющие его миноры.

0
652
010
321

152
110
121

 ; 0
310
310
421

1152
310
421



Для выбранного минора го2  порядка 01
10
21

 все окаймляющие

миноры равны нулю, следовательно, ранг матрицы равен 2.
Замечание. Минор, порядок которого определяет ранг матрицы, на-

зывается базисным. У матрицы может быть несколько базисных миноров.

В рассмотренном примере минор
10
21

– базисный.

Нахождение ранга матрицы с помощью элементарных преобразова-
ний.

Определение. Матрица, у которой в начале главной диагонали стоят
подряд несколько единиц, а все остальные элементы равны нулю, называ-
ется канонической.
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Например,



















00000
00100
00010
00001

– каноническая матрица.

Очевидно, нулевая матрица является частным случаем канонической.
Любую матрицу с помощью элементарных преобразований можно

свести к канонической. Полученная каноническая матрица будет эквива-
лентна исходной, следовательно, ранги этих матриц равны. Ранг канониче-
ской матрицы равен числу единиц на главной диагонали.

Пример
Найти ранг матрицы























28122
71542
42312

А

с помощью элементарных преобразований.
Решение.
Умножим первую строку на

2
1 :






















28121
71541
42311

.

Сложим первую строку со второй и третьей, умножив ее на  1 :






















210210
33230
42311

.

Первый столбец сложим со вторым, третьим, четвертым и послед-
ним, умножив его на 1,  3 , 2 и  4 соответственно:




















210210
33230
00001

.

Сложим второй столбец с четвертым и пятым:




















39210
00230
00001

.

Вторую строку прибавим к третьей:
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


















39040
00230
00001

.

Третий столбец умножим на
2
1 и поменяем его местами со вторым:




















39400
00310
00001

.

Умножим второй столбец на 3 и сложим с третьим:

















 39400
00010
00001

.

Умножим третий столбец на 







4
1 :

















 39100
00010
00001

.

Окончательно, умножим третий столбец на  9 , а затем на 3 и сло-
жим четвертым и мятым, соответственно:

















00100
00010
00001

.

На главной диагонали канонической матрицы стоят три единицы,
следовательно, ранг заданной матрицы А равен 3 .

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Ранг матрицы

Найти ранг матрицы:

№ 1 







63
21 № 2

















333
222
111

№ 3
















00
00
01

№ 4 







540
032 № 5

















941
321
111
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№ 6
















0600
7650
4321

№ 7
















113
642
321

№ 8
















233
112

321
№ 9

















613
452
241

№ 10





















225
423

321
№ 11





















336
224
112

№ 12





















3212
1315

2123
№ 13






















43212
31315
12123

№ 14
















 1113
3642
4321

№ 15

















7233
3112
4321

№ 16


















61345
0521
3412
1311

№ 17



















21221
32123
53102

№ 18





















4225
2423
1321

№ 19
























10957
5223

0511
5312

№ 20























553
111
351
142

№ 21
























6553
1111

2351
1142

№ 22



















06772
42592
22110
12341

№ 23



















004
203
211
012

№ 24






















3231
5213
9404
4211

№ 25



















21221
32123
53102
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№ 26





















034421
35121
53342

№ 27





















28112
71542
42312

№ 28



















224
203
222
032

Вычислить ранг матрицы методом элементарных преобразований:

№ 29
























54474
13110
24121
01342

№ 30




























032
1050
713
641
420

№ 31



















204841
54252

127962
50231

№ 32



















06772
42592
22110
12341

№ 33
























27526247
18111155

32534
51243

№ 34
























20281
71234
43523
14132

№ 35























5741
1321

2413
1132

№ 36























1977
7115
4312
1531

№ 37


















30285318
120152794
121142593
31275117

№ 38





















67302126
1102764
47311517

4823183

№ 39


















20322548
549475134
17312543
549475132

№ 40





















 

4752
5311
2431
3321
6852
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№ 41




















2333
3422
4511

№ 42



















231213
01421
21441
32852

№ 43





















28112
71524
42312

№ 44
























14157
70531

43235
52313

№ 45





















521284142816
86294239826

155201356747
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6. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

6.1. Основные понятия
Пусть имеем произвольную систему линейных уравнений
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

(6.1)

Здесь m – количество уравнений, а n – количество неизвестных.
nxxx ,,, 21  – неизвестные, которые надо определить. mnaaa ,,, 1211  – коэф-

фициенты системы; mbbb ,,, 21  – свободные члены. Здесь коэффициенты ijа

 njmi ,1;,1  , ib  mi ,1 – предполагаются известными числами. Индексы
коэффициентов ijа системы обозначают номера уравнения  i и неизвест-
ного  j , при котором стоит этот коэффициент, соответственно.
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Неизвестные jx  nj ,1 входят в уравнение в первой положительной
степени. Поэтому уравнения называются – линейными.

Определение. Система (6.1) называется однородной, если все её сво-
бодные члены равны нулю  021  mbbb  , иначе – неоднородной.

Определение. Система (6.1) называется квадратной, если число m
уравнений равно числу n неизвестных.

Определение. Решением системы (6.1) называется совокупность n
чисел nccc ,,, 21  таких, что подстановка каждого ic вместо ix системы (6.1)
обращает все её уравнения в тождества.

Определение. Система (6.1) называется совместной, если она имеет
хотя бы одно решение, и несовместной, если у неё нет ни одного решения.

Совместная система вида (6.1) может иметь одно или более решений.
Определение. Совместная система вида (6.1) называется определен-

ной, если она имеет единственное решение; если же у неё их бесконечное
множество, то она называется неопределенной. Если уравнений больше,
чем неизвестных, она называется переопределенной.

Определение. Если система неопределенна, то каждое её решение
называется частным решением данной системы.

Определение. Совокупность всех частных решений называется об-
щим решением неопределенной системы.

6.2. Формула Крамера
Рассмотрим вопрос о решении системы n линейных уравнений с n

неизвестными. Для простоты записи ограничимся случаем 4n , но приве-
денные ниже соображения будут иметь общий характер.

Итак, пусть дана система

.

4444343242141

3434333232131

2424323222121

1414313212111
















bxaxaxaxa
bxaxaxaxa
bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

(6.2)

И пусть определитель этой системы, составленный из коэффициен-
тов при неизвестных, отличен от нуля, т.е.

0

44434241

34333231

24232221

14131211



aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

. (6.3)

Введем четыре определителя
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4443424

3433323

2423222

1413121

1

aaab
aaab
aaab
aaab

 ,

4443441

3433331

2423221

1413111

2

aaba
aaba
aaba
aaba

 ,

4444241

3433231

2422221

1411211

3

abaa
abaa
abaa
abaa

 ,

4434241

3333231

2232221

1131211

2

baaa
baaa
baaa
baaa

 .

Где определитель 1 , полученный из определителя  , путем замены
первого столбца столбцом свободных членов; определитель 2 , – из  , пу-
тем замены второго столбца столбцом свободных членов; аналогично, 3 и

4 , замены третьего и четвертого столбцов соответственно столбцом сво-
бодных членов.

Пусть 41312111 ,,, AAAA – алгебраические дополнения первого столбца.
Умножим первое уравнение системы (6.2) на 11A , второе на 21A , третье на

31A , четвертое на 41A и все сложим, получим

   
   

441331221111

4444134312421141134341333123211311

2424132312221122114141313121211111

bAbAbAbA
xaAaAaAaAxaAaAaAaA

xaAaAaAaAxaAaAaAaA





(6.4)

По свойству 5 определителей (сумма произведений элементов како-
го-либо ряда на алгебраические дополнения элементов параллельного ряда
равна нулю), выражения во второй, третьей и четвертой скобках равна ну-
лю. А по свойству 4 определителей выражение в первой скобке равно оп-
ределителю (6.2). А выражение в правой части есть определитель 1 .

Т.о. выражение (6.4) примет вид
11  x .

И так как 0 , то



 1

1x .

Поступая аналогичным образом, получаем остальные неизвестные.
Для нахождения неизвестного 1x – умножаем каждое уравнение системы
на алгебраические дополнения второго столбца определителя (6.3). Неиз-
вестных 3x и 4x – умножаем на алгебраические дополнения третьего и чет-
вертого столбцов, соответственно. Будем иметь



 2

2x ,


 3

3x ,


 4

4x .
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В силу равноправности всех неизвестных приходим к следующему
результату.

Теорема Крамера. Если определитель системы n линейных уравне-
ний с n неизвестными отличен от нуля, то система имеет единственное
решение, причем каждое неизвестное равно дроби, знаменателем которой
служит определитель системы, а числителем определитель, полученный из
знаменателя заменой столбца коэффициентов при определяемом неизвест-
ном столбцом свободных членов.

Формулы:


 k

kx , где nk ,1 – называются формулами Крамера.

Пример: Найти решение системы по формулам Крамера. Для этого
вычислим определитель системы:













12
72
532

zyx
zyx
zyx

.

Решение:

112
211
132




 .

Прибавляя удвоенный второй столбец к первому, а затем (в получен-
ном определителе) второй столбец к третьему, найдем

018624
33
28

010
313
238




 .

Найдем 321 ,,  .

111
217
135

1




 .

Прибавляя второй столбец к первому и третьему столбцам, получим

8
38
28

010
318
238

1 


 .

112
271
152

2


 .

Вычитая удвоенную вторую строку из первой и третьей строк, полу-
чаем
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38
313
59

3130
271
590

2 







 .

112
711
532

3


 .

Прибавляя удвоенный второй столбец к первому столбцу, а затем
второй к третьему, получим

40
83
88

010
813
838

3 


 .

Тогда

9
4

18
81 



x ;

9
19

18
382 



y ;

9
20

18
403 



z .

Следовательно,
9
4
x ,

9
19
y ,

9
20
z – единственное решение задан-

ной системы.

6.3. Матричная запись системы линейных уравнений

Пусть имеем произвольную систему линейных уравнений
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

(6.5)

Составим три матрицы:
1) матрицу из коэффициентов при неизвестных





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22121

11211

она называется матрицей системы, или основной матрицей;
2) матрицу-столбец из неизвестных



71





























nх

х
х

X

...

...

...
2

1

;

3) матрицу-столбец из свободных членов





























mb

b
b

B

...

...

...
2

1

(6.6)

Умножим матрицу A на матрицу X , имеем


























12211

2122212121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

XA






(6.7)

Отсюда следует, что левые части системы (6.5) являются элементами
матрицы–столбца ХА  . Правые части этой системы – элементы матрицы–
столбца В . Но если соответствующие элементы матриц одного размера
(здесь 1m ) попарно равны, то равны и сами матрицы.

Таким образом,
BXA  (6.8)

или



























































mnmnmm

m

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa








2

1

2

1

21

22221

11211

(6.9)

Равенства (6.8) и (6.9) называют матричными уравнениями. Они да-
ют запись системы (6.2) в матричной форме.

Пример
Записать в матричной форме систему








4
732

31

321

xx
xxx

Решение
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































4
7

101
321

3

2

1

x
x
x

6.4. Получение формул Крамера с помощью теории матриц
Рассмотрим систему (6.1) n линейных уравнений с n неизвестными
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

и пусть определитель этой системы

0

21

22221

11211



nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







Найдем при этих условиях решение системы. Обозначим через i

( ni ,1 ) определитель, полученный из определителя системы путем замены
столбца коэффициентов при том-i неизвестном столбцом свободных чле-
нов, тогда, например:

nnnn

n

n

aab

aab
aab







1

2222

1121

1  ,…,

nnn

n

baa

baa
baa







12

22221

11211

 (6.10)

Запишем систему (6.1) в матричной форме
BXA  (6.11)

Умножим обе части уравнения (6.10) слева на обратную матрицу для
матрицы А :

BAXAA   11 .
Но по определению обратной матрицы, EAA 1 , поэтому

BAXE  1 .
В силу свойства единичной матрицы XXE  , следовательно,

BAX  1 (6.12)
Равенство (6.12) – матричная форма решения системы (6.9).
Но *1 1 A

A
A 


 , где *A – союзная матрица матрице A , поэтому

BA
A

X 

 *1 (6.13)

(6.13) – ещё одна матричная форма решения системы (6.12).
Распишем равенство (6.13).
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



























































nnnnn

n

n

n b

b
b

AAA

AAA
AAA

A
x

x
x









2

1

21

22212

12111

2

1

1 (6.14)

Перемножим матрицы *А и В , тогда равенство (6.14) примет вид:














































nnnnn

nn

nn

n bAbAbA

bAbAbA
bAbAbA

A
x

x
x








2211

2222112

1221111

2

1

.....................................
1 .

Отсюда, используя определение равенства двух матриц, имеем:































A
bAbAbAx

A
bAbAbAx

A
bAbAbAx

nnnnn
n

nn

nn







2211

2222112
2

1221111
1

...........................................
.

Но nn bAbAbA  1221111  – разложение определителя 1 (см. (6.10))
по элементам первого столбца, поэтому

A
x


 1

1 .

Аналогично

A
x



 2

2 ,…,
A

x n
n 

 .

Итак, формулы Крамера имеют вид:




























A
x

A
x

A
x

n
n



2
2

1
1

(6.15)

Вывод. Если определитель системы n линейных уравнений с n неиз-
вестными отличен от нуля, то система имеет единственное решение, кото-
рое можно найти либо матричным способом по формуле (6.13), либо с по-
мощью формул Крамера (6.15).

Пример. Решить систему матричным способом
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











82
93
52

32

32

21

xx
xx
xx

.

Решение
Матричное решение системы имеет вид

BAX  1 .
В нашем случае


















3

2

1

x
x
x

X ,

















8
9
5

B .

Матрица системы


















210
130
021

A .

Найдем матрицу 1A – обратную матрице A с помощью элементар-
ных преобразований.

Будем учитывать, что если совершать над матрицей А элементарные
преобразования и в том же порядке применять к единичной матрице Е , то-
го же размера, что и матрица А те же преобразования, то единичная мат-
рица Е преобразуется в обратную матрице А . Запишем матрицу A и мат-
рицу Е

















100210
010130
001021

Вычтем из второго столбца удвоенный первый, получим















 

100210
010130
021001

Поменяем местами второй и третий столбцы















 

010120
100310
201001

Прибавим к третьему столбцу второй умноженный на  3





















310520
100010
201001

Разделим третий столбец на  5
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
















5/310120
5/100010
5/201001

Умножим третий столбец на  2 и прибавим ко второму






















5/35/10100
5/15/20010
5/25/41001

.

Итак,























5/35/10
5/15/20

5/25/41
1А .

Распишем матричное решение BAX  1






















































8
9
5

5/35/10
5/15/20

5/25/41

3

2

1

x
x
x

.

Перемножим две последние матрицы, тогда






































5/245/90
5/85/180
5/165/365

3

2

1

x
x
x

.

или

































3
2
1

3

2

1

x
x
x

.

Отсюда, используя условия равенства двух матриц, имеем 11 x ,
22 x , 33 x – единственное решение заданной системы.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Решить системы матричным способом:

№ 1







543
932

21

21

xx
xx № 2








432
543

yx
yx

№ 3







01485
01374 1

yx
yx № 4








14
223

yx
yx

№ 5







023
132

yx
yx № 6













32
0745
4323

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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№ 7












24
425
2232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 8












1352
423

3

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 9












52
32

6

321

321

321

xxx
xxx

xxx
№ 10













244
422
12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 11












13532
1623
4432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 12













1542
02

53

321

321

21

xxx
xxx

xx

№ 13












873
1353

42

321

321

321

xxx
xxx

xxx
№ 14













143
56
054

31

31

31

xx
xx
xx

№ 15












1132
132
523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 16












4385
142
1232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 17












35
62
523

21

321

321

xx
xxx
xxx

№ 18
















643
95423

178637
7432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

№ 19
















432
632
423

132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

№ 20
















14324
13243
12432
11432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Решить системы уравнений, используя формулы Крамера:

№ 21







4054
723

yx
yx №22








22
13

yax
yax

№ 23







847
425

yx
yx № 24







nyx

nmnymx
2

)( 2

при nm 2

№ 25







8172
1353

yx
yx № 26







1843
143

yx
xy

№ 27







564
632

yx
yx № 28








333
132

yx
yx

№ 29







daybx
cbyax № 30








55
555

yx
yx

№ 31







062
232

yx
yx № 32








abbyax
byax

63
032
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№ 33












3651110
15235
15327

zyx
zyx
zyx

№ 34












105
163
52

zy
zx
yx

№ 35












1625
16732
62

zyx
zyx

zyx
№ 36
















123
105
1032

05544

32

321

431

4321

xx
xxx

xxx
xxxx

№ 37
















633
623
62333
4232

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

ОТВЕТЫ

№ 1.
1
;3

2

1




x
x № 2.

2
;1

2

1




x
x № 3.

3
;2



y
x

№ 4.
1
;0



y
x № 5

.13/3
;13/2




y
x № 6.

.3
;4
;1

3

2

1





x
x
x

№ 7.
.5
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 8.
.4
;3

;2

3

2

1





x
x
x

№ 9.
.3
;2

;1

3

2

1





x
x
x

№ 10.
.2

;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 11.
.1
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 12.
.3
;1
;2

3

2

1





x
x
x

№ 13.
.1
;1
;1

3

2

1





x
x
x

№ 14.
4

;29
;5

3

2

1





x
x
x

№ 15.
.3
;2

;2

3

2

1





x
x
x

№ 16.
.1
;1

;3

3

2

1





x
x
x

№ 17.
.1
;1

;2

3

2

1





x
x
x

№ 18.

.2
;1
;0
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 19.

.1
;0
;1
;1

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 20.

.1
;1
;1
;2

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 21.
.4

;5



y
x

№ 22.
.1

;/4


y

ax № 23.
.2
;0




y
x № 24.

.2
;

nmy
mx



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№ 25.
.7
;16




y
x № 26.

.3
;2




y
x № 27.

.6/7
;4/17




y
x

№ 28.
.3/3

;0



y
x № 29.

.

;

22

22

ba
adbcy

ba
bdacx










№ 30.

.54,0
;3




y
x

№ 31.
.3/2

;2



y
x № 32.

.3/2
;
ay

bx

 № 33.

.1
;1

;2





z
y
x

№ 34.
5
;3
;1





z
y
x

№ 35.
.1

;1
;3





z
y
x

№ 36.

.2
;2
;1

;1

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 37.
.0

;2

432

1




xxx
x

7. КРИТЕРИЙ СОВМЕСТНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Критерием совместности линейной системы является теорема Кро-
некера - Капели.

Пусть имеем произвольную систему линейных уравнений
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

.

Составим матрицу системы





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

.

И расширенную матрицу A , полученную из матрицы A присоедине-
нием к ней столбца свободных членов:























mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

A








2

1

21

22221

11211

.
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Теорема Кронекера - Капелли. Система линейных алгебраических
уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы
системы A равен рангу расширенной матрице A .

Пример 1. Исследовать на совместность систему













4322
335
1223

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
.

Решение
Составим матрицу системы























3212
1315
2123

A .

Найдем её ранг методом окаймления.
Выбираем минор 2-го порядка, отличный от нуля:

07103
15
23



 .

Вычисляем окаймляющие миноры

0
57
57

212
507
507

212
315
123




0
47
47

312
407
407

312
115

223
















следовательно, 2rangA .
Составим расширенную матрицу























43212
31315
12123

А .

Её ранг также найдем методом окаймления.
Для этого достаточно вычислить ещё один окаймляющий минор ми-

нора

0
15
23



 .

А именно:

014
77
97

412
707
907

412
315
123




,
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следовательно, 3Arang . Получили, что ArangrangA  .
Система несовместна.
Пример 2
Исследовать систему













552
12

12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

.

Решение
Составляем матрицу системы























5121
1121

1121
A .

И находим её ранг методом окаймления. Для этого выбираем минор
2-го порядка, отличный от нуля:

02
11

11



.

Очевидно, что все окаймляющие миноры для выбранного определи-
теля равны нулю, поэтому 2rangA .

Составим расширенную матрицу
























5
1

1

5121
1121

1121
A .

Её ранг будет равен рангу матрицы A , так как при составлении мат-
рицы А добавили столбец, элементы которого равны соответствующим
элементам предыдущего столбца. Таким образом, система совместна.

8. ТЕОРЕМА О ЧИСЛЕ РЕШЕНИЙ СОВМЕСТНЫХ СИСТЕМ

Пусть имеем совместную систему линейных уравнений
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

.

Так как эта система совместна, то kArangrangA  .
Назовем число k рангом совместной системы.
Теорема. 1. Если ранг совместной системы равен числу неизвестных,

то система имеет единственное решение.
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2. Если ранг совместной системы меньше числа неизвест-
ных, то система имеет бесчисленное множество реше-
ний.

Рассмотрим методы решения совместных систем.
1. Пусть ранг совместной системы равен числу неизвестных и равен

числу уравнений mnk  . В этом случае единственное решение наводят
по формулам Крамера или матричным способом.

2. Пусть ранг совместной системы равен числу неизвестных, но
меньше числа уравнений mnk  . В этом случае необходимо в системе
оставить лишь те уравнения, коэффициенты которых составляют базисный
минор матрицы A системы, а затем искать единственное решение либо по
формулам Крамера, либо матричным способом.

3. Пусть ранг совместной системы меньше числа неизвестных,
 mknk  , , тогда:

1) в заданной системе выбираем k уравнений, из коэффициентов
которых составлен базисный минор матрицы A , а остальные уравнения
отбрасываем;

2) неизвестные, коэффициенты при которых входят в базисный
минор, так называемые главные неизвестные, оставляем, в левой части
системы, а остальные неизвестные, называемые свободными, переносим в
правую часть;

3) по формулам Крамера находим выражение главных неизвестных
через свободные. Полученные равенства представляют собой общее реше-
ние системы;

4) придавая в общем решении свободным неизвестным конкретные
числовые значения, находим конкретные числовые значения главных не-
известных. Совокупность числовых значений и главных, и свободных не-
известных дает определенное частное решение системы.

Пример 1. Решить систему
















932
42
62

5

31

321

321

321

xx
xxx
xxx

xxx

.

Решение
Установим, является ли данная система совместной. Для этого най-

дем ранги основной A и расширенной А матриц методом окаймления.
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

















 



302
211
112
111

A .

Её ранг:

03
12
11


 .

05
32
23

302
203
111

211
112
111







,

следовательно, 3rangA .
Расширенная матрица



















 



9302
4211
6112
5111

A .

Чтобы найти ранг этой матрицы, необходимо для её минора 3-го по-
рядка

211
112
111 

вычислить единственный окаймляющий:

0

9302
9302
11203
5111

9302
4211
6112
5111









,

Следовательно, и 3Arang .
Система совместна. Выясним, сколько решений она имеет. Для этого

сравним ранг совместной системы, 3k , с числом неизвестных 3n . Эти
числа равны, поэтому система имеет единственное решение. Найдем его.

Ранг системы 3k , меньше числа уравнений, 4m , поэтому в начале
упростим систему.

Базисным минором матрицы A служит

211
112
111 

,

Потому в заданной системе оставляем первыех три уравнения, а чет-
вертое отбрасываем. В результате имеем систему
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











42
62

5

321

321

321

xxx
xxx

xxx
.

Находим её решение по формулам Крамера.

05
211
112
111




 .

15
39
211

309
2011
115

214
116
115

1 





 .

5
61

11

061
011
151

241
162
151

2 





 .

5
92
113

902
1103
511

411
612
511

3 





 .

откуда

31
1 


x , 12

2 


x , 13

3 


x .

Таким образом, 31 x , 12 x , 13 x – единственное решение систе-
мы.

Пример 2. Решить систему













4225
2423

132

321

321

321

xxx
xxx

xxx
.

Решение.
Установим, является ли данная система совместной.
Находим ранг матрицы системы























225
423

321
A .

методом окаймления:

08
23
21


 .

0
208
423
104

225
423

321












.

Следовательно, 2rangA .
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Найдем тем же методом ранг расширенной матрицы























4225
2423
1321

A .

Вычислим недостающий окаймляющий минор для 0
23
21


 :

0
608
223
304

425
223
121





,

следовательно, и 2Arang .
Система совместна, но будет иметь бесчисленное множество реше-

ний, так как ранг системы 2k меньше числа неизвестных 3n . Найдем
общее решение системы.

Базисным минором матриц A является
23
21  , поэтому в заданной

системе оставим только два первых уравнения








2423
132

321

321

xxx
xxx .

Коэффициенты при 1x и 2x составляют базисный минор, следова-
тельно, 1x и 2x – главные неизвестные.

В обоих уравнениях полученной системы оставим в левой части
главные неизвестные 1x и 2x , а свободное 3x перенесем в правую часть, то-
гда








321

321

4223
312

xxx
xxx .

Решаем эту систему по формулам Крамера.

8
23
21



 .

333
3

3
1 268462

242
231

xxx
x
x





 .

333
3

3
2 1319342

423
311

ххх
х
х





 .

Поэтому

4
3

8
62 331

1










ххx ;

8
113 31

2







хx .
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Итак,
4

33
1




хx ,
8

113 3
2




хx – общее решение заданной системы.

Найдем одно из частных решений. Пусть 13 х , тогда

1
4

31
1 


x , а

2
3

8
113

2 


x ,

следовательно, 11 x ,
2
3

2 x , 13 х – одно из частных решений систе-

мы.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

№ 1 Определить, при каком значении a система уравнений имеет
ненулевое решение:








05
0213

ayx
yx .

№ 2 Определить, при каких значениях a и b система уравнений








byx
ayx
46

13 :

1) имеет единственное решение;
2) не имеет решений;
3) имеет бесконечное множество решений.

Исследовать и решить следующие системы уравнений:

№ 3
















12
3
122
1

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

№ 4












543
13
32

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 5












52
7623

285

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 6












54
124
732

21

321

321

xx
xxx
xxx

№ 7












052
12
547

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 8












32322
105537
143

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 9












35
53
652

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 10












4322
335
1223

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
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№ 11












4225
2423

132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 12












552
12

12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 13
















6563
52
32

6

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx

xxx

№ 14












36475
5347
24253

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 15












2749
42253
6372

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 16
















132
3
122
13

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

№ 17
















14332
75

53
22

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

№ 18
















6133
34
053
332

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

№ 19












36475
5347
24253

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 20












552
12

12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

№ 21
















01278
07532
09934
08852

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

№ 22
















62233
124358
6234
422

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

№ 23
















343
3232

125
251132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

№ 24
















0372983
04099102

01123
020452

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

№ 25
















087353
08586
065353
03243

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

№ 26

















810957
35223

25
1532

4321

4321

321

4321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx

№ 27
















72332
47144
45364
2352

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

№ 28
















056
045

0
012

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx
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№ 29
















432
125
23223

12

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

№ 30
















0337
0133

03
04432

432

421

432

4321

xxx
xxx

xxx
xxxx

ОТВЕТЫ

№ 1. .13/10 № 2.
2.b-2,3)
2;b,2)2

;2)1






a
a

a
№ 3. Несовместна.

№ 4.
.

5
22

;
5

11

3
2

3
1







xx

xx
№ 5.

.1
;2
;3

3

2

1





x
x
x

№ 6.
2
;1
;1

3

2

1





x
x

x

№ 7. Несовместна. № 8.
.11/1

11
4

;0

;17/15
11
5

43

2

41







xx

x

xx

№ 9.
.

3
13/4

;
3
83/11

32

31

xx

xx




№ 10. Несовместна. № 11.

.
8

113

;
8

62

3
2

3
1







xx

xx

№ 12.
.1

;2

4

123




x
xxx ; № 13.

.3
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 14. Несовместна.

№ 15.
.

11
105

;
11

29

43
2

43
1







xxx

xxx
№ 16. Несовместна. № 17.

.2
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 18.
.1
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 19. Несовместна. № 20.
.1

;2

4

123




x
xxx

№ 21.
.1
;2
;3

3

2

1





x
x
x

№ 22.

.1
;1

;1
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 23.

.1
;1
;0
;2

4

3

2

1






x
x
x
x
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№ 24.

.0
;2
;2
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 25.

.1
;1
;2

;2

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 26.
.3135

;185

342

341




xxx
xxx

№ 27.
.4/5

2
1

;8/27
8
9

32

31





xx

xx
№ 28.

.1
;1

3

412




x
xxx № 29. Несовместна.

№ 30.
.62

;3
;8

43

42

1





xx
xx

x

9. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ ГАУССА
(МЕТОДОМ ИСКЛЮЧЕНИЯ НЕИЗВЕСТНЫХ)

9.1. Понятие о ступенчатой системе
Ступенчатой системой (или системой ступенчатого вида) называют

систему линейных уравнений вида
















knknkkk

nn

nn

bxaxa

bxaxaxa
bxaxaxaxa







22323222

11313212111

(9.1)

где nk  , kiaii ,1,0  .
Коэффициенты iia называются главными, или ведущими элементами

системы.
Например, система

















6
132

53
332

54

543

532

54321

xx
xxx

xxx
xxxxx

имеет ступенчатый вид.
Если nk  , то система (9.1) называется треугольной. Любая тре-

угольная система является определенной. Если nk  , то система (9.1) не-
определенна. В этом случае k главных неизвестных kxxx ,21 , могут быть
выражены через kn  свободных.
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9.2. Метод Гаусса

Сущность этого метода состоит в том, что посредством последова-
тельных исключений неизвестных заданная система преобразуется в сту-
пенчатую (в частности, треугольную).

Пусть имеем произвольную линейную систему
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

(9.2)

и пусть главные коэффициенты системы  miaii ,1,0  .
Преобразуем систему (9.2), исключив неизвестное 1х из всех уравне-

ний, кроме первого. Для этого обе части первого уравнения умножим на
число

11

21

а
а и вычтем почленно из второго уравнения; затем обе части перво-

го уравнения, умноженные на число
11

31

а
а , вычтем из соответствующих час-

тей третьего уравнения и т. д.
Аналогичным образом исключим неизвестное 2х из всех уравнений,

кроме второго, и т. д.
В результате таких преобразований получим либо совместную сту-

пенчатую систему, эквивалентную заданной, либо придем к несовместной
ступенчатой системе, в которой одно из уравнений имеет отличный от ну-
ля свободный член, а все коэффициенты левой части равны нулю. В этом
случае система (9.2) также является несовместной. Таким образом, реше-
ние исходной системы (9.2) сводится к решению ступенчатой.

Замечания: 1. Метод Гаусса применим тогда и только тогда, ко-
гда все главные элементы системы iia отличны от нуля.

2. В процессе приведения заданной системы (9.2) к ступенчатому ви-
ду могут получаться уравнения вида 00  . Такие уравнения можно отбра-
сывать, так как это приводит к системе, эквивалентной прежней.

3. При практическом решении линейных систем методом Гаусса
удобнее приводить к ступенчатому виду не саму систему уравнений, а
расширенную матрицу этой системы, выполняя все преобразования над ее
строками. Последовательно получающиеся в ходе преобразования матри-
цы обычно соединяют знаком эквивалентности.

Пример 1. Решить систему уравнений
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














0674
522

963
852

4321

432

421

4321

xxxx
xxx
xxx

xxxx

.

Решение
Составим расширенную матрицу заданной системы




























0
5

9
8

6741
2120
6031

1512

Проведем последовательно элементарные преобразования над стро-
ками так, чтобы все элементы, расположенные ниже главной диагонали,
стали бы равными нулю. Для этого сначала поменяем местами первую и
вторую строки.




























0
5

8
9

6741
2120
1512
6031

.

Вычтем из второй строки удвоенную первую, а затем из четвертой
вычтем первую.































9
5

10
9

12770
2120

13570
6031

.

Вычтем из второй строки третью, умноженную на 3






























9
5

5
9

12770
2120
7210
6031

.

Вычтем из третьей строки удвоенную вторую, а затем из четвертой –
вторую умноженную на 7






























44
15
5
9

37700
12300
7210
6031

.

Вычтем из четвертой строки удвоенную третью
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




























14
15
5
9

13100
12300
7210
6031

.

Поменяем местами третью и четвертую строчки






























15
14
5
9

12300
13100
7210
6031

.

Вычтем из четвертой строк утроенную третью


























27
14
5
9

27000
13100
7210
6031

.

Окончательно, разделим четвертую строчку на 27


























1
14
5
9

1000
13100
7210
6031

.

В результате всех этих преобразований заданная система приводится
к треугольному виду:

















1
1413

572
963

4

43

432

421

x
xx

xxx
xxx

.

Из последнего уравнения имеем 14 х . Подставим это значение в
третье уравнение и найдем из него, что 13 х . Далее, из второго уравне-
ния находим, что 42 х и, наконец, из первого 31 х . Итак, заданная сис-
тема имеет единственное решение:

31 х , 42 х , 13 х , 14 х .
Пример 2. Решить систему
















101222
9336
5324

132

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

.

Решение
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























1012212
91136
51124
13112

Умножим первую строку на 







2
1 .




























1012212
91136
51124
2
1

2
3

2
1

2
11

.

Умножим элементы первой строки на  4 и сложим с соответст-
вующими элементами второй строки; затем на  6 и сложим с элементами
третьей строки; окончательно, умножим на  2 и сложим с элементами
четвертой строки.



























915300
610200
35100
2
1

2
3

2
1

2
11

.

Сложим вторую строку с четвертой, а затем с пятой умножив на  2
и на  3 , соответственно:

























00000
00000
35100
2
1

2
3

2
1

2
11

.

В результате преобразований заданная система свелась к ступенча-
той, которая после отбрасывания двух уравнений вида 00  превращается
в следующую:











35
2
1

2
3

2
1

2
1

43

4321

xx

xxxx .

Здесь неизвестные 1x и 3x можно считать главными, а 2x и 4x – сво-
бодными. Из второго уравнения найдем выражение 3x через 4x :

43 53 xx  .
Затем, подставив 3x в первое уравнение, найдем выражение 1x через

2x и 4x :

 
2
1

2
353

2
1

2
1

4421  хххх .
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или
2

2
1

421  ххх .

Следовательно, общее решение системы можно записать в виде











35

2
2
1

43

421

хх

ххх .

Если положить, например, 22 х , 14 х , то найдем одно из частных
решений этой системы

21 х , 22 х , 83 х , 14 х .

Пример 3. Решить систему
















81033
5322

3533
2432

431

4321

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
xxxx

.

Решение




























8
5
3

2

10303
3212

1533
4321

.

Сложим первую строку со второй, затем с третьей и окончательно, с
четвертой, предварительно умножив ее на  3 , на  2 и на  3 , соответст-
венно, получим




























1
9
9

2

1330
11830

131490
4321

.

Вторую строку умножим на 







9
1 :






























1
9
1

2

1330
11830
9

13
9

1410
4321

.

Сложим вторую строку с третьей и четвертой, предварительно ум-
ножив ее на  3 и на  3 , соответственно:
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

































4
6
1

2

3
10

3
500

3
20

3
1000

9
13

9
1410

4321

.

Умножим третью строку на 







2
1 , а затем сложим с четвертой:































1
6
1

2

0000
3

20
3

1000
9

13
9

1410
4321

.

В результате проведенных преобразований заданная система свелась
к ступенчатой несовместной:























10

6
3
20

3
10

1
9

13
9

14
2432

43

432

4321

xx

xxx

xxxx

.

Следовательно, и исходная система несовместна.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Решить системы методом Гаусса:

№ 1












335
233
153

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 2












83
2232

22

321

321

321

xxx
xxx

xxx

№ 3












0234
325
232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 4












1025
323
62

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 5












152
5223
042

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 6












42
5524
6232

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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№ 7












323
132

22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
№ 8













2
152

142

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 9



















78323
62932

2463
646

4321

4322

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

№ 10

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 9
2 4 1

3 2 3 0
5 2 2 9

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
     
    
    

№ 11

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 7
7 3 6 8 17
3 2 4 5 9

3 4 6

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

№ 12

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 8
4

2 0
2 3 3 15

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

    
     
    
     

№ 13

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 3
2 2 3 2
3 2 2 3
4 3 2 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
     
    
    

№ 14

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 1
3 13 22 1

3 5 2 5
2 3 4 7 4

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

   
     
    
    

№ 15

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 3 4 2
3 3 5 3

2 2 3 5
3 3 10 8

x x x x
x x x x

x x x x
x x x

   
     
    
   

№ 16

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 6
2 3 4 4 7

3 2 2 9
3 7 6 7

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   
     
    
     

№ 17
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 5
3 2 3 4
2 3 5 1

x x x
x x x
x x x

  
   
   

№ 18

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

3 2 1
2 2 1

2 3 2 1
2 1

x x x
x x x

x x x x
x x x

  
   
    
   

№ 19

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

3 2 5 3
2 3 5 3

2 4 3
4 9 22

x x x x
x x x x

x x x
x x x x

   
     
    
    

№ 20

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 14
2 2 4 8

5 2 4
3 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
     
     
    

№ 21

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 15
8

3 4 2 17
7 2 3 14

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

   
    
    
    

№ 22

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1
2 3 2 14

2 0
3 4 2

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

    
    
    
     

№ 23

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0
2 2 0

3 2 1
3 2 2 12

2 5

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x
x x x x x

    
           
     

    

№ 24

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 3 4

2 3 4
3

3 3 1
7 3 3

x x x x
x x x
x x x
x x x

   
    
   
     
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ОТВЕТЫ

№ 1.
.6/5

;1
;6/1

3

2

1






x
x
x

№ 2.
.3
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 3. Несовместна.

№ 4.
.1
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 5.
.2
;1

;1

3

2

1





x
x
x

№ 6.
.1
;2
;1

3

2

1





x
x
x

№ 7. Несовместна. № 8.
.1

;21

32

31

xx
xx


 № 9.

.2/3
;3/1

;2
;0

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 10.

.1
;2
;2

;1

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 11.

.2
;1
;0
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 12

.2
;5
;2
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 13.

.1
;3

;5
;2

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 14.
.21710
;52917

432

431




xxx
xxx № 15. Несовместна.

№ 16.

.2
;0
;1

;2

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 17.
;0
;1
;2

3

2

1





x
x
x

№ 18.

.13
;7
;0
;4

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 19.

.2
;2

;3
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 20.

.2
;0
;1

;1

4

3

2

1






x
x

x
x

№ 21.

.4
;1
;2
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 22.

.0
;3
;2
;1

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 23.

3
.1
;1

;1
;2

5

4

3

2

1







x
x

x
x
x

№ 24.

.0
;6
;3
;8

4

3

2

1






x
x
x
x
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10. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Систему линейных уравнений называют однородной, если все ее
свободные члены равны нулю.

Однородная система линейных уравнений имеет вид
















0

0
0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







. (10.1)

Очевидно, что всякая однородная система линейных уравнений име-
ет нулевое решение: 021  nxxx  и, значит, совместна. Нулевое ре-
шение системы называют также тривиальным.

Совместность однородной системы можно установить и с помощью
теоремы Кронекера - Капелли.

Расширенная матрица А получается из матрицы системы A припи-
сыванием к последней столбца из нулей. Следовательно, ранги основной A
и расширенной А матриц однородной системы всегда равны, а система со-
вместна.

Для однородных систем представляет особый интерес вопрос о су-
ществовании нетривиальных (ненулевых) решений.

Согласно теореме о числе решений совместной системы, если ранг
однородной системы (10.1) равен числу неизвестных, то система имеет
единственное нулевое решение. Если ранг системы (10.1) меньше числа
неизвестных, то она имеет бесчисленное множество решений, в том числе
и ненулевых.

Эти рассуждения приводят к следующей теореме.
Теорема. Однородная система линейных уравнений имеет нетриви-

альное решение тогда и только тогда, когда ранг системы меньше числа
неизвестных.

Следствие. Любая однородная система линейных уравнений, в кото-
рой число уравнений меньше числа неизвестных, имеет хотя бы одно не-
тривиальное решение.

Действительно, если число уравнений системы меньше числа неиз-
вестных, то ранг этой системы и подавно меньше числа неизвестных.

Обратимся к однородным системам, у которых число уравнений рав-
но числу неизвестных. Для таких систем условие: ранг системы меньше
числа неизвестных эквивалентно условию равенства нулю определителя
системы. В связи с этим теорема о существовании нетривиального реше-
ния читается так:
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Теорема. Однородная система линейных уравнений, в которой число
уравнений равна числу неизвестных, имеет нетривиальное решение тогда и
только тогда, когда определитель системы равен нулю.

11. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

На практике достаточно часто приходится решать однородные сис-
темы двух линейных уравнений с тремя неизвестными. Получим более
простой способ решения таких систем.

Пусть имеем однородную систему двух уравнений с тремя неизвест-
ными








0
0

323222121

313212111

xaxaxa
xaxaxa (11.1)

и пусть ранг этой системы равен 2.
Составим матрицу системы











232221

131211

aaa
aaa

A .

Так как ранг системы равен 2, то базисный минор матрицы A явля-
ется определителем 2-го порядка. Пусть для определенности базисным ми-
нором служит

2221

1211

аа
аа ,

Тогда для получения решения системы (11.1) свободное неизвестное
3x перенесем в её правую часть.

Имеем








323222121

313212111

xaxaxa
xaxaxa ,

откуда

2221

1211

аа
аа

 ;

3
2223

1213

22323

12313
1 x

aa
aa

axa
axa




 ;

3
2321

1311

32321

31311
2 x

аа
аа

xаа
xаа





 .

и, следовательно, по формулам Крамера общее решение системы
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3

2221

1211

2322

1312

1 x

аа
аа
аа
аа

x  ;

3

2221

1211

2321

1311

2 x

аа
аа
аа
аа

x  .

Введем обозначение

t

аа
аа

х


2221

1211

3 .

В результате общее решение системы (11.1) примет вид

t
аа
аа

x 
2322

1312
1 , t

аа
аа

x 
2321

1311
2 , t

аа
аа

x 
2321

1311
3 ,

или, если обозначить

2221

1211
1 аа

аа
 ,

2321

1311
2 аа

аа
 ,

2221

1211
3 аа

аа
 ,

то
tx  11 , tx  22 , tx  33 ,

где  t .
Отметим, что миноры 1 , 2 и 3 получаются при помощи пооче-

редного вычеркивания соответствующих столбцов матрицы системы











232221

131211

ааа
ааа

A .

Пример 1. Решить систему








0754
023

321

321

xxx
xxx .

Решение
Составляем матрицу системы














754
123

A .

Её строки непропорциональны, поэтому 2rangA .
Находим миноры 1 , 2 и 3 :

9514
75

12
1 



 ; 25421

74
13

2 


 ;

23815
54
23

3 


 .
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Следовательно, общее решение системы будет
tx 91  ; tx 252  ; tx 233  , где  t .

Замечание. Если ранг матрицы A равен единице, то, очевидно, соот-
ветствующие коэффициенты системы (11.1) пропорциональны и, следова-
тельно, эта система сводится к одному уравнению

0313212111  xaxaxa .
Откуда, полагая, например, что 011 a , получаем общее решение сис-

темы в виде

11

313212
1 a

xaxax 
 .

Пример 2. Решить  систему








0663
022

321

321

xxx
xxx .

Решение
Соответствующие коэффициенты системы пропорциональны, по-

этому она сводится к одному уравнению.
022 321  xxx .

Откуда 321 22 xxx  − общее решение системы.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Решить следующие однородные системы:

№ 1







04
032

yx
yx № 2








0108
045

12

21

xx
xx

№ 3







032
02

321

321

xxx
xxx № 4







0

032

321

321

xxx
xxx

№ 5







023
052

321

21

xxx
xx № 6








04
043

321

321

xxx
xxx

№ 7







0363
02

321

321

xxx
xxx № 8








231

12

5
4

xxx
xx

№ 9







032
04

321

321

xxx
xxx № 10








231

32

363
2

xxx
xxx

№ 11







06321
027

312

321

xxx
xxx № 12








04,02,0
03,05,0

321

321

xxx
xxx
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№ 13












0
3
2

4

0
32

3
2

1

31

xxx

xx

№ 14










0
3
2

33

02

3
21

321

xxx
xxx

№ 15












073
0432
032

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 16












,0
0

0

zx
yx

x
– где  параметр.

№ 17
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0
7 5 2 0

4 3 0

x x x
x x x
x x x

  
   
   

№ 18
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 5 3 0
3 6 4 2 0

4 8 17 11 0

x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    

№ 19

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

11 8 2 8 0
2 3 2 0
7 3 0

4 11 5 12 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    
    

№ 20

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0
2 3 0

3 5 4 0
17 4 0

x x x
x x x

x x x
x x x

  
   
   
   

№ 21

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 0
3 2 7 0
4 3 6 0

2 4 7 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    
    

№ 22

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0
2 3 3 2 0

4 11 13 16 0
7 2 3 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

   
    
    
    

№ 23

1 2 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0
2 0

4 2 6 3 4 0
2 4 2 4 7 0

x x x x
x x x x

x x x x x
x x x x x

   
    
     
     

№ 24

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0
2 0

7 5 5 5 0
3 2 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

    
     
     
     

№ 25

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0
3 5 6 4 0
4 5 2 3 0

3 8 24 19 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    
    

ОТВЕТЫ

№ 1.
.0
;0




y
x № 2. .

5
4

21 xx 

№ 3.
 .3

;5
;7

3

2

1





ttx
tx
tx

№ 4.
 .

;
;2

3

2

1





ttx
tx
tx

№ 5.
 .13

;4
;10

3

2

1





ttx
tx
tx

№ 6.
 .11

;
;15

3

2

1





ttx
tx
tx



№ 7. .2 321 xxx  № 8.
 .21

;4
;

3

2

1





ttx
tx

tx

№ 9.
 .10

;6
;4

3

2

1





ttx
tx
tx

№ 10. .2 321 xxx 

№ 11. .27 321 xxx  № 12.
 .9

;6,4
;5

3

2

1





ttx
tx

tx

№ 13.
 .3

;16
;2

3

2

1





ttx
tx

tx
№ 14. .2 312 xxx 

№ 15.
 .7

;2
;17

3

2

1





ttx
tx
tx

№ 16.
0.,,

0;0,0,0






приtztytx
приzyx

№ 17.
.0
;0
;0

3

2

1





x
x
x

№ 18.
.7

2
7

;5
2
5

214

213

xxx

xxx




№ 19.

.0
;3
;0
;0

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 20.
.

7
1

;
7
4

32

31

xx

xx




№ 21.

.0
;0
;0
;0

4

3

2

1






x
x
x
x

№ 22.
.

17
2019

;
17

133

43
2

43
1

xxx

xxx







№ 23.

.
3
1

;
6
5

;
6
7

54

532

531

xx

xxx

xxx







№ 24.
.

;0

54

321

xx
xxx


 № 25.

.65
;78

342

431

xxx
xxx



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ВАРИАНТЫ  ИНДИВИДУАЛЬНОГО  ЗАДАНИЯ

Задание 1

Вычислить определители:

1.1.

1532
4601
5263
0211






1.2.

6024
3120
0936
3102





1.3.

3150
2043
0111
1272






1.4.

8642
3135
2823
5154






1.5.

4215
1221
0142
2353




1.6.

4310
3201
0534
5023







1.7.

2321
1012
2143
0212






1.8.

3321
0154
3211
2023






1.9.

3431
2210

3124
1140






1.10.

1238
45110
3284

7120







1.11.

4923
6412

2023
1735






1.12.

2114
2143
3220
5114






1.13.

2023
1735

4023
3281






1.14.

3413
1203
2324
1432






1.15.

5214
1111
4214
3213





1.16.

1231
3122
1605
0213





1.17.

2104
3121
1123

3011






1.18.

1111
0214
1211
2405



1.19.

4503
6242

1475
41026







1.20.

1213
4122
6032
1421






1.21.

1234
2143
3412
4321





1.22.

0232
0132
3221
3211






1.23.

3102
4213
1132
4021






1.24.

2405
1213
1121

0214



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1.25.

1105
2140

3412
1234







1.26.

2121
0313
2110

2153







1.27.

0443
1211
1123

3022







1.28.

2114
3311
1022
1106







1.29.

2124
0133
1102

4321







1.30.

3212
1103
3212
0214







Задание 2

Даны две матрицы  и  и числа иa b . Найти:
а) C a A b B    ;
б)  ;
в)  ;
г)  f A , если   2f x x bx a   .

2.1.





















243
678
312

A ,




















121
453
212

B , 4, 4a b   .

2.2.





















113
342
653

A ,





















354

013
582

B , 1, 2a b   .

2.3.



















101
112
112

A ,


















321
642

063
B , 3, 1a b   .

2.4.

















730
529

1116
A ,




















231
720
103

B , 0,5, 1a b   .

2.5.

















121
201
213

A ,














 


173
112
210

B , 3, 4a b   .
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2.6.
















314
131

232
A ,















 


035
213
123

B , 5, 4a b   .

2.7.

















122
013
376

A ,
















734
214

502
B , 3, 1,5a b   .

2.8.






















221
413

432
A ,


















291
260
133

B , 3, 1a b   .

2.9.

















230
494
371

A ,

















254
291
256

B , 0,5; 2a b   .

2.10.

















110
231
162

A ,






















323
504
234

B , 1; 2a b    .

2.11.

















7110
111
496

A ,

















250
343
111

B , 0,5; 2a b   .

2.12.

















812
713
301

A ,



















465
103
453

B , 1,5; 2a b   .

2.13.





















148
131
215

A ,

















061
217
553

B , 1,5; 2a b   .

2.14.

















434
633
522

A ,





















121
332
111

B , 1; 2,5a b   .

2.15.














 


434
603
521

A ,





















121
332
111

B , 2,5; 1a b    .



106

2.16.

















503
421
245

A ,




















221
173
545

B , 3; 4a b   .

2.17.



















722
234
013

A ,



















161
135
072

B , 3; 4a b   .

2.18.



















2310
155
118

A ,

















201
123
523

B , 3; 2a b   .

2.19.





















324
381
273

A ,





















512
142
350

B , 3; 2a b   .

2.20.





















574
153
013

A ,




















203
581
201

B , 5; 3a b   .

2.21.






















172
394
422

A ,






















147
465
400

B , 5; 3a b   .

2.22.














 


011
351
158

A ,



















210
123
674

B , 1,5; 3,5a b   .

2.23.






















134
142
111

A ,





















234
352
401

B , 3,5; 1,5a b   .

2.24.



















014
507
485

A ,



















312
121
551

B , 3, 1,5a b   .

2.25.



















353
421
121

A ,
















321
135

157
B , 5, 4a b   .



107

2.26.




















210
351
243

A ,



















214
231
441

B , 3, 4a b   .

2.27.





















332
154
043

A ,





















112
620
171

B , 0,5, 1a b   .

2.28.





















105
321
343

A ,





















211
145
022

B , 3, 1a b   .

2.29.

















173
232
201

A ,

















231
713
103

B , 1, 2a b   .

2.30.






















121
642
414

A ,





















211
052
110

B , 4, 4a b   .

Задание 3

Найти матрицу, обратную данной:

№3.1.




















312
430
121

№ 3.2.




















411
202
312

№3.3.

















215
410
123

№ 3.4.



















524
302

211
№ 3.5.





















111
043
312

№ 3.6.


















441
522
403

№ 3.7.




















121
154
211

№ 3.8.














 

321
122
114

№ 3.9.



















320
414
312

№ 3.10.
















115
340
121

№ 3.11.


















510
411
312

№ 3.12.




















231
412
411
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№ 3.13.




















111
712
310

№ 3.14.


















212
312
115

№ 3.15.



















411
210

313

№ 3.16.


















421
124
113

№ 3.17.
















 711
524
011

№ 3.18.
















 411
502
114

№ 3.19.
















312
701

211
№ 3.20.




















212
041
352

№ 3.21.




















113
702
411

№ 3.22.




















131
011
214

№ 3.23.




















231
123
112

№ 3.24.




















211
015
233

№ 3.25.





















121
413

221
№ 3.26.




















115
413
012

№ 3.27.














 

215
234
111

№ 3.28.


















510
112
314

№ 3.29.
















141
702

131
№ 3.30.






















111
121

414
.

Задание 4
Исследовать и решить данные системы по формулам Крамера или

методом Гаусса.
Если система совместна, но не определена, то найти общее решение

и указать одно из частных решений.
№ 4.1

1.












104
42
732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












845
1242
43

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












536
22
25

21

321

321

xx
xxx

xxx
4.







074
052

321

321

xxx
xxx

№ 4.2

1.












73
532
122

21

321

321

xx
xxx
xxx

2.












10364
8223

24

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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3.












42
22

323

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







022
04

321

321

xxx
xxx

№ 4.3

1.












443
5

1322

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












42
52
835

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












5523
72
1132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







032
0234

321

321

xxx
xxx

№ 4.4

1.












122
15
363

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












22
1
1132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












3327
24
123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







042
033

321

321

xxx
xxx

№ 4.5

1.












1332
323
22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












952
13
722

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












72
542

532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







0322
035

321

321

xxx
xxx

№ 4.6

1.












22
222

34

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












623
22

8242

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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3.













63
122

5

21

321

321

xx
xxx

xxx
4.







052
0247

321

321

xxx
xxx

№ 4.7

1.












52
22

323

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












424
233
12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












1023
12
1133

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







022
053

321

321

xxx
xxx

№ 4.8

1.












533
12
222

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












342
232

104

321

321

321

xxx
xxx

xxx

3.












74
03
72

31

321

321

xx
xxx
xxx

4.







022
0434

321

321

xxx
xxx

№ 4.9

1.












223
622
64

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












3372
422

15

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












3372
422

15

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







023
0455

321

321

xxx
xxx

№ 4.10

1.












22
722
542

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












62
1232
75

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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3.












103
622

54

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







034
0432

321

321

xxx
xxx

№ 4.11

1.







042
0253

321

321

xxx
xx 2.













125
32
436

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.













623
122

5

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.












12
83
722

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 4.12

1.












2
432
522

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












22
322
423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












12333
12
1142

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







0342
056

321

321

xxx
xxx

№ 4.13

1.












63
825
242

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












13
12
222

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












623
922

43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.







032
0734

321

321

xxx
xxx

№ 4.14

1.












633
722
12

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












2
842
432

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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3.












522
8223

24

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.







02
025

321

321

xxx
xxx

№ 4.15

1.







023
044

321

321

xxx
xxx 2.













32
15
22

321

321

321

xxx
xxx

xxx

3.












423
5

1322

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.












53
622
122

31

321

321

xx
xxx
xxx

№ 4.16

1.













122
622

103

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.






06
0352

321

321

xxx
xxx

3.












123
72
332

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.












236
32
125

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 4.17

1.












222
2
432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












3
323
2322

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.






04
0243

321

321

xxx
xxx 4.













24
12
722

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 4.18

1.












12
222

104

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












443
63
242

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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3.












42
732
134

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







024
0322

321

321

xxx
xxx

№ 4.19

1.












2332
22
423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












0533
532
122

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.







045
033

321

321

xxx
xxx 4.













233
12
1142

321

321

321

xxx
xxx
xxx

№ 4.20

1.













52
422

2

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.












5
122

93

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












63
12
722

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







0225
034

321

321

xxx
xxx

№ 4.21

1.












162
62
75

321

321

321

xxx
xxx

xxx
2.












13
722
542

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












1
4223

1132

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.







0322
07

321

21

xxx
xx

№ 4.22

1.












532
022

72

321

31

321

xxx
xx
xxx

2.












223
622

43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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3.












422
122

15

321

321

321

xxx
xxx

xxx
4.







024
0326

321

321

xxx
xxx

№ 4.23

1.












173
342
232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

2.







022
023

321

321

xxx
xxx

3.












03
72
1132

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.












22
222

43

321

321

321

xxx
xxx

xxx

№ 4.24

1.












642
22

323

31

321

321

xx
xxx
xxx

2.












1023
1133
022

321

321

321

xxx
xxx
xxx

3.












934
1023
12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

4.







024
032

321

321

xxx
xxx

№ 4.25

1.







05
027

321

321

xxx
xxx 2).













342
232
23

321
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