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1.1 Теоретическая часть 

Для самой грубой ориентировки в порядке частоты главных свободных коле-

баний основного тона (для вертикальных колебания корпуса первого тона) могут 

служить приближенные формулы Шликка и Тодда: 

 формула Шликка: 

 𝑁 = 𝐶 ∙ √
𝐼0

𝐷∙𝐿3
 (1.1) 

где N – число колебаний в минуту; 

I0 – момент инерции миделевого сечения корпуса, в м4; 

D – водоизмещение судна, т; 

L – длина судна, м; 

C – эмпирический коэффициент, величина которого изменяется в пределах: 

от 3,2·106 – для судов с острым образованием корпуса, 

до 2,4·106 – для судов с полным образованием корпуса. 

Для некоторых типов судов: 

у миноносцев C=3140000, 

у больших трансатлантиков C=3440000, 

у грузовых с полными очертаниями C=2800000. 

 формула Тодда: 

 𝑁 = 94000 ∙ √
𝐵∙𝐻3

𝐷∙𝐿3
 (1.2) 

где B, H – ширина и высота борта корпуса судна, м. 

Приведенные эмпирические формулы, можно с достоверностью использо-

вать лишь в том случае, если входящие в них численные коэффициенты будут в 

Практическая работа 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ 

ПЕРВОГО ТОНА ПО ПРИБЛИЖЕННЫМ ФОРМУЛАМ 



каждом частном случае определены по имеющимся результатам детальных расче-

тов или испытаний вибрации для подходящего типа судна. 

Ниже приведены ориентировочные числа колебаний в минуту (для основных 

вертикальных колебаний) судов разных типов: 

Нормальные пассажирские быстроходные длиною около 260 м: 50…55; 

Большие нормальные грузовики (в полном грузу): 60…75; 

1.2 Практическая часть 

По эмпирическим формулам Шликка (1.1) и Тодда (1.2), определить частоты 

главных свободных колебаний основного тона проектируемого судна. 

Исходные данные: 

Тип судна: 

Длина, м: 

Ширина, м: 

Высота борта, м: 

Водоизмещение, т: 

Момент инерции в миделевом сечении корпуса судна, м4: 
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2.1 Теоретическая часть 

Определение частот колебаний производятся по методу Рэлея-Папковича. 

Идея метода определения собственных частот колебаний корпуса судна основыва-

ется на положении о том, что допустимо вместо точных форм колебаний пользо-

ваться приближенными, поскольку погрешность при этом оказывается незначи-

тельной. Метод дает достаточно точные результаты для первых двух (трех) тонов. 

Для легких судов с новыми режимами движения роль касательных напряжений ста-

новится значительной, и третий тон по методу Рэлея оказывается недостаточным. 

Функция формы в первом приближении. Вертикальные перемещения от-

дельных поперечных сечений корпуса при свободных колебаниях можно предста-

вить в виде бесконечного ряда по формам главных свободных колебаний 

 𝜔(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑓𝑗(𝑥)𝜑(𝑡)∞
𝑗=1 , (2.1) 

где первый множитель слагаемого ряда представляет собой форму j-го главного 

колебания, а второй – главную координату 

 𝜑𝑗( 𝑡) = 𝐴𝑗 cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗). (2.2) 

Каждое главное колебание 

 𝜔𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑗𝑓𝑗 cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗) (2.3) 

может существовать независимо от остальных и должно удовлетворять основному 

дифференциальному уравнению 

 
𝜕2

𝜕𝑥2 (𝐸𝐼
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2 ) + 𝑚
𝜕2𝜔

𝜕𝑡2
= 0 (2.4) 

и четырем граничным условиям: отсутствие срезывающих сил и изгибающих мо-

ментов в оконечностях судна. 

Однако первоначально мы подчиним решение формулы (2.3) лишь условию 

Практическая работа 2. ФОРМА И ЧАСТОТА КОЛЕБАНИЙ 

ПЕРВОГО, ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ТОНА В ПЕРВОМ 

ПРИБЛИЖЕНИИ 
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динамического равновесия: условию, чтобы совокупность всех вертикальных сил 

инерции находились в равновесии. Для этого необходимо, чтобы сумма их момен-

тов относительно какой-нибудь точки должны быть равны нулю 

 ∫ 𝑚
𝜕2𝜔

𝜕𝑡2

𝐿

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑚𝑥

𝜕2𝜔

𝜕𝑡2

𝐿

0
𝑑𝑥 = 0. (2.5) 

Поскольку двойное интегрирование нагрузки дает момент, второе условие 

может быть заменено 

 ∫ 𝑚
𝜕2𝜔

𝜕𝑡2
𝑑𝑥

𝐿

0
= ∫ ∫ 𝑚

𝜕2𝜔

𝜕𝑡2
𝑑𝑥2𝑥

0

𝐿

0
= 0. (2.6) 

Подставив (2.3) в (2.6), получим два уравнения 

 𝐴𝑗𝜆𝑗
2 cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗) ∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)

𝐿

0
𝑑𝑥 = 0;  

 𝐴𝑗𝜆𝑗
2 cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗) ∫ ∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)𝑑𝑥2𝑥

0

𝐿

0
= 0.  

Или сокращая на неравный нуль множитель, 

 ∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)
𝐿

0
𝑑𝑥 = 0; (2.7) 

 ∫ ∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)𝑑𝑥2𝑥

0

𝐿

0
= 0. (2.8) 

Функции форм вертикальных колебаний корпуса судна П.Ф. Папкович реко-

мендовал брать в виде сдвинутых и повернутых синусоид: 

 𝑓𝑗(𝑥) = 𝛿𝑗 + 𝛽𝑗 (
𝑥

𝐿
−

1

2
) + sin

𝑗𝜋𝑥

𝐿
, (2.9) 

где δj, βj – сдвиг и угол поворота оси синусоиды, 

L – длина судна. 

 

Рисунок 2.1 – Сдвинутая и повернутая полусинусоида 
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На рисунке 2.1 показана функция формы для j=1, т.е. для первого тона. 

В книге Ю.А. Шиманского предложено брать форму колебаний в виде сдви-

нутой и повернутой формы колебаний призматической балки со свободными кон-

цами. Исследования показали, что каким бы из двух способов ни разыскивалась 

форма колебаний в первом приближении, значения ее во втором приближении по-

лучаются почти одинаковыми, вычисления же в методе Папковича несколько 

проще. Примем поэтому форму колебаний по уравнению (2.9). 

Параметры δj и βj находятся из условий динамического равновесия. Подста-

вив (2.9) в (2.7) и (2.8) и переходя от интегралов к суммам, получим 

 {
(∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅20

𝑖=1 )𝛿𝑗 + [∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅20
𝑖=1 (

𝑥𝑖

𝐿
−

1

2
)] 𝛽𝑗 + ∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅20

𝑖=1 sin
𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
= 0;

(∑ ∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅𝑖
𝑖=1

20
𝑖=1 )𝛿𝑗 + [∑ ∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅𝑖

𝑖=1
20
𝑖=1 (

𝑥𝑖

𝐿
−

1

2
)] 𝛽𝑗 + ∑ ∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅𝑖

𝑖=1
20
𝑖=1 sin

𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
= 0.

 (2.10) 

В уравнениях (2.10) с целью избавиться от громоздких или очень малых чи-

сел введены относительные массы 

 𝑚𝑖̅̅̅̅ =
𝑚𝑖

𝑚0
, (2.11) 

где m0 – произвольная величина размерности интенсивности массы. 

Точность результатов расчета как формы колебаний, так в дальнейшем и ча-

стоты оказывается достаточной, если корпус судна разбить на двадцать шпаций и 

на протяжении каждой шпации интенсивность массы судна с присоединенной во-

дой m, а в дальнейшем и другие величины (например, момент инерции площади 

поперечного сечения) считать постоянными, как это показано на рисунке 2.2. 

 

Рисунок 2.2 – К методу Рэлея - Папковича 
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2.2 Практическая часть 

1) Учет присоединенной воды 

 В расчетах общей вибрации можно рекомендовать метод Локвуд-Тей-

лора, который дает для первого тона вертикальных колебаний очень хорошее сов-

падение расчетных данных с экспериментальными. 

По Локвуд-Тейлору масса присоединенной воды, отнесенная к единице 

длины судна, равна 

 ∆𝑚 = 𝑘
𝜌𝐹𝑦

𝑑
,  

ширине B и от тона колебаний. 

Локвуд-Тейлор приводит таблицу коэффициентов k для первого и второго 

 𝑘 = 0,40 + 0,040
𝐿

𝐵
.  

Поэтому присоединенная масса воды для первого тона: 

 ∆𝑚𝑖 = (0,40 + 0,040
𝐿

𝐵
)

𝜌𝐹𝑖𝑦𝑖

𝑑
.  

Подобной же зависимостью можно пользоваться и для высших тонов, если 

принять, следуя А.А. Курдюмову, что масса уменьшается с уменьшением расстоя-

ния между узлами соответствующих форм колебаний, а эти расстояния принять та-

кими же, как у призматической балки со свободными концами. 

Так присоединенная масса воды для второго тона: 

тонов в зависимости от отношения длины судна к его ширине L:B. Зависимость от 

этого отношения носит линейный характер, и для первого тона табличные значения 

с достаточной точностью могут быть выражены формулой 

где ρ – плотность воды, т/м3; 

F – площадь погруженной части шпангоута в рассматриваемом сечении, м2; 

y – ордината ватерлинии в том же сечении, м; 

d – осадка судна на том же шпангоуте, м; 

k – безразмерный коэффициент зависит от отношения длины судна L к его 
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 ∆𝑚𝑖 = (0,40 + 0,028
𝐿

𝐵
)

𝜌𝐹𝑖𝑦𝑖

𝑑
,  

Присоединенная масса воды для третьего тона: 

 ∆𝑚𝑖 = (0,40 + 0,020
𝐿

𝐵
)

𝜌𝐹𝑖𝑦𝑖

𝑑
,  

 Суммарная масса корпуса м и присоединенной воды Δm, отнесенная к 

единице длины судна, равна 

 𝑚𝑖 = м𝑖 + ∆𝑚𝑖 .  

2) Составление коэффициентов уравнения 

 Относительная интенсивность массы m̅i определяется по формуле (2.11), 

принять в расчетах m0=10 т/м. 

Коэффициент ζi определить по формуле 

 𝜁𝑖 =
𝑥𝑖

𝐿
−

1

2
,  

где L – длина судна, м; 

xi – определяется для соответствующих шпаций: 

Для шпации 0-1: x1=L/40, для шпации 1-2: x2=L(3/40) и т.д. 

 Произведение: m̅i·ζi. 

 Sin
𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
,  

где j=1, 2, 3 – для первого, второго и третьего тона соответственно. 

 Произведение: 

 𝑚𝑖̅̅̅̅ sin
𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
.  

3) После определения сумм: mi, m̅i·ζi и m̅i·sin((jπxi)/L), производится по-

правка на полу сумму крайних слагаемых и находятся из уравнения (2.10) сдвиг и 

угол поворота оси синусоиды: δj и βj. 

 

 Синусы для середин соответствующих шпаций определяются по фор-

муле 
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 𝑓𝑗 = 𝛿𝑗 + 𝛽𝑗𝜁𝑖 + sin
𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
,  

 Производится проверка произведением: m̅i·fi. 

Сумма не должна превышать 3…5% от максимального числа произведения 

m̅i·fi. 

5) Определение частоты тона вертикальных колебаний 

Определив приближенную функцию формы колебаний, т.е. найдя параметры 

δj и βj в выражении (2.9), можно по общей формуле найти обобщенную жесткость, 

обобщенную массу и квадрат частоты собственных колебаний: 

 𝜆𝑗
2 =

𝑁𝑗

𝑀𝑗
=

∫ 𝐸𝐼[𝑓»𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0

∫ 𝑚[𝑓′
𝑗(𝑥)]

2
𝑑𝑥

𝐿

0

.  

Найдя вторую производную 

 𝑓”𝑗(𝑥) = −
𝑗2𝜋2

𝐿2
sin

𝑗𝜋𝑥

𝐿
  

и переходя от интегралов к суммам, получим 

 𝑁𝑗 =
𝑗4𝜋4𝐸𝐼0∆𝐿

𝐿4
∑

𝐼𝑖

𝐼0
sin

𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿

20
𝑖=1 ; (2.12) 

 𝑀𝑗 = 𝑚0∆𝐿 ∑ 𝑚𝑖̅̅̅̅ [𝑓𝑗(𝑥𝑖)]
220

𝑖=1 ; (2.13) 

 𝜆𝑗 = √
𝑁𝑗

𝑀𝑗
. (2.14) 

В формулу (2.12) аналогично относительной массе введен относительный 

момент инерции площади поперечного сечения Ii/I0. В расчете принять I0=1 м4. 

Входящие в формулах (2.12) и (2.13): 

 
𝐼𝑖

𝐼0
sin

𝑗𝜋𝑥𝑖

𝐿
;  

 𝑚𝑖̅̅̅̅ [𝑓𝑗(𝑥𝑖)]
2

;  

Определяются для каждого сечения, после чего определяются их суммы. 

Число (кол/мин) и период (сек) колебаний соответственно, можно опреде-

𝑗 =
30

𝜋
∙ 𝜆𝑗; (2.15) 

4) Вычисление функции форм вертикальных колебаний 

 Определяется произведение: βj·ζi. 

 Функции форм вертикальных колебаний fi определяется по формуле 

лить по формулам 

 𝑛
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 𝑇𝑗 =
2𝜋

𝜆𝑗
. (2.16) 

Модули упругости: 

 𝐸 = 1,96 ∙ 108 кН м2⁄  [2 ∙ 106  кгс см2⁄ ];  

 𝐺 = 7,55 ∙ 107 кН м2⁄  [7,7 ∙ 105  кгс см2⁄ ].  

Квадрат среднего радиуса инерции определяется по формуле, м2: 

 𝜌0
2 =

𝐷2

12
.  

Пример расчета вибрации корпуса судна представлен в приложении А. 

   

Таблица 2.1 – Исходные данные проектируемого судна 

Характеристика Обозначе-

ние 

Значение 

Длина между перпендикулярами, м Lnn  

Ширина по КВЛ, м BКВЛ  

Осадка по КВЛ, м dКВЛ  

Высота борта до ВП на миделе, м D  

Полное водоизмещение, т Δ  

Квадрат среднего радиуса инерции, м2 ρ2
0  

Средняя площадь поперечного сечения кор-

пуса, воспринимающего срез, м2 
F0  

 

№ шпаций 
Ординаты 

ГВЛ уi, м 

Осадки di, 

м 

Площади 

шпангоутов, 

Fi, м
2 

Момент инер-

ции площади 

сечения, Ii, м
4 

Интенсив-

ность массы 

судна мi, т/м 

0-1      

1-2      

2-3      

3-4      

Для проектируемого судна определить форму и частоты колебаний первых 

трех тонов по методу Рэлея - Папковича, расчет привести в табличной форме 

для двадцати сечений. 



4-5      

5-6      

6-7      

7-8      

8-9      

9-10      

10-11      

11-12      

12-13      

13-14      

14-15      

15-16      

16-17      

17-18      

18-19      

19-20      
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3.1 Теоретическая часть 

Необходимо, чтобы формы колебаний удовлетворяли условиям ортогональ-

ности: 

 {
∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 при 𝑗 ≠ 𝑘

𝐿

0
;

∫ 𝐸𝐼𝑓𝑗”(𝑥)𝑓𝑘"(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 при 𝑗 ≠ 𝑘.
𝐿

0

 (3.1) 

 ∫ 𝑚𝑓𝑗(𝑥)𝑓𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 
𝐿

0
 (3.2) 

для всех k, меньших j, т.е. для k=1, 2, …, j-1. 

Уточненную (ортогонализированную) функцию формы колебаний j-го тона 

будем искать в виде 

 𝑓𝑗(𝑥) = 𝑓𝑗̅(𝑥) − 𝜂1𝑓1(𝑥) − 𝜂2𝑓2(𝑥) − ․․․ − 𝜂𝑗−1𝑓𝑗−1(𝑥), (3.3) 

где f̅j(x) – уточненная функция формы j-го тона, найденная в первом приближе-

нии в виде сдвинутой и повернутой синусоиды (2.9); 

f1(x), f2(x), …fj-1(x) – уточняющие функции формы всех низших по отноше-

нию к j-му тонов, которые предполагаются найденными ранее и прошедшими 

(кроме 1-го тона) ортогонализацию и уточнение по основному дифференциальному 

уравнению. 

Подставляя (3.3) в систему уравнений (3.2): 

 

 ∫ 𝑚(𝑓𝑗̅ − 𝜂1𝑓1 − 𝜂2𝑓2 − ․․․ − 𝜂𝑗−1𝑓𝑗−1)𝑓1 𝑑𝑥 = 0;  

 ∫ 𝑚(𝑓𝑗̅ − 𝜂1𝑓1 − 𝜂2𝑓2 − ․․․ − 𝜂𝑗−1𝑓𝑗−1)𝑓2 𝑑𝑥 = 0;  

 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …  

 ∫ 𝑚(𝑓𝑗̅ − 𝜂1𝑓1 − 𝜂2𝑓2 − ․․․ − 𝜂𝑗−1𝑓𝑗−1)𝑓𝑗−1 𝑑𝑥 = 0  

и учитывая, что все низшие формы уже ортогонализированы друг с другом, получим 

Практическая работа 3. ОРТОГОНАЛИЗАЦИЯ ФОРМЫ 

КОЛЕБАНИЙ С НИЗШИМИ ТОНАМИ 

В  приближенном  методе  Рэлея  -  Папковича  форма  колебаний  первого 

тона  принимается  за  основную,  и  все  высшие  формы  ортогонализируются  с 

низшими: форма второго тона с первой, третья – с формой первого и второго и т.д.

 

При этом считается возможным ограничиться лишь первым из условий (3.1), 

т.е. с ортогонализацией только по кинетической энергии. Таким образом, для функ-

ции формы j-го тона должны выполняться условия 
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 𝜂1 =
∫ 𝑚𝑓𝑗̅𝑓1 𝑑𝑥

∫ 𝑚𝑓1
2 𝑑𝑥

;  𝜂2 =
∫ 𝑚𝑓𝑗̅𝑓2 𝑑𝑥

∫ 𝑚𝑓2
2 𝑑𝑥

; ․․․ ; 𝜂(𝑗−1) =
∫ 𝑚𝑓𝑗̅𝑓(𝑗−1) 𝑑𝑥

∫ 𝑚𝑓(𝑗−1)
2 𝑑𝑥

.   (3.4) 

От интегралов, входящих в формулы (3.4), нетрудно перейти к их прибли-

женным значениям в виде сумм 

 𝜂1 =
∑ 𝑚𝑖̅̅ ̅̅ 𝑓𝑗̅(𝑥𝑖)𝑓1(𝑥𝑖)20

𝑖=1

∑ 𝑚𝑖̅̅ ̅̅ 𝑓1
2(𝑥𝑖)20

𝑖=1

;  𝜂2 =
∑ 𝑚𝑖̅̅ ̅̅ 𝑓𝑗̅(𝑥𝑖)𝑓2(𝑥𝑖)20

𝑖=1

∑ 𝑚𝑖̅̅ ̅̅ 𝑓2
2(𝑥𝑖)20

𝑖=1

; …  (3.5) 

Следует указать на одно осложнение, которое возникает при использовании 

формул (3.5). 

Неясно, что следует принимать в ней в качестве m; величина эта различна для 

разных тонов, так как для них по-разному учитываются присоединенные массы 

воды. К сожалению, неясность эта не может быть уравновешена полностью, потому 

что она вытекает из допущений, заложенных в методе расчета. 

Независимое рассмотрение главных колебаний судна – только приближен-

ный подход к задаче, так как при наличии забортной воды главные колебания в 

уравнениях Лагранжа, строго говоря, не разделяются. 

Приходится брать интенсивность масс m как среднее значение интенсивно-

стей mj и mk из расчета колебаний j-го и k-го тонов, т.е. 

 𝑚𝑗𝑘 =
1

2
(𝑚𝑗 + 𝑚𝑘). (3.6) 

В книге А.А. Курдюмова «Вибрация корабля» (1953 г.) рекомендуется вычислять: 

 𝑚𝑗𝑘 = √𝑚𝑗 ∙ 𝑚𝑘 (3.7) 

Для первых пяти тонов обе рекомендации практически совпадают. 

3.2 Практическая часть 

Для функции формы второго тона произвести ортогонализацию с первым то-

ном (предварительно уточненный первый тон по основному дифференциальному 

уравнению (практическая работа 4)). 

Для функции формы третьего тона произвести ортогонализацию со вторым и 

первым тоном при условии, что функция второго тона после ортогонализации про-

шла уточнение по основному дифференциальному уравнению, а для функции пер-

вого тона произведено уточнение по дифференциальному уравнению. 

Пример расчета вибрации корпуса судна представлен в приложении А. 
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4.1 Теоретическая часть 

Получаемая из условий динамического равновесия форма колебаний удовле-

творяет граничным условиям по изгибающему моменту (f̋j(x)=0 при x=0 и x=L), но, 

не удовлетворяет основному дифференциальному уравнению и граничным усло-

виям по срезывающей силе. 

Для того чтобы уточнить форму колебаний, подставим (2.3) в дифференци-

альное уравнение (2.4) 

 
𝜕2

𝜕𝑥2 [𝐸𝐼𝐴𝑗𝑓𝑗"(𝑥) cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗)] − 𝑚𝐴𝑗𝑓𝑗(𝑥) 𝜆𝑗
2cos(𝜆𝑗𝑡 + 𝛼𝑗) = 0  

и сократим полученное уравнение на неравный нулю множитель, Аjcos(λjt+αj) 

 
𝑑2

𝑑𝑥2
[𝐸𝐼

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
] = 𝑚𝜆2𝑓. (4.1) 

Уточнение значений f(x) можно получить, если в правой части считать эту 

функцию f(x) известной из предыдущего приближения – например, если взяв ее для 

первого тона по формуле (2.9), а для высших тонов с учетом ортогонализации – по 

формуле (3.3). 

Произведя первое интегрирование, получим 

 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐸𝐼𝑓"] = 𝑚0𝜆2∆𝐿 [

1

∆𝐿
∫ 𝑚̅𝑓 𝑑𝑥

𝑥

0
] + 𝐴.  

Для того чтобы функция f(x) удовлетворяла граничным условиям по срезы-

вающей силе при x=0, необходимо, чтобы A=0. При этом будет удовлетворено 

условие по срезывающей силе и на другом конце судна x=L, в силу того что f(x) 

удовлетворяет условию (2.7). 

Вторичное интегрирование уравнения (4.1) дает 

 𝑓" =
𝑚0𝜆2∆𝐿2

𝐸𝐼0
[

1

∆𝐿2

𝐼0

𝐼
∫ ∫ 𝑚̅𝑓 𝑑𝑥2𝑥

0

𝑥

0
] + 𝐵.  

Чтобы функция f(x) удовлетворяла граничному условию по моменту при x=0, 

надо, чтобы B=0. При этом будет удовлетворено граничное условие по моменту и 

на другом конце пр x=L, так как f(x) удовлетворяет условию (2.8). 

Два последующих интегрирования дают 

 𝑓′ =
𝑚0𝜆2∆𝐿3

𝐸𝐼0
[

1

∆𝐿3 ∫
𝐼0

𝐼

𝑥

0
∫ ∫ 𝑚̅𝑓 𝑑𝑥3𝑥

0

𝑥

0
+ 𝐶] ;  

Практическая работа 4. УТОЧНЕНИЕ ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ 

И ЧАСТОТЫ ПО ОСНОВНОМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ 

УРАВНЕНИЮ 
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 𝑓 =
𝑚0𝜆2∆𝐿4

𝐸𝐼0
[

1

∆𝐿4 ∫ ∫
𝐼0

𝐼

𝑥

0

𝑥

0
∫ ∫ 𝑚̅𝑓 𝑑𝑥4𝑥

0

𝑥

0
+ 𝐶 (

𝑥

∆𝐿
−

𝐿

2∆𝐿
)] ;  

Шпация ΔL введена с целью сделать выражения в квадратных скобках без-

размерными. 

Обозначим также расстояние от миделя до середины рассматриваемого от-

сека, выраженное в шпациях, через ζ̅i 

 𝜁𝑖̅ =
𝐿

∆𝐿
(

𝑥𝑖

𝐿
−

1

2
). (4.2) 

Заменив в выражениях для f̋, f́ и f интегралы суммами, получим: 

 𝑓𝑖" =
𝑚0𝜆2∆𝐿2

𝐸𝐼0
[

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1 ] ; (4.3) 

 𝑓𝑖
′ =

𝑚0𝜆2∆𝐿3

𝐸𝐼0
[𝐶 + ∑

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1 ] ; (4.4) 

 𝑓𝑖 =
𝑚0𝜆2∆𝐿4

𝐸𝐼0
[𝐷 + 𝐶𝜁𝑖̅ + ∑ ∑

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1 ] ; (4.5) 

или 

 𝑓𝑖 = 𝑝1 [𝐷 + 𝐶𝜁𝑖̅ + ∑ ∑
𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1 ] ; (4.6) 

если ввести обозначение 

 𝑝1 =
𝑚0𝜆2∆𝐿4

𝐸𝐼0
.  

Постоянные C и D можно найти, подчинив разыскиваемую функцию усло-

виям динамического равновесия 

 ∫ 𝑚𝑓 𝑑𝑥
𝐿

0
= ∫ ∫ 𝑚𝑓 𝑑𝑥2𝑥

0

𝐿

0
= 0.  

Заменяя, как и ранее интегралы суммами, получим два алгебраических урав-

нения для определения неизвестных C и D 

{
(∑ 𝑚̅𝑖𝜁𝑖̅

20
𝑖=1 )𝐶 + (∑ 𝑚̅𝑖

20
𝑖=1 )𝐷 + ∑ 𝑚̅𝑖 ∑ ∑

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

20
𝑖=1 = 0;

(∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝜁𝑖̅
𝑖
𝑖=1

20
𝑖=1 )𝐶 + (∑ ∑ 𝑚̅𝑖

𝑖
𝑖=1

20
𝑖=1 )𝐷 + ∑ ∑ 𝑚̅𝑖 ∑ ∑

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

20
𝑖=1 = 0

 (4.7) 

или 

 {
𝑎𝐶 + 𝑏𝐷 + 𝑔 = 0;

𝑎1𝐶 + 𝑏1𝐷 + 𝑔1 = 0.
 (4.8) 

Решив систему (4.7) и найдя C и D, можно вычислить по формуле (4.6) уточ-

ненные значения функции формы. 



Одновременно с уточнением функции формы оказывается уточненной и кри-

визна f̋, необходимая для вычисления обобщенной жесткости 

 𝑁∗ = ∫ 𝐸𝐼[𝑓"(𝑥)]2 𝑑𝑥 = ∑ 𝐸𝐼𝑖[𝑓"(𝑥𝑖)]2∆𝐿
𝐿

0
. (4.9) 

Подставив в последнее выражение значение кривизны (4.3), получим 

 𝑁∗ = ∑ 𝐸𝐼𝑖
𝑚0

2𝜆4∆𝐿5

𝐸2𝐼0
2 [

𝐼0
2

𝐼𝑖
2 (∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖)2] =

𝑚0
2𝜆4∆𝐿5

𝐸𝐼0
∑

𝐼0

𝐼𝑖
(∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖)2  

или 

 {
𝑁∗

𝑗 = 𝑝2 ∑
𝐼0

𝐼𝑖

20
𝑖=1 [∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖(𝑥)𝑖

𝑖=1
𝑖
𝑖=1 ]

2
,

𝑝2 =
𝑚0

2𝜆4∆𝐿5

𝐸𝐼0
.

 (4.10) 

Помимо обобщенной жесткости нужна еще обобщенная масса 

 𝑀∗
𝑗 = ∫ 𝑚[𝑓𝑗(𝑥)]

2
𝑑𝑥

𝐿

0
 (4.11) 

или 

 𝑀∗
𝑗 = 𝑚0∆𝐿 ∑ 𝑚̅𝑖[𝑓𝑗(𝑥𝑖)]

220
𝑖=1 . (4.12) 

Уточненная по основному дифференциальному уравнению частота 

 𝜆∗ = √
𝑁∗

𝑀∗
. (4.13) 

4.2 Практическая часть 

Для функции формы первого тона произвести уточнение по основному диф-

ференциальному уравнению, а для функции второго тона уточнение по уравнению 

произвести после ортогонализации. 

Пример расчета вибрации корпуса судна представлен в приложении А. 
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5.1 Теоретическая часть 

Выражение для обобщенной массы (4.11) было получено при учете в кинети-

ческой энергии только поперечных перемещений элементов корпуса, пренебрегая 

энергией вращения этих элементов. В выражении обобщенной жесткости учитыва-

лись лишь деформации изгиба, вызванные нормальными напряжениями, а дефор-

мации, обусловленные сдвигом, т.е. касательными напряжениями, не учитывались. 

Если учесть дополнительную энергию вращения, то кинетическая энергия будет 

больше 

 𝐾 =
1

2
∫ 𝑚 (

𝜕𝜔

𝜕𝑡
)

2
𝑑𝑥 +

1

2
∫ м𝜌ин

2 (
𝜕2𝜔

𝜕𝑡𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

𝐿

0
,  

где мρ2
инdx – момент инерции элемента корпуса относительно поперечной гори-

зонтальной оси, проходящей через центр тяжести этого элемента; 

м – погонная масса корпуса; 

ρин – радиус инерции; 

∂2ω/∂t∂x – угловая скорость. 

Подставляя в последнее выражение ряд (2.1) и учитывая условия ортогональ-

ности, получим 

 𝐾 =
1

2
∑ 𝜑𝑗̇

2 [∫ 𝑚𝑓2
𝑖

𝑑𝑥
𝐿

0
+ ∫ м𝜌ин

2(𝑓′
𝑗
)2 𝑑𝑥

𝐿

0
]∞

𝑖=1   

или 

 𝐾 =
1

2
∑ 𝑀∗∗

𝑗𝜑𝑗̇
2∞

𝑖=1 ,  

где обобщенная масса с учетом инерции вращения сечений равна 

 𝑀∗∗
𝑗 = ∫ 𝑚[𝑓𝑗(𝑥)]

2
𝑑𝑥

𝐿

0
+ ∫ м𝜌ин

2[𝑓′𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0
  

Дополнительная обобщенная масса, учитывающая инерцию вращения, неве-

лика по сравнению с основной и составляет обычно не более 3…5% от нее. Поэтому 

удобно учесть ее поправочным коэффициентом 

 𝑀∗∗
𝑗 = 𝑀∗

𝑗(1 + 𝑘вр), (5.1) 

где M*
j – обобщенная масса судна с присоединенной водой j-го тона без учета 

инерции вращения: 

 𝑀∗
𝑗 = ∫ 𝑚𝑓𝑗

2 𝑑𝑥
𝐿

0
;  

Практическая работа 5. УЧЕТ ВРАЩЕНИЯ СЕЧЕНИЯ 

КОРПУСА И СДВИГА 
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kвр – поправочный коэффициент: 

 𝑘вр =
∫ м𝜌ин

2[𝑓′𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0

∫ 𝑚[𝑓𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0

.  

Учитывая, что поправочный коэффициент невелик, можно мρ2
ин заменить их 

средним значением м0ρ
2

0, после чего, переходя от интегралов к суммам, оконча-

тельно получим 

 𝑘вр =
м0𝜌0

2∆𝐿 ∑ [𝑓′𝑗(𝑥𝑖)]
220

𝑖=1

𝑀∗
𝑗

. (5.2) 

Значения производных, которые суммируются в числителе, определяются 

формулой (4.4) 

 𝑓𝑖
′(𝑥𝑖) = 𝑝3 [𝐶 + ∑

𝐼0

𝐼𝑖
∑ ∑ 𝑚̅𝑖𝑓𝑖

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1

𝑖
𝑖=1 (𝑥𝑖)], (5.3) 

где 

 𝑝3 =
𝑚0𝜆2∆𝐿3

𝐸𝐼0
.  

Учет дополнительных деформаций от сдвига увеличивает податливость кор-

пуса, т.е. несколько понижает обобщенную жесткость 

 𝑁∗∗
𝑗 =

𝑁∗
𝑗

1+𝑘сдв
, (5.4) 

где 

 𝑘сдв =
∫ 𝐸𝐼[𝑓"𝑗(𝑥)]

2
𝑑𝑥

𝐿

0

∫ 𝐺𝐹пр[𝑓′𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0

=
𝑁∗

𝑗

∫ 𝐺𝐹пр[𝑓′𝑗(𝑥)]
2

𝑑𝑥
𝐿

0

  

или, если приведенную площадь поперечного сечения корпуса, воспринимающую 

сдвиг Fпр, заменить ее средним значением F0 

 𝑘сдв =
𝑁∗

𝑗

𝐺𝐹0∆𝐿 ∑ [𝑓′𝑗(𝑥𝑖)]
220

𝑖=1

. (5.5) 

Подставив в формулу (4.13) 

 𝜆∗∗
𝑗 = √

𝑁∗
𝑗

𝑀∗
𝑗(1+𝑘вр)(1+𝑘сдв)

.  

Поскольку поправочные коэффициенты не превышают нескольких процен-

тов, произведением их можно пренебречь 

 𝜆∗∗
𝑗 =

𝜆∗
𝑗

√1+𝑘вр+𝑘сдв
. (5.6) 



5.2 Практическая часть 

Произвести уточнение частот первого и второго тона по уточненным функ-

циям соответствующих тонов. (Уточнение функций форм произведено по практи-

ческой работе 3 и 4). 

Пример расчета вибрации корпуса судна представлен в приложении А. 
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6.1 Теоретическая часть 

Вибрация может характеризоваться четырьмя величинами: амплитудой пере-

мещений a, амплитудой скорости v, амплитудой ускорения j и круговой частотой 

ω или связанными с частотой величинами (число колебаний в минуту или секунду, 

период колебаний). Поскольку указанные четыре характеристики связанные двумя 

зависимостями 

 𝑣 = 𝑎𝜔 и 𝑗 = 𝑎𝜔2  

можно нормировать любые две из них. 

В итоге измерений вибрации на судах различных типов и анализа поврежде-

ний и неудобств, причиной которой явилась вибрация, было решено лимитировать 

амплитуды перемещений и амплитуды ускорений, назначив для них независимые 

друг от друга предельные значения: 

 𝑎 ≤ 1 … 1,5 мм; 𝑗 ≤ 1000 … 1500
мм

с2
.  

Анализ различных случаев вибрации и вредных последствий на ряде судов (в 

основном речных и озерных) показывает, что амплитуда перемещений не должна 

превышать значения 

 𝑎 =
2

1+(
𝑛

5
)

2 =
2

1+(
𝑁

300
)
, (6.1) 

где а – предельно допустимая амплитуда колебаний, мм; 

n – число колебаний в секунду, т.е. частота в герцах; 

N – число колебаний в минуту. 

Указанному требованию должны удовлетворять колебания любого направле-

ния палуб, бортов, днища, переборок, любых перекрытий, ребер жесткости и дру-

гих связей корпуса, кроме судовых пластин. 

Для сравнительной оценки вибрации в служебных помещениях, в которых 

установлена радионавигационная аппаратура, и в жилых помещениях может быть 

принято следующее значение допустимых амплитуд 

 𝑎 =
1,3

1+(
𝑛

5
)

2 =
1,3

1+(
𝑁

300
)

2  мм. (6.2) 

Для пластин допустимая вибрация определяется возникающими в них напря-

жениями. Полагая, что дополнительные динамические переменные напряжения не 

должны превышать 400 кгс/см2 [⁓40 Н/мм2], поскольку в пластинах имеются и дру-

гие напряжения, можно следующим путем установить наибольшую допустимую 

Практическая работа 6. НОРМИРОВАНИЕ ВИБРАЦИИ 
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амплитуду колебаний пластины. 

Полоска пластины, вырезанная из ее середины параллельно меньшей стороне 

опорного контура, колеблется как жестко заделанная балка по уравнению. 

 𝜔(𝑥, 𝑡) = 𝑎
𝑓(

𝑥

𝑏
)

𝑓(0,5)
sin 𝜆𝑡 =

𝑎

𝑓(0,5)
[sin 𝜇

𝑥

𝑏
− cos 𝜇

𝑥

𝑎
+ 𝑒−𝜇

𝑥

𝑏 − 𝛿 (𝑐ℎ𝜇
𝑥

𝑏
− cos 𝜇

𝑥

𝑏
)] sin 𝜆𝑡  

где а – прогиб в середине пролета (x/b)=0,5; 

b – меньшая сторона опорного контура пластины. 

Дважды дифференцируя это выражение можно получить изгибающий мо-

мент 

 𝑀изг = 𝐸𝐼
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
=

𝑎𝐸𝐼 sin 𝜆𝑡

𝑓(0,5)

𝜇2

𝑏2
[− sin 𝜇

𝑥

𝑏
+ cos 𝜇

𝑥

𝑏
+ 𝑒−𝜇

𝑥

𝑏 − 𝛿 (𝑐ℎ𝜇
𝑥

𝑏
− cos 𝜇

𝑥

𝑏
)].  

Максимальное его значение для первого тона при sinλt=1, μ=4,73 и 

f(0,5)=1,6164 равно 

 𝑀макс =
𝑎𝐸𝐼

1,6164

4,732

𝑏2
[2,03] =

28𝑎𝐸𝐼

𝑏2
.  

Напряжения при этом моменте найдем по формуле 

 𝜎 =
𝑀макс

𝑊
=

28𝑎𝐸ℎ

2𝑏2
.  

При указанном выше напряжении E=2,2⸱106 кгс/см2 [⁓2,2⸱105 Н/мм2] получим 

 𝑎 = 0,13 ∙ 10−4 𝑏2

ℎ
.  

где h – толщина пластины, мм; 

b – меньшая сторона опорного контура пластины. 

Последнему выражению удобно придать форму 

 𝑎 = 0,13 ∙ (
𝑏

100ℎ
)

2
ℎ. (6.3) 

Речной Регистр РСФСР считает необходимым допускать несколько меньшие 

амплитуды 

 𝑎 = 0,125 ∙ (
𝑏

100ℎ
)

2
ℎ. (6.4) 

6.2 Практическая часть 

По формулам (6.1) и (6.2) определить амплитуду перемещений для первых 

трех тонов свободных колебаний проектируемого судна. 

Приведенные требования в теоретическом разделе должны быть дополни-

тельно согласованы с требованиями Правил РМРС, части VII «Механические уста-

новки», главы 9 – Вибрация механизмов и оборудования. Технические нормы. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Таблица А.1 – Исходные данные проектируемого судна 

Характеристика Обозначе-

ние 

Значение 

Длина между перпендикулярами, м Lnn 37,2 

Ширина по КВЛ, м BКВЛ 7,4 

Осадка по КВЛ, м dКВЛ 1,8 

Высота борта до ВП на миделе, м D 3 

Полное водоизмещение, т Δ 300 

Квадрат среднего радиуса инерции, м2 ρ2
0 0,75 

Средняя площадь поперечного сечения кор-

пуса, воспринимающего срез, м2 
F0 0,13 

 

№ шпа-

ций 

Орди-

наты 

ГВЛ уi, 

м 

Осадки di, 

м 

Площади 

шпангоутов, 

Fi, м
2 

Момент 

инерции, Ii, 

м4 

Интенсив-

ность массы 

мi, т/м 

0-1 0,60 1,80 0,67 0,120 3,03 

1-2 1,35 1,80 2,37 0,168 4,13 

2-3 2,17 1,80 4,45 0,170 3,89 

3-4 2,82 1,80 6,65 0,177 6,15 

4-5 3,20 1,80 8,50 0,195 7,20 

5-6 3,42 1,80 10,00 0,210 8,00 

6-7 3,60 1,80 11,00 0,220 10,00 

7-8 3,64 1,80 11,80 0,230 13,00 

8-9 3,70 1,80 12,00 0,236 16,00 

9-10 3,70 1,80 12,00 0,236 10,00 

10-11 3,70 1,80 12,00 0,236 10,00 

11-12 3,70 1,80 12,00 0,236 17,00 

12-13 3,70 1,80 11,90 0,232 16,00 

13-14 3,70 1,80 11,40 0,225 8,00 

14-15 3,52 1,80 10,40 0,215 6,00 

15-16 3,30 1,80 9,30 0,207 4,50 

16-17 2,92 1,80 7,15 0,200 4,08 

17-18 2,39 1,80 4,65 0,136 3,32 

18-19 1,72 1,80 2,36 0,075 6,24 

19-20 0,80 1,80 0,70 0,042 4,58 
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Таблица А.5 – Ортогонализация форм колебаний второго тона с формой первого 
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Таблица А.9 – Сводная таблица результатов расчета общей вибрации корпуса 

судна по методу Рэлея - Папковича 
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