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ЛИНИЙ

Рассматриваются вопросы моделирования различных типов участков асин-
хронных автоматизированных линий, приводятся практические результаты моде-
лирования участков с абсолютно надежным накопителем и стохастическим вре-
менем резерва.

Полумарковская итерационная модель однопоточной асинхронной авто-
матизированной линии (ААЛ), рассмотренная в [1], позволяет определить ее 
производительность с учетом надежностных характеристик входящего в ли-
нию основного и вспомогательного технологического оборудования, а также 
средние величины очередей в накопителях. В данную модель ААЛ в виде со-
ставляющих входят полумарковские модели участков линии. Под участком 
понимается  совокупность 
последовательно  стоящих 
технологической  ячейки 
(ТЯ)  и  накопителя  (Н), 
структура участков различ-
ного типа в формализован-
ном  виде  показана  на  ри-
сунке 1. 

Участок, показанный на рисунке 1,а называется сопряженным, нако-
питель Hk создает временной резерв в случае отказа ячейки 1kТЯ − , произ-
водя выдачу деталей на последующий элемент линии. На рисунке 1,б изоб-
ражен основной участок линии. При отказе  kТЯ  резервирование времени 
на ее восстановление также осуществляется Hk. Математическое описание 
участков обоих типов идентично,  различие состоит лишь в определении 
временного резерва, создаваемого накопителем. 

В настоящее время существуют несколько полумарковских моделей 
рассмотренных элементов ААЛ. Модель, рассмотренная в [2], исходными 
данными  которой  являются  функции  распределения  времен  отказов  и 
восстановлений ТЯ (Н считается абсолютно надежным), а также временной 
резерв,  обеспечиваемый  накопителем,  позволяет  заменить  участок  (как 
основной  так  и  сопряженный)  простейшим эквивалентным элементом с 
двумя факторными состояниями. Недостатком модели является допущение 
о постоянном (неслучайном) временном резерве накопителя, который, на 
самом деле, является произведением двух случайных величин: очереди и 
времени обслуживания ТЯ, стоящей до или после Н (в зависимости от того, 

а) б)
Рисунок 1 − Структура участков ААЛ



какого типа участок рассматривается).
Модель, рассмотренная в [3], является более адекватной с точки зре-

ния математического описания времени резерва, создаваемого межопераци-
онным накопителем: для нахождения функции распределения данной слу-
чайной величины там принималось допущение о том, что длина очереди в 
Hk является неслучайной величиной, равной математическому ожиданию 
Lk.  При  этом  плотности  распределения  временного  резерва  накопителя 
основного и сопряженного участков соответственно определяются по фор-
мулам [3]
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где 1( )kf t−  ( ( )kf t ) − плотность распределения времени обслуживания еди-
ницы продукции  технологической  ячейкой   1kТЯ −  ( kТЯ );  kK − емкость 
k−го накопителя.

Зная  плотности распределения,  определяемые соотношениями (1)  и 
(2), можно найти функцию распределения временного резерва Hk:
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Функция распределения времени восстановления участка в целом (с 
абсолютно надежным накопителем) определяется соотношением:
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где  10 ( )F t  ( 10 ( )f t )  − функция (плотность) распределения времени восста-
новления технологической ячейки.

Функция распределения времени наработки на отказ участка с учетом 
стохастичности  времени  резерва  накопителя  определяется  зависимостью 
[3]
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где f01(t) − плотность распределения времени наработки на отказ ТЯ; ( )n tΘ  
− n-кратная свертка плотностей 01( )f t  и 10 10 12( ) ( ) ( )q t F t f t= , равная:
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Коэффициент готовности участка можно оценить как
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где  , G FM M  − математические ожидания времен восстановления и нара-
ботки на отказ участка в целом соответственно:
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Средняя длина очереди в накопителе Н определяется при помощи мо-
дели, рассмотренной в [4] для анализа системы массового обслуживания 
(ячейка  − накопитель  − ячейка) типа G/G/1/K, построенной на базе реше-
ния стационарного уравнения Фоккера-Планка третьего порядка.

Здесь  задача  ставится  следующим образом:  получить  практические 
результаты моделирования основного и сопряженного участков, считая на-
копитель абсолютно надежным, а временной резерв, создаваемый им − сто-
хастической величиной, использовав при этом формулы (3)−(5), определить 
функции распределения наработки на отказ F(t) и восстановления G(t) со-
ответствующих участков в целом и их коэффициент готовности. 

Основную сложность в расчетах представляет определение функции 
( )n tΘ  при n > 3. Для упрощения этой процедуры используется следующий 

прием: функции 01( )f t  и 10 ( )q t преобразуются по Лапласу, в области изоб-
ражений ищется их  n-кратное произведение (известно, что свертке ориги-
налов соответствует произведение изображений), затем полученное изобра-
жение при помощи обратного преобразования Лапласа переводится в об-
ласть оригиналов. Для выполнения указанной операции и моделирования 
всей системы используется математический пакет Maple VI.

Предположим, что времена обслуживания ячейками единицы продук-



ции и между их отказами распределены в соответствии с обобщенным за-
коном Эрланга второго порядка, а времена восстановлений ТЯ распределе-
ны экспоненциально, т.е.
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где 1 2 1 2,  , ,  , θ θ λ λ µ  − параметры соответствующих распределений. 

Моделирование участков производится со следующими параметрами 
(все параметры приведены в условных единицах  (у.е.)):

− математические ожидания и дисперсии времен обслуживания, между 
отказами и восстановления  ТЯk-1 соответственно равны:   Моб(k-1) = 0,02 у.е., 
Мот(k-1) = 0,3  у.е.,   Мвос(k-1) = 0,5 у.е.;   Dоб(k-1) = 0,0003 (у.е.)2,  
Dот(k-1) = 0,06 (у.е.)2;

− математические ожидания и дисперсии времен обслуживания, меж-
ду отказами и восстановления ТЯk соответственно равны:  Моб(k) = 0,025 у.е., 
Мот(k) = 0,5  у.е.,   Мвос(k) = 0,3 у.е.;   Dоб(k) = 0,0004 (у.е.)2,   Dот(k) = 0,19 (у.е.)2;

− емкость накопителя  K = 15; порядок сверток n = 5.
Следует отметить, что при подборе параметров величин, распределен-

ных в соответствии с обобщенным законом Эрланга второго порядка, коэф-
фициент вариации должен лежать в пределах от 0,7 до 1, что несколько су-
жает область применения данного закона. 

При моделировании системы с указанными выше параметрами оче-
редь в накопителе составляет 12,044kL = . Графики зависимостей функций 
распределения времен наработки на отказ и восстановления для сопряжен-
ного участка изображены на рисунке 2, для основного − на рисунке 3.

Математические ожидания времен наработки на отказ и восстановле-
ния,  а  также  коэффициенты  готовности  сопряженного  и  основного 
участков составили соответственно:

( ) 1, 47FсопрM = у.е.;  ( ) 0,5GсопрM = у.е.;  ( ) 0,74Г сопрK = ;

( ) 0,97FоснM = у.е.;  ( ) 0,3GоснM = у.е.;    ( ) 0,76Г оснK = .
Целесообразно произвести следующие исследования:
1) проследить за изменением зависимости коэффици-

ентов готовности основного и сопряженного участков от емкости накопите-
ля Hk при данных параметрах моделирования;

2) исследовать зависимость коэффициентов готовности 
участков от средней длины очереди в накопителе (изменение очереди в Hk 

4



достигается  варьированием  параметров  времени  обслуживания  ячейкой 
ТЯk-1  при  неизменных  параметрах  времени  обслуживания  ячейкой  ТЯk) 
при емкости накопителя  Kk = 20 мест.

Результаты моделирования сведены в таблицы 1 и 2 соответственно.
Таблица 1 – Зависимости KГ = f (Kk) для основного и сопряженного участков

Величины Емкость накопителя Kk 
0 5 10 15 20 25 30

KГ сопряженного участка 0,61 0,65 0,7 0,74 0,78 0,81 0,83
KГ основного участка 0,72 0,75 0,76 0,76 0,77 0,77 0,77
Средняя длина очереди в Hk 0 3,14 7,33 12,04 16,96 21,94 26,93

Таблица 2 − Зависимости KГ = f (Lk) для сопряженного и основного участков
Исходные данные для моделирования

Параметры времени обслуживания kТЯ : ( ) 0,025об kM =  ( ) 0,0004об kD =

Параметры времени обслу-
живания 1kТЯ − :

( 1)об kM − 0,03 0,028 0,026 0,024 0,022 0,02

( 1)об kD − 0,0007 0,0006 0,0005 0,0004 0,0004 0,0003

Результаты моделирования
Средняя длина очереди в Hk 3,94 5,53 8,22 11,87 15,06 16,96
KГ сопряженного участка 0,662 0,68 0,71 0,74 0,77 0,79
KГ основного участка 0,89 0,88 0,86 0,83 0,79 0,76

Как видно из таблицы 1, коэффициент готовности основного участка с 
увеличением емкости накопителя достаточно быстро растет, в то время как 
прирост коэффициента готовности сопряженного участка осуществляется  

Рисунок 2 − Графики зависимости функций 
распределения времен наработки на отказ F(t) 
и восстановления G(t) сопряженного участка

Рисунок 3 − Графики зависимости функций 
распределения времен наработки на отказ  

F(t) и восстановления G(t) основного участка



незначительно. Это обусловлено, в первую очередь, тем, что очередь в  Hk 

составляет больше половины его емкости (математическое ожидание вре-
мени  обслуживания  ТЯk-1  больше  соответствующего  параметра ТЯk),  а 
вследствие этого временной резерв, создаваемый накопителем, основного 
участка гораздо больше, чем у сопряженного. Результаты моделирования, 
приведенные в таблице 2,  в некотором смысле доказывают адекватность 
рассматриваемой модели: увеличение времени резерва участка приводит к 
увеличению его коэффициента готовности и наоборот.

Многократное моделирование систем подобного типа позволяет отме-
тить  следующую  особенность:  чем  больше  емкость  накопителя  Hk,  тем 
больший порядок сверток n и точность расчетов необходимо брать для схо-
димости функции F(t) к единице, что резко увеличивает время моделирова-
ния системы (в среднем такое время составляет 120…150 с). Полученные 
результаты в общем доказывают адекватность приведенной модели и могут 
быть использованы при построении моделей более сложных систем, таких 
как асинхронные автоматизированные линии.
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