
УДК 681.5
ПРИВЕДЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ В ЗАДАННУЮ ТОЧКУ 

ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА
Скороход Б.А.

Рассматривается задача конструирования управления, переводящего линей-
ную систему с аддитивными возмущениями в заданную точку за  конечное время.

Предполагается заданной система
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где x(t), f(t) – n-мерные векторные функции; u(t) – скалярное управление; 
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матрицы  - )()( t,t BA  известные на отрезке  Т функции;  ft – задано;  0x  – 
произвольный вектор.

Требуется построить управление в виде обратной связи 
,)()}(),...,(),({)( 21 t(t)tgtgtgtu fn ψ+−= x                         (2)

переводящее систему (1) из произвольного начального состояния 0)0( xx =  
в состояние .)( fft xx =

Будем полагать, что в [2]
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где
;),,...,2,1(),)!1()!1(()!2( ttniiininn fi −=τ=−+−−=α

),...,2,1(),(),( niii =τϕτΦ  – некоторые непрерывные функции, обращающие-
ся в точке τ = 0 в нуль.

Из работы  [1] следует, что если  0)( =tf , а коэффициенты обратной 
связи определены выражением (3), ),...,2,1(),( nii =τΦ  – произвольные, не-



прерывные, обращающиеся в нуль в точке 0=τ функции, то 0)( =ftx  для 
любых .0x

Преобразуем систему (1) с помощью замены
,)()()( ff vxtvtztx −++=                                          (4)

где
.)(,0)0(),()()()( ff vtvvtftvtAtv ==+=                             (5)

Тогда 
),()()()()( tutBtztAtz ξ++=                                       (6)

где ),)(()( ff vxtAt −=ξ  причем .0)( =ftz
Таким образом, с помощью замены (4), (5) задача сводится к приведе-

нию  управляемой  системы  в  начало  координат,  причем,  так  как  пара 
))(),(( tBtA  задана в канонической управляемой форме, то
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Пусть .0)( ≠tf  Требуется показать, что управление
),(])()()[())(,( tvxtvtxtGtxtu fff ψ++−−−=

где элементы )(tG определяются выражением (3),

∑
−

=

+− ξτα−=ψ
1

1
,)(

n

j
j

jn
jf t                                                    (7)

)1,...,2,1,,...,2,1(),( −==τΦ ninjj  –  произвольные,  непрерывные,  обраща-
ющиеся в нуль в точке τ = 0 функции, решает сформулированную задачу. 

Доказательство этого утверждения основывается на следующих вспо-
могательных утверждениях.

Лемма 1  Пусть
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Тогда для элементов обратной матрицы  1−= PM  справедливо пред-
ставление 
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Лемма 2  Пусть
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∫ θθψ+ξ=σ −
t

f dBtXtXt
0

1 ,)]()[()()(

где      )).(),...,(),(()(),0,,...,,( 21121 tttt nn σσσ=σξξξ=ξ −

Тогда
).1,...,2,1,0(),()( −=→ττ=σ nioti

Вернемся к решению основной задачи управления системой (6), (7). 
Преобразуем эту систему с помощью замены
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Покажем, что собственные числа матрицы 0A  системы
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определяются выражениями ).,...,2,1(,2 niini =+−=λ
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Тогда
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где ),( mis  – числа Стирлинга 1-го рода.
Поэтому
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где L постоянная неособая матрица, а значит, собственные числа матрицы 
0A  совпадают с корнями уравнения
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которые являются числами [1] ).,...,2,1(,2 niini =+−=α
Переходя с помощью формулы Коши к интегральным уравнениям и 

учитывая, что элементы фундаментальной матрицы системы (10) определя-
ются выражением (8), получим
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),...,2,1,(),( njipij =Φ  – элементы фундаментальной матрицы )( pΦ  систе-
мы (9). Так как ),,...,2,1(,2 niin =+−=λ  то при всех 0≥p  справедливо не-
равенство

)( pΦ ).0(, >≤ − cce np

Производя  оценку по  модулю при  0pp >  и  возвращаясь  к  старым 
переменным, приходим к неравенству
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Или, полагая )()( p
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Отсюда, используя лемму Беллмана, будем иметь неравенство
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Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть в системе (1) пара )}(),({ tBtA  задана в канонической 

управляемой форме,  )(),( tftA  – известные,  непрерывные на отрезке  T
функции. Тогда управление

)(])()()[())(,( tvxtvtxtGtxtu fff ψ++−−−=

переводит систему (1) из произвольного начального состояния в состояние 
.fx
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