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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА  
С ПОМОЩЬЮ ТЕОРИИ КАТАСТРОФ

Для упрощенной математической модели летательного аппарата (ЛА) вы-
полнен анализ устойчивости стационарных состояний. Показано, что при сходе  
траектории с устойчивого многообразия динамика ЛА катастрофически меняет-
ся. 

Одним  из  важнейших  объектов  управления  является  летательный 
аппарат (ЛА). Изучение поведения ЛА и конструирование систем управле-
ния, обеспечивающих требуемые условия устойчивости, являются ключе-
выми задачами теории управления  [1].  Интенсивно развивающаяся в по-
следнее время теория катастроф [2,3] дает новые возможности для решения 
этих задач. В частности, в  [2] построены бифуркационные множества по-
тенциальной функции в пространстве управляющих параметров, описыва-
ющие состояние реактивного ЛА с крыльями-стабилизаторами, и численно 
решены уравнения движения. Однако при отсутствии каких-либо сведений 
о структуре многообразия уравнений состояния интерпретация полученной 
таким образом обширной информации в виде зависящих от времени функ-
ций вызывает существенные затруднения [3]. Вместе с тем, располагая све-
дениями о такой структуре, можно описывать качественное поведение тра-
екторий ЛА, и не решая уравнений движения.

Целью работы являются построение многообразий динамики ЛА, ана-
лиз их устойчивости и качественное описание на основе теории катастроф 
поведения ЛА при различных значениях управляющих параметров.

Рассмотрим движение ЛА на некоторой высоте с постоянной скоро-
стью. Управление полетом осуществляется посредством отклонения элеро-
нов на угол Eδ  и рулей высоты Bδ . В предположении, что значения коор-
динат ЛА и управляющих углов невелики, на основании классического тру-
да [4] динамику ЛА можно упрощенно описать системой дифференциаль-
ных уравнений
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где zyx JJJ     ,,  - моменты инерции ЛА; 357
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S  - несущая площадь крыльев;  L  - размах крыльев; ρ  - плотность возду-
ха; V  - скорость ЛА; m  - масса; zyx     ,,  - угловые скорости; α  - угол ата-
ки; β  - угол скольжения. Состояния равновесия системы (1) описываются 
уравнениями
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Последовательными исключениями сведем систему (2) к одной пере-
менной, например, x :
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Полученное уравнение определяет положение по координате  x  в за-
висимости от управляющих параметров BE δδ   , . Построим сечения много-
образия, описываемого уравнением (3), плоскостями  constB =δ , для чего 
определим из (3) переменную Eδ
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где обозначено 
Sr
SeSs = .

На рисунке 1 показано сечение многообразия состояний равновесия, 
построенное по выражению (4)  при  0=δ B  (при численном анализе  ис-
пользованы  типовые  данные,  характерные,  например,  для  самолета  2F  
«Мираж» [4]: 51054 ⋅≈≈ ,yz JJ кг/м2; 51021 ⋅≈ ,xJ кг/м2; 36=S м2; 510,=L

м;  41051 ⋅= ,m кг;  400=V м/с;  291,=ρ кг/м3).  Как  видно  из  рисунка  1, 
многообразие состоит из пяти отдельных областей. При изменении управ-
ляющего параметра Bδ  вид сечения изменяется, но в целом его структура 
остается подобной рисунку 1. 

Анализ  линеаризованной 
системы  (1)  показывает,  что 
устойчивыми  являются  лишь 
области  1  и  5,  области  2  -  4 
оказываются  неустойчивыми, 
хотя  структура  собственных 
чисел в этих областях различ-
на.  Поэтому  не  может  суще-
ствовать  стационарного  дви-
жения ЛА при 851010 ,−>> x  
и 0=δ B .

Определим  теперь  сепа-
ратрису в пространстве управляющих параметров  BE δδ   ,  [3].  Для этого 
подсчитаем производную от выражения (3) по x  и приравняем ее к нулю. 
Разрешив полученное уравнение относительно Eδ , имеем
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Рисунок 1 – Многообразие состояний равновесия
при 0=δ B



Уравнения  (4)  и  (5) 
задают  параметрически 
сепаратрису на плоскости 
управляющих параметров 

BE δδ   , . На рисунке 2 по-
казана сепаратриса, полу-
ченная при изменении  x  
от -23 до 23. Как следует 
из  рисунка,  сепаратриса 
представляет  три  не-
связных  линии,  которые 
делят плоскость на четыре 
области, характеризующи-
еся различной структурой 
состояния равновесия. 

Рассмотрим  устойчивое  состояние  равновесия,  соответствующее 
20−=x , тогда 0150,−=δ E  при 0=δ B . Этому соответствует точка 1 на ри-

сунках 1 и 2. Предположим, что управляющий параметр Eδ  получил при-
ращение и принял значение  010,−=δ E , что соответствует точке 2 на ри-
сунках 1 и 2. Тогда состояние ЛА, соответствующее точке 1, будет перехо-
дить в состояние 2 в силу динамики (1). При этом реализуется устойчивый 
маневр  ЛА  в  сторону  увеличения  x ,  соответствующему  010,−=δ E  и 

.28−=x  На рисунке 3 показан переходный процесс системы (1) с началь-
ными условиями, соответствующими точке 1 и с управляющими парамет-
рами 0   010 =δ−=δ BE ,, .
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Рисунок 2 – Сепаратриса в пространстве управляющих
параметров



Далее  рассмотрим 
переходный  процесс  при 
изменении  Eδ  в  сторону 
отрицательных  значений. 
В  этом  случае  состояние 

ЛА будет характеризоваться точкой, движущейся вдоль кривой 1 вправо. 
При достижении Eδ  значения -0,0257, соответствующего точке 3 миниму-
ма кривой 1, характеризующей устойчивые состояния равновесия, ЛА от-
клоняется от этой кривой. Этому соответствует пересечение горизонталь-
ной оси на рисунке 2 с левой нижней ветвью сепаратрисы (точка 3) при 
перемещении справа налево от точки 1. Состояние ЛА не может теперь при 

02570,−<δ E  выйти на устойчивое состояние равновесия: точки 4 и 5 ле-
жат на неустойчивых ветвях и поэтому недоступны. В этом случае возни-
кает  катастрофический процесс  потери устойчивости ЛА,  сопровождаю-
щийся интенсивными хаотическими колебаниями в областях 2 - 4. На ри-
сунке  4  показан  подобный  процесс  от  начального  значения 

0150  20 ,, −=δ−= Ex  при установлении 02750,−=δ E . В первое время коор-
дината x  постепенно увеличивается, что соответствует перемещению изоб-
ражающей точки от положения 1 до положения 3 вдоль устойчивой ветви 1. 
В момент, соответствующий значению 810,−=x  (точка 3) ЛА теряет устой-
чивость, и происходит катастрофа. 

Таким образом, показано, что теория катастроф может быть использова-
на при изучении динамики свойств ЛА, анализе возникающих переходных 
процессов.  Определены  критические  значения  управляющих  параметров 

ЛА.  Представляется 
весьма  перспективным 
численное исследование 
динамики  ЛА  по 
уточненной модели при 
иных  значениях  пара-
метров и формирование 
рекомендаций  по  орга-
низации  безопасного 
маневрирования ЛА.
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