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МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ Д-РАЗБИЕНИЯ В ЗАДАЧАХ ОП-
ТИМИЗАЦИИ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ ПО 
КРИТЕРИЯМ КАЧЕСТВА

Предлагается метод решения уравнений Д-разбиения в задачах оптимизации 
систем автоматического управления по критериям качества, позволяющий опре-
делять вещественные корни алгебраического  уравнения.  Предложена модифика-
ция, ускоряющая сходимость метода. Рассмотрен пример решения уравнения Д-
разбиения автоматической системы управления курсом судна. 

Рассматривается система автоматического управления с передаточной 

функцией ),(
),(),(

λ
λ=λ

sA
sBsW , в которой  коэффициенты числителя и знаме-

нателя зависят от параметра λ . Задача оптимизации такой системы по кри-
териям  качества  (время  регулирования,  перерегулирование,  запасы  
устойчивости и другие) решается на множестве значений параметра λ , для 
которых передаточная функция ),( λsW  является устойчивой.

Цель работы – предложить метод для определения областей устойчи-
вости системы автоматического управления, обладающий малой погрешно-
стью и возможно большей скоростью решения.

В настоящее  время  для  определения  областей  устойчивости  в  про-
странстве одного варьируемого параметра широко используется метод Д-
разбиения. Этот метод позволяет определить области устойчивости, если 

варьируемый параметр входит в коэф-
фициенты  числителя  и  знаменателя 
передаточной функции линейно.  Тогда 
метод Д-разбиения позволяет разделить 
область допустимых значений парамет-
ра  λ  на области, в каждой из которых 
при  всех  значениях  параметра,  входя-
щих  в  них,  система  либо  устойчива, 
либо неустойчива.

Метод  Д-разбиения  определяет 
границы областей устойчивости, т.е. те Рисунок 1 – Изменение устойчивости

системы



точки, в которых происходит переход системы из устойчивого состояния в 
неустойчивое или наоборот. При этом по крайней мере один из корней ха-
рактеристического уравнения на комплексной плоскости переходит из ле-
вой полуплоскости в правую (из правой в левую), как показано на рисунке 
1. Граничное значение корня равно в этом случае  ωj , где  ω  - некоторое 
действительное число. Перебирая все значения ω  от − ∞  до ∞ , можно по 
характеристическому уравнению найти те значения λ , при которых систе-
ма находится на границе устойчивости. Для этого из всех значений λ , по-
лучаемых при переборе  ω , выбираются те, которые являются веществен-
ными.

Характеристическое уравнение имеет вид
0=λ ),(sA .

При переборе всех чисто мнимых корней получается
0=λω ),( jA .

Это уравнение можно решить либо графически (как чаще всего и по-
ступают), либо алгебраически.

Поскольку в методе Д-разбиения варьируемый параметр λ  входит ли-
нейно, то можно записать

0=ω+ωλ )()( jPjR ,

)(
)(

ω
ω−=λ

jR
jP

.

Выделяя вещественную и мнимую части, получаем

)()(
)()(

ωω
ωω−=λ

jRjR
jRjP

,

где )( ωjR   - выражение, комплексно сопряженное с )( ωjR .
Далее,

)()( ω+ω=λ jVU .            (1)
Так как )( ωjP  и )( ωjR  - это многочлены от ω  с комплексными коэф-

фициентами, то )(ωU  и )(ωV  - это многочлены от ω  с действительными 
коэффициентами.

При построении кривой Д-разбиения ω  изменяется от minω  до maxω  
с шагом  ωd . Значения  λ , найденные путем подстановки  ω  в уравнение 
(1), откладываются на комплексной плоскости. Пересечение кривой Д-раз-
биения с вещественной осью и даст границы областей устойчивости. Для 
проверки того, является ли система в какой-то области устойчивой, доста-
точно проверить на устойчивость любую точку области, так как все точки 
области определяют либо устойчивую, либо неустойчивую систему.
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Основное достоинство графического определения областей устойчи-
вости – простота и наглядность. 

Графическое построение кривой имеет следующие недостатки:
1. Исследуются не все значения ω , а только часть из них (от minω  до 

maxω ). Это значит, что нет гарантии того, что не будут пропущены области 
устойчивости (неустойчивости).

2. Перебор значений  ω  ведется с некоторым 0>ωd . В этом случае 
также нет гарантии, что между двумя соседними значениями  ω  не будет 
пропущена область устойчивости (неустойчивости).

3. Пересечение с вещественной осью определяется в результате пере-
хода кривой из нижней полуплоскости в верхнюю или наоборот. При этом 
точки, по которым строилась кривая, могут не лежать на оси, из-за чего 
точность определения границ областей устойчивости уменьшается.

4. Задача нахождения областей устойчивости при помощи кривой Д-
разбиения трудно алгоритмизируется.

Предлагается определять области устойчивости алгебраическое путем 
нахождения  их  границ.  Начало  решения  такой  проблемы  можно  найти, 
например, в [1,4].

Границами  областей  устойчивости  являются  те  значения  λ ,  для  
которых справедливо

)( iU ω=λ ,
где iω  определяются из условия

0=ω )( iV .
Таким  образом,  задача  определения  границ  областей  устойчивости 

сводится к задаче отыскания вещественных корней полиномиального урав-
нения с вещественными коэффициентами.

Существует  несколько  методов  определения  вещественных  корней 
многочлена, которые основаны на применении: 1) теоремы Ролля [3];  2) 
теоремы Штурма [2,3]; 3) теоремы Бюдана-Фурье [3]; 4) теоремы Декарта 
[2,3]; 5) обобщенной теоремы Рауса [1].

Все эти методы отличаются способом отделения вещественных кор-
ней. Сами корни находятся путем деления отрезков с отделенными корня-
ми в некотором отношении (например, половинное деление). Перечислен-
ные методы обладают существенным недостатком – они требуют преоб-
разования исходного многочлена, в результате чего погрешность определе-
ния  корней  может  сильно  повыситься,  особенно  при  высоких  степенях 
многочлена.

Для определения вещественных корней многочленов также может ис-
пользоваться метод, позволяющий определять вещественные корни более 



широкого класса функций. Пусть  )(xf  - непрерывная функция на  ];[ ba . 
Если функция представима в виде

∑
=

ϕ=
N

i
i xxf

0
)()( ,

причем, )(xiϕ , i=0..N монотонно не убывает или монотонно не возрастает 
на  ];[ ba ,  то  можно  получить  условие  отсутствия  вещественных  корней 
уравнения 0=)(xf  при ];[ bax ∈ .

Так как  )(xiϕ  либо не убывают, либо не возрастают, то на одном из 
концов интервала  ];[ ba  они принимают наибольшее, а на другом – наи-
меньшее значения.

Пусть 


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В  таком  случае  условие  отсутствия  корней  уравнения  0=)(xf  на 
];[ bax ∈  можно записать, как





>
<

.
,

min

max

0
0

f
f

       (2)

Если делить исходный отрезок на части и отбрасывать те из них, на 
которых выполняется (2), то рано или поздно будут получаться такие ин-
тервалы, которые можно принимать с заданной степенью точности за точ-
ки. Тогда в любой точке этих интервалов проверяется условие  ε<)(xf , 
где ε - наперед заданное малое значение. Если условие соблюдается, то лю-
бая точка из отрезка может быть принята в качестве корня.

Если  )(xf  -  многочлен степени  n ,  то для  );( + ∞∈ 0x  i
ii xax =ϕ )( , 

если ∑
=

=
n

i

i
i xaxf

0
)( .

Метод обладает следующими достоинствами:
1) не требуется специального метода отделения корней. Корни опре-

деляются и отделяются одинаковым способом;
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2) на каждом шаге деления необходимо вычислять значения функции 
в двух точках; никаких дополнительных вычислений не требуется;

3) исходный многочлен не преобразовывается. Это означает, что об-
щая погрешность результата уменьшается по сравнению с другими метода-
ми.

Основной недостаток – медленная сходимость к корням.
Для многочленов одной переменной предлагается модификация, поз-

воляющая значительно повысить скорость сходимости.

Пусть ∑
=

=
n

i

i
i xaxf

0
)( .

Функцию можно представить в виде )()()( xvxuxf −= , причем


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=
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Нетрудно видеть, что при 0>x  функции )(xu  и  )(xv  неотрицатель-
ны. Кроме того, неотрицательны и все их производные, т.е. )(xu  и )(xv  не 
убывают.

На интервале );( ba  при ba <≤0
)(min auu = ;  )(max buu = ;
)(min avv = ;  )(max bvv = ;

maxminmin vuf −= ;

minmaxmax vuf −= .
Из условия (2) получается





<−
>−

.
,

minmax

maxmin

0
0

vu
vu

           (3)

Пусть,  для  определенности,  )()( avau > ,  т.е.  minmin vu > .  Случай 
minmin vu <  полностью аналогичен с точностью до обозначений.

Условие (3) приобретает вид:













>+−

>+−

=

=

).()()(

),()()(

buavab
dx
dv

bvauab
dx
du

ax

ax    (4)

При  использовании  этой 
модификации скорость сходимо-
сти  увеличивается  в  десятки 
(при  малых  степенях)  и  сотни 
(для высоких степеней) раз.

В  качестве  примера 
рассматривается  система  управ-
ления  курсом  судна.  Варьируе-
мым параметром является коэф-
фициент  усиления  интегрирую-
щего канала ПИД-регулятора.

Передаточная функция разомкнутой системы записывается как

),)(,)(,,(
),)((,

1628133889567
18926 22

2

++++
+λ++=

sssss
sssWr .

Передаточная функция замкнутой системы представляется в виде

λ+λ++++++
+λ++=

261612611572299411065656421794
18926 23456

2

,),,(,,,,,
),)((,

ssssss
sssWz .

Кривая Д-разбиения изображена на рисунке 2. Видно, что определе-
ние границ областей устойчивости возможно лишь приблизительно ( 070, ).

Уравнение Д-разбиения принимает вид
09379047610892578 246 =+ω−ω−ωω ),,,,( .

Его решение дает следующие значения ω : 0 , 05890,± , 279410.± .
Тогда границами областей являются значения λ : 0 ,  066970, .
Видно, что определение границ областей устойчивости производится 

точнее, чем с использованием кривой Д-разбиения. Кроме того, для данно-
го примера определение корней уравнения занимает меньше времени, чем 
построение кривой.

Проверка показывает, что областью устойчивости является интервал 
),;( 0669700 .

Для данной системы номинальным значением коэффициента усиления 
интегрирующего канала ПИД-регулятора является 020,=λ , находящееся в 
области устойчивости.
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Рисунок 2 – Кривая Д-разбиения



Одним из возможных направлений развития данной работы является 
рассмотрение  полиномиальной зависимости  коэффициентов  числителя  и 
знаменателя передаточной функции от варьируемого параметра, что невоз-
можно при использовании Д-разбиения. Полиномиальная зависимость мо-
жет использоваться по следующим причинам:

1) линейное вхождение параметра менее распространено, чем по-
линомиальное (квадратичное, кубическое);

2) при получении уравнений границ областей качества происходят, 
в частности, перемножения выражений, что повышает степень вхождения 
варьируемого параметра;

3) при неполиномиальной зависимости коэффициентов от парамет-
ра можно применить разложение в ряд Тейлора в окрестности некоторой 
точки с конечным числом членов разложения.
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