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ЧАСТОТНЫЙ МЕТОД ОПТИМИЗАЦИИ ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИ-
ЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Излагается метод оптимального выбора параметров динамической системы 
по критерию минимума ее добротности, определяемой косвенно по амплитудной 
частотной характеристике  на  основании минимаксного  подхода к  оценке  каче-
ства процесса.

Оптимизация  систем  управления  часто  осуществляется  с  помощью 
оценок качества. Оценка качества систем производится на основании пря-
мых и косвенных показателей [1]. Прямые показатели качества определя-
ются непосредственно по характеристике переходного процесса. Использо-
вание прямых показателей качества при решении задач оптимизации часто 
требует введения ограничений, что сужает класс решаемых задач. Косвен-
ные методы оценки качества не требуют наличия кривой переходного про-
цесса. Это в ряде случаев упрощает процедуру оценки, что делает актуаль-
ной задачу исследования частотных методов оптимизации на основе фор-
мализации критериев оценки в частотной области. 

Постановка задачи.  Косвенно качество  процесса  можно оценить  с 
помощью частотных критериев. Известно, что с уменьшением добротности 
системы снижается  колебательность  переходного  процесса.  Добротность 
системы определяет вид ее частотных характеристик и, в частности, лога-
рифмическую амплитудно-частотную характеристику (ЛАЧХ) [1,2]. Находя 
максимум ЛАЧХ при изменении параметров системы, можно судить об из-
менении ее добротности. Изменение параметров системы возможно в неко-
торых пределах. Задавая пределы допустимых изменений параметров си-
стемы, на основе минимаксного подхода можно найти параметры системы, 
при которых достигается предельно достижимое качество ее работы. Таким 
образом, процесс оптимизации может быть сведен к минимаксной проце-
дуре: достижение минимума максимального значения ЛАЧХ в пределах до-
пустимых изменений параметров системы { })(maxmin

var,
ω

∞ω∞−=
jWzba 

,

где )( ωjWz  – модуль дробно-рациональной передаточной функции систе-
мы; b, a – коэффициенты ее числителя и знаменателя соответственно. 

В некоторых частных случаях возможны модификации изложенного 
подхода: минимизация максимальных по модулю значений вещественной, 
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мнимой частотных функций, или их комбинаций
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где Re(ω) – вещественная и Im(ω) – мнимая составляющие алгебраической 
формы представления частотной передаточной функции:

)Im()Re()( ω+ω=ω jjWz .
Решение задачи. Рассмотрим решение задачи на примере двухмассо-

вой  структуры  (рисунок  1),  характерной  для  компенсаторов  колебаний, 
подвески автомобиля [2,3] и других подобных технических и технологиче-
ских  устройств  и  систем.  Моделирование  режимов  работы  указанных 
устройств при произвольных внешних воздействиях (например,  профиле 
покрытия дороги) является одной из трудно решаемых задач. Наиболее су-
щественной составляющей моделирования является предварительный вы-
бор оптимальных параметров элементов системы. Для получения решения 
при определении оптимальных параметров элементов системы прибегают 
к различного рода упрощениям, что приводит к ограничениям, сужающим 
спектр решаемых задач. 

Одним  из  возможных  путей  решения  указанной  задачи  в  полном 
объеме является применение численных методов при наличии данных о па-
раметрах  системы  и  характеристик,  заданных  в  форме  математического 
описания, либо таблично. 

Для нахождения решения необходимо иметь передаточную функцию 
конкретной системы. Получим передаточную функцию системы подвески 
автомобиля в удобной для анализа форме.

Передаточная функция. Найдем  операторную передаточную функ-
цию для подвески автомобиля, схема которой приведена на рисунке 1,а. 
Система дифференциальных уравнений [2] описывает поведение подвески 
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где  m1 – масса подрессореных частей кг;  m2 – масса неподрессореных ча-
стей кг;  λ1 – сопротивление амортизаторов Нс/м;  λ2 – затухание в шинах 
Нс/м; c1 – жесткость рессор Н/м; c2 – жесткость шин Н/м. 

Представим систему дифференциальных уравнений (1) в нормализо-
ванной операторной форме
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где  1111 ma λ= ;  2112 ma λ= ;  2222 ma λ= ;  1111 mcc = ;  2112 mcc = ; 

2222 mcc = .
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Обозначим  1111
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Тогда система уравнений (2) примет вид:
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Система  уравнений  (3)  позволяет  получить  передаточные  функции, 
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Выражения (4) дают возможность производить комплексные исследо-
вания подвески во временной и частотной областях, а также перемещения 
кузова и  неподрессоренной части раздельно при допущении линейности 
системы.

Алгоритмическая модель подвески автомобиля в соответствии с урав-
нениями  (1)-(4)  представлена  средствами  математического  пакета  
MAPLE-6 (MIN-z-MAX.mws) в заданном диапазоне частот ωmin – ωmax. В ка-
честве примера реализована процедура минимизации максимального зна-
чения амплитуды частотной характеристики при изменении частоты в бес-



конечных пределах ( ∞− ∞=ω  ) по параметру  a22. Семейство частотных 
характеристик  при  ωmin = 0,05  и  ωmax = 10  рад/с  показано  на  рисунке  1,б. 
Штриховой линией нанесена ЛАЧХ для a22 = 93,6, соответствующего мини-
мальному значению максимума ЛАЧХ.

Поверхность  ЛАЧХ,  полученная  введением  развертки  в  семействе 
ЛАЧХ  по  параметру  a22 в 
указанном диапазоне частот, 
показана  на  рисунке  2. 
Утолщенной линией показа-
на ЛАЧХ (соответствующая 
штриховой  на  рисунке  1,б) 
при  значении  a22 = 93,6, 
найденном с помощью про-
цедуры  минимакса.  На  ри-
сунке  3  изображена  кривая 
изменения  максимального 
значения ЛАЧХ при измене-
нии параметра подвески a22, 
испытывающая  минимум 
максимального  уровня  при 
значении a22 = 93,6. 

Если система нелинейна, то выполнить ее исследования в частотной 
области можно, например, по дискретным значениям переходной характе-
ристики  Y(t), т.е.
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Для  получения  частотных характеристик  в  этом случае  необходимо 

иметь переходную характеристику, которая для нелинейной системы может 
быть найдена одним из численных методов. Представим решение системы 
уравнений (2) в рекурсивной форме [4]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
.

)()()()(

)()()()()(

;)()()()()(

2
2212

2212

2
1111

p
pypxcpypxc

p
pypxapypzapy

p
pzpyc

p
pzpyapz

−+−
+

+−+−=

−+−=

               (5)

Полученные выражения изображений сигналов (5) позволяют найти 
на основании теоремы о среднем решение в рекуррентной форме
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где  ( ) hkzkykzkz )()()1()( 11 −+−= ,               
( ) ( )( ) hkykxckykzckyky )()()()()1()( 221211 −+−+−= ,  k –  номер  шага  (



];0[ zk = ,  htk /0= ),  −0t  время процесса,  z – число шагов ( htz 0= ),  h – 
величина шага.

Опишем нелинейность, обусловленную наличием амортизатора, при-
няв следующее:
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Положив 11 m=β , получим ( ) 1111 )(1 mtza α+λ= .
При  моделировании  средствами  математического  пакета  MAPLE–6 

описания реакции кузова и колеса (6) представлены в рекурсивной форме
( ) hzczyazz 11111 )( +−+= ; 

( ) hzyzz −+= 11 ;
( ) hyyxayzayy 12212 )()( +−+−+= ;

( ) ( )( ) hyxcyzcyy −+−+= 221211 .
Решение задачи с учетом нелинейности системы позволило получить 

частотные характеристики, представленные на рисунке 4, где тонкими ли-
ниями показаны характеристики линейной системы.

По изложенному методу могут быть найдены любые из приведенных 
параметров произвольной системы, например,  технологической,  в  задан-
ном диапазоне их изменений. В качестве перспективной задачи для даль-
нейших исследований необходимо рассмотреть оптимизацию параметров 
многомассовой динамической системы.
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