
 5

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ   ФИЗИКА  
 
УДК 519.213.2 
СВЯЗЬ МЕЖДУ ПЛОТНОСТЯМИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ РАЗЛИЧНОГО 
ЧИСЛА ИЗМЕРЕНИЙ МНОГОМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ 
ВЕЛИЧИНЫ 
Доценко С.В. 
Севастопольский национальный технический университет 
Студгородок, г. Севастополь, Украина, 99053 
E-mail: root@sevgtu.sebastopol.ua 

 
Дан общий метод определения частичных (маргинальных) распределений 

любого числа переменных для многомерных негауссовских случайных величин, 
рассмотренных в работе [1]. Исследована возможность распространения 
исходных распределений на большее число измерений, найдены условия, при 
которых это возможно, и выведены соответствующие соотношения. 

 
Пусть N-мерная непрерывная случайная величина ),,...,( 11 NN

T
N ξξξ=ξ −

r
 

задана своей N-мерной плотностью вероятностей вида [1]: 

( )NN
T
NN

N
NN xAxf

C
xp rrr 1)( = ,                                     (1) 

где Nx
r

 есть N-мерный  вектор-столбец, AN – квадратная симметрическая 
положительно определенная матрица размера N × N, T – знак 
транспонирования. Неотрицательную функцию fN(t), определенную для 

0≥t , будем называть базовой для данной N-мерной плотности 
вероятностей. Из условия нормировки выражения (1) коэффициент  CN  
определяется как 

( ) N

N
N

N
AN
NC

det2
)(2 1

2

Γ

νπ
= − ,                                               (2) 

где Г(х) – гамма-функция.  
Базовая функция fN(t) такова, что ее любой начальный момент n-го 

порядка 

( )∫
∞

=ν
0

)( dxxfxN N
n

n ,                                               (3) 

необходимый для дальнейших расчетов, имеет конечное значение.. 
В формуле (1) вектор-строка T

Nx
r

 имеет N компонент: ( )N
T
N xxx ,...,1=

r
. 

Если же требуется получить плотность вероятностей для случайной 
величины T

N 1−ξ
r

, состоящей из  N-1 компонент, необходимо 
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проинтегрировать в бесконечных пределах выражение (1) по «лишней» 
составляющей вектора T

Nx
r

. Допустим, что такой составляющей является 
его последняя компонента xN. Тогда (N-1)-мерное распределение 
случайной величины ),...,( 111 −− ξξ=ξ N

T
N

r
, согласно (1), примет вид 

( )∫
∞

∞−
−− = NNN

T
NN

N
NN dxxAxf

C
xp

rrr 1
)( 11 ,                              (4) 

где (N-1)-мерный вектор ( )111 ,..., −− = N
T
N xxx

r
. 

Эту процедуру можно продолжить для исключения любого 
количества «лишних» составляющих вектора T

Nξ
r

 и получения его 
плотностей вероятностей любого меньшего числа измерений (т.е. 
маргинальных распределений этого числа измерений). Однако на практике 
вычисление интегралов вида (4) обычно сопряжено со значительными 
трудностями, связанными со сложным видом аргумента функции 

( )NN
T
NN xAxf rr . 

Получим иной способ определения связи между указанными 
плотностями вероятностей. 

Характеристическая функция N-мерной случайной величины T
Nξ

r
 есть 

[2]: 

NNNN
T
N

разN

T
NN xdxpxj rrrr

321

r
)()exp(...)( θ=θϕ ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

, 

где ),...,( 1 N
T
N θθ=θ

r
 – неслучайный N-мерный вектор-строка. Если в этой 

формуле положить равными нулю последние m составляющих 

NmN θθ +− ,...,1  вектора T
Nθ

r
 и произвести интегрирование  по последним 

составляющим NmN xx ,...,1+−  вектора T
Nx

r
, то, очевидно, из нее найдем 

характеристическую функцию (N-m)-мерной случайной величины  
),...,( 1 mN

T
mN −− ξξ=ξ

r
: 

)(),...,()0,...,0,,...,( 11
T

mNmNmNmN
разm

mNN −−−−− θϕ=θθϕ=θθϕ
r

321 .          (5) 

Из работы [1] следует, что N-мерная характеристическая функция и 
входящая в формулу (1) функция fN(x) связаны соотношением 

( ) ( ) ∫
∞

−

−−
− αανΓ=αϕ

0

2
1

2

1
21

1 )()(2)(2)( dxxxJxfNN N
NNN

N

NNNN ,   (6) 
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в котором )(xJν  – функции Бесселя и производится однократное, а не N-
кратное интегрирование. Интеграл в его правой части представляет собой 
преобразование Ханкеля функции ( ) )(22 xfx N

N − . Обратное ему 
преобразование есть 

( ) ( )[ ] θθθθϕΓν= ∫
∞

−

−

− drJrNNrf
N

NNN

N

NNNN
2

0 1
2

1
2

1 )()(22)()( .       (7) 

В двух последних соотношениях обозначены скалярные величины 

NN
T
NNNN

T
NN xAxrA rrrr

=θθ=α − ,1 .                                (8) 

Входящая в них матрица 1−
NA  представима в виде [1] 

T
NNNNN WRWqA =−1 ,                                                    (9) 

где 



















ρρ

ρρ
ρρ

=

1...
............

...1

...1

21

221

112

NN

N

N

NR                                     (10) 

– матрица коэффициентов корреляции между составляющими вектора T
Nξ

r
,   



















σ

σ
σ

=

N

NW

...00
............
0...0
0...0

2

1

                                        (11) 

– квадратная диагональная матрица N-го порядка, которая определяется 
только среднеквадратическими значениями σi компонент вектора T

Nξ
r

,  
)(/)( 11 NNNq NNN +− νν=                                       (12) 

– коэффициент, выражаемый через моменты (3). 
Если в формулах (8) и (6) положить 0...1 =θ==θ +− NmN  и матрицу AN  

заменить на матрицу mNA − , то, согласно соотношению (5), выражение (6) 
превратится в   (N-m)-мерную характеристическую функцию случайной 
величины T

mN −ξ
r

 

( ) ( ) ∫
∞

−
−

−
−

−
−−− αανΓ=αϕ

0

2
1

2

1
2

1
1 )()(2)(2)( dxxxJxfNN

N

mNNN

N

mNNmNmN , (13) 

где, в соответствии с (8) и (9), mNmN
T

mNmN A −
−

−−− θθ=α
rr 1 .  
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Аналогично выражению (9) для любых NM ≤ можно записать 
T
MMMMM WRWqA =−1 .                                                  (14) 

Заменив в формуле (7) N на  N-m и подставив в нее ϕN-m в форме (13), 
получим 

( )

[ ]
∫
∞

−
−

−

−−

−−
−−

−Γ

−Γ
=

0

2

1
2

1

1
2

)()(

)(2)(

)(22)( dxxxFxf

rNmN

mNNrf
N

mNNmN

mNN

mN

m

mNmN

ν

ν ,   (15) 

где  

∫
∞ −

−
−

−
−− θθθθ=

0

2
1

1
2

1
2

)()()( dxJrJxF
m

NmNmNmN . 

Воспользуемся значением интеграла [3] 

)1Re(Re,при
)(

)(2
,при0

)()(
0

12211 −>µ>ν






>
µ−νΓ

−
<

=∫
∞

ν

−µ−νµ+ν−µ+ν−µ
νµ ab

b
aba

ab
dttbtJatJ . 

Отсюда 

( )








≥−

Γ

<

=
−

−

−
−

−
−

−

−

−

−
mN

m

mNN

mN

mN

m
mN

mN rxrx

xm

r

rx

xF при)(

2

2

,при0

)( 1
222

1
2

1
22

1
, 

соотношение (15) принимает вид 
( )mNmNmNmNmN rDrf −−−−− Φ=)( ,                                    (16) 

где  

( )[ ] )()2(2
)()2(2

1

1

NmmN
mNN

D
N

mN
mN

−

−−
− νΓ−Γ

−νΓ
= ,                         (17) 

и 

( ) dxxrxxfr

m

r
mNNmNmN

mN

1
222)()(

−∞

−−− ∫
−

−=Φ .                                     (18) 

Формула (16) выражает (N-m)-мерную функцию )( mNmN xf −−
r

через N-

мерную )( NN xf
r

. Произведем в (18) замену переменных  2
1

22
−−= Nrxt : 

( ) dttrftr mNN
m

mNmN ∫
∞

−
−

−− +=Φ
0

221)( .                          (19) 

Из соотношений (16) и (19) имеем 
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( )dttrftDrf mNN
m

mNmNmN ∫
∞

−
−

−−− +=
0

221)( .                     (20) 

Формулы (20) и (1) решают задачу нахождения плотности вероятностей 
случайной величины с числом измерений, на m единиц меньшим исходного. 
Здесь следует иметь в виду, что, согласно (14) и второй формуле (8), 

( ) ( )mNmNmN
T

mNmNmNmN xURxUqr −−
−

−−−
−

−− =
rr 112 ,                  (21) 

где диагональная матрица 1−
−− = mNmN WU  [1] и mNW −  находится по 

формуле (11). Интеграл в (19) всегда неотрицателен и, если существует 
момент )(1 NN +ν , конечен. 

Итак, из найденных выражений следует, что (N-m)-мерная плотность 
вероятностей )( mNmN xp −−

r
 многомерной величины ),...,( 1 mN

T
mN −− ξξ=ξ

r
 

пропорциональна выражению (19), которое стоит в правой части формулы 
(16). Поэтому по аналогии с формулой (1) эту плотность, т.е. (N-m)-мерное 
маргинальное распределение, можно записать в виде 

mNmNmNmNmN Qrxp −−−−− Φ= )()(
r

.                              (22) 
Входящий сюда неизвестный коэффициент mNQ −  определим из 

условия нормировки методом, описанным в [1], 

( )[ ] mN

mN

mN

mN
AmN

Q
−

−−

−

−
−Γ

µπ
=

det2
2 1

2
. 

Начальный момент порядка  N-m-1 функции )(xmN −Φ  есть 

( )∫ ∫ ∫
∞ ∞∞

−−−
−

−−
−− +=Φ=µ

0 0 0

22111
1 )( dxdttxftxdxxx N

mmN
mN

mN
mN . 

Переход к полярным координатам и интегрирование дают  
( ) ( )[ ] ( )222)(2 1

1
1 NmNmNNmN Γ−ΓΓν=µ −

−
−− , 

где  )(Nnν  определяется формулой (3). Кроме того, учитывая формулу (9), 
имеем  

( )
( ) mN

mN
mN

mNN
mN Rq

N
mN

Q −
−

−
−−

− π
Γ

σσσΓν
= det)(

2
...2)( 211 . 

Подставляя эту величину в (22), находим выражение для (N-m)-
мерной плотности вероятностей в виде 

( )

( ) mNmN
mN

mNN

mNmN
mNmN

RqmN

rNxp
−−

−
−−

−−
−−

σσσπΓν

ΦΓ
=

...det)(2)(

)(2)(
211

r
.    (23) 

Здесь ФN–m(rN–m) определяется формулой (19), а 2
mNr −  – формулой (21). 
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В формулы (21) и последующие входит коэффициент 

)(
)(

)(
1

1

mN
mN

mNq
mN

mN
mN −ν

−ν
−=

+−

−−
− ,                                   (24) 

который получается из (12) заменой N на N-m. Преобразуем его. Учтем, 
что согласно формуле  (3), 

∫∫
∞

−
+−

+−

∞

−
−−

−− =−ν=−ν
0

1
1

0

1
1 )()(,)()( dxxfxmNdxxfxmN mN

mN
mNmN

mN
mN . 

Подстановка сюда (20), переход к полярным координатам и 
интегрирование дают 

( ) ( )[ ]
( )
( ) ( )[ ]

( )
).(

22
22)(

),(
22

22)(

11

11

N
N

mNm
N

mNDmN

N
N

mNmDmN

NmNmN

NmNmN

+−+−

−−−−

ν
Γ

−ΓΓ−
=−ν

ν
Γ

−ΓΓ
=−ν

             (25) 

Комбинируя эти соотношения и (24), находим, что коэффициент 
mNq −  не зависит от m: 

N
N

N
mN q

N
N

Nq ==
+

−
− )(

)(

1

1

ν
ν

. 

Поэтому во всех приведенных формулах можно qN–m заменить на qN. 
Подставляя (25) в правую часть (17), видим, что выражение (17) 

представляет собой тождество, справедливое при любых DN–m ≠ 0. В 
дальнейшем для простоты будем считать DN–m = 1. При этом, согласно (19) 
и (20), имеем 

( ) dttrftrfr mNN
m

mNmNmNmN ∫
∞

−
−

−−−− +==Φ
0

221)()( ,               (26) 

и формула (23) окончательно принимает вид 
( )

( ) mNmN
mN

NN

mNmN
mNmN

RqmN

rfNxp
−−

−
−

−−
−−

σσσπΓν

Γ
=

...det)(2)(

)(2)(
211

r
,   (27) 

где 
( ) ( )mNmNmN

T
mNmNNmN xURxUqr −−

−
−−−

−
− =

rr 112 .                     (28) 
В силу указанных выше свойств функции  fN–m(x) это распределение 

существует для всех 10 −≤≤ Nm . 
Выбрав 1−= Nm , из (27) получаем, в частности, одномерную 

плотность вероятностей любой из компонент iξ  вектора Nξ
r

:  

( )
( )[ ]

( )∫
∞

−−

−

+σ
σπ−Γν

Γ
=

0

22212

11
11

21)(
2)( dttxqft

qNN
Nxp iiNN

N

NN
. 
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Отсюда следует, что вид одномерных плотностей вероятностей одинаков 
для всех случайных величин iξ . Отличие состоит только в значениях их 

дисперсий 2
iσ . 

Положив 2−= Nm , из формулы (27) находим плотность 
распределения вероятностей двумерного вектора ( )ji ξξ=ξ ,2

r
, 

соответствующего N-мерному вектору ( )NN ξξ=ξ ,...,1

r
: 

( )
2211

22
2

det)(2
)()2(,

RNq
rfNxxp

NN
ji

σσνπ

−
=

−

.                      (29) 

Сюда входит двумерная корреляционная матрица (10) 









ρ

ρ
=

1
1

2
ji

ijR , 

где ρ=ρ=ρ jiij – коэффициент корреляции величин iξ  и jξ . Поэтому 
2

2 1det ρ−=R . 
Далее, из (26) имеем 

( ) dttrftrf N
N∫

∞
− +=

0

22
2

2
22 )(  

и квадрат аргумента этой функции, согласно (28), есть 
( ) ( ) ( )

)1(
2

2

22
2
2 ρ−

σ+σσρ−σ
=

N

jjjijiii

q
xxxx

r . 

Для разных пар случайных величин iξ  и jξ  вектора Nξ
r

 )( ji ≠  

плотность распределения вектора ),( ji ξξ  имеет вид (29), а отличие 

состоит только в величинах дисперсий 2
iσ ,  2

jσ  и коэффициента 

корреляции ijρ . 
Продолжая эти рассуждения, нетрудно убедиться, что для данной 

базовой функции )(tfN  будут одинаковыми по форме все трехмерные 
распределения, все четырехмерные и т.д. Числовые параметры этих 
распределений в общем случае различны, но коэффициенты корреляции 

ijρ  между одной и той же парой величин iξ  и jξ  в разных распределениях 
имеют одно и то же значение. 

Теперь допустим, что известны все N-мерные распределения 
некоторых случайных величин Nξ

r
 из множества случайных величин Lξ

r
, 

где NL > , и эти распределения обладают только что перечисленными 
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свойствами. Возникает вопрос: можно ли по этим N-мерным 
распределениям построить их общее L-мерное распределение 
вероятностей? Иными словами, если выше решалась задача получения из 
распределения большего числа измерений распределений меньшего их 
числа, то теперь вопрос состоит в возможности решения обратной задачи – 
получения распределения большего числа измерений, охватывающего все 
распределения меньшего числа измерений. 

Дадим ответ на этот вопрос. Обратимся к соотношению (26). Заменим 
в нем N на  N+1, положим 2=m  и обозначим xrN =−1 : 

( ) ( )dttxftxf NN
22

0
11 += ∫

∞

+− . 

Применим к левой и правой частям этого равенства оператор ( )xdxd . 
Делая естественное предположение, что 0)(lim 1 =+

∞→
xf Nx

, получаем 

выражение 

( ) )(11 xf
xdx
dxf NN −+ −= ,                                       (30) 

позволяющее определить по функции )(1 xf N −  для N-мерной случайной 
величины функцию )(1 xf N +  для соответствующей ей )1( +N -мерной 
случайной величины. Нахождение нормирующего множителя 1+NC  по 
формуле, аналогичной (2), не составляет труда. 

Формула (30) позволяет увеличивать размерность плотности 
распределения только на две единицы. Дадим способ их увеличения на 
нечетное число единиц. 

Положим в (26) 1=m  и xrN =−1 : 

( )dttxfxf NN ∫
∞

− +=
0

22
1 )( .                                    (31) 

Выполним преобразование Ханкеля нулевого порядка [4] функции )(xfN : 

dxxuxJxfuf NN )()()(
~

0
0
∫
∞

= . 

Подставим обратное ему преобразование  

duuxuJufxf NN )()(
~

)( 0
0
∫
∞

=  

в интеграл правой части выражения (31), поменяем порядок 
интегрирования и воспользуемся соотношениями [5] 
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( ) ( )zJzdxzxJ α
α

π
=+α

−

∞

∫
2
1

0

22
0 2

,       ( ) )cos(2

2
1 z

z
zJ

π
=

−
. 

Найдем 

∫
∞

− =
0

1 )cos()(~)( duxuufxf NN . 

Это – косинус-преобразование Фурье преобразования Ханкеля функции 
( )xf N . Подставив его в уравнение (31), приведем последнее к виду 

)()cos()(~
1

0

xfduxuuf NN −

∞

=∫ . 

Произведем здесь замену N на N+1 и выполним обратное косинус-
преобразование Фурье этого уравнения: 

dxuxxfuf NN )cos()(2)(~

0
1 ∫

∞

+ π
= .                           (32) 

Функция ( )xfN 1+ , соответствующая плотности распределения 
вероятностей с числом измерений, на единицу большим, чем исходная 

( )xf N , находится из (32) применением обратного преобразования 
Ханкеля. Если результаты всех преобразований конечны и 
неотрицательны, то искомая плотность распределения вероятностей имеет 
смысл. При выполнении этих условий применение к найденной функции 

( )xfN 1+  соотношения (30) позволяет увеличивать размерность плотности 
распределения на любое нечетное количество единиц. 
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