
УДК 519.873
Ю.Е. Обжерин, А.И. Песчанский
Севастопольский национальный технический университет
Студгородок, г. Севастополь, Украина, 99053
root  @  sevgtu  .  sebastopol  .  ua  
СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ МОСТИКОВОЙ СИСТЕ-
МЫ С УЧЕТОМ ПРОФИЛАКТИКИ

Построена математическая модель мостиковой технологической системы с 
учетом проведения профилактики её элементов. Найдены приближенные значения 
стационарных характеристик надежности рассматриваемой системы.

При эксплуатации гибких производственных  систем актуальной яв-
ляется проблема определения оптимальных моментов проведения профи-
лактики элементов системы для обеспечения максимально возможной на-
дежности.

Известна  математическая  модель  функционирования  последователь-
ной и параллельной технологических систем с учетом проведения профи-
лактики  [1,2].  Интерес  представляет  построение  математической  модели 
функционирования систем с более общей структурой.

Цель данной статьи – построить математическую модель функциони-
рования системы, состоящей из пяти технологических ячеек (ТЯ), связан-
ных между собой в виде мостиковой системы, с учетом проведения профи-
лактики  ТЯ,  найти  среднюю стационарную наработку на  отказ,  среднее 
стационарное время восстановления и стационарный коэффициент готов-
ности системы.

Опишем  функционирование  рассматриваемой  системы  S .  Система 
состоит из пяти ТЯ, функционально связанных между собой в виде мости-
ковой схемы, изображенной на рисунке 1.
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Рисунок 1 – Структура мостиковой системы



Эволюция −i ой ТЯ описывается альтернирующим процессом восста-
новления с временами безотказной работы iα  и восстановлением iβ , име-
ющими функции распределения (ФР)  )()( tPtF ii ≤α=  и  )()( tPtG ii ≤β=  
соответственно, 51,=i . Система считается в отказе, если на любом пути из 
точки А в точку Д по  крайней мере одна ТЯ восстанавливается. В случай-
ные  моменты  времени  (через  промежутки  времени  6α  с  ФР 

))()( tPtF ≤α= 66  проводится  профилактика  всех  ТЯ,  время  проведения 
профилактики – случайная величина (СВ) 6β  с ФР )()( tPtF ≤α= 66 . При 
этом профилактика проводиться только в том случае, если в момент прове-
дения плановой профилактики все ТЯ находятся в работоспособном состо-
янии. После проведения профилактики все надежностные свойства ТЯ пол-
ностью обновляются. Предполагается, что СВ 61,,, =βα iii , имеют конеч-

ные математические ожидания и дисперсии, у ФР )(),( tGtF ii  существуют 

плотности )(),( tgtf ii , СВ 51,,, =βα iii , являются независимыми.
Функционирование исходной системы опишем полумарковским про-

цессом  (ПМП)  )(tξ  с  дискретно-непрерывным  фазовым  пространством 
[3]. Введем множество полумарковских состояний системы:

{ } { } { },,,)( 1061 ==Ε ixdi i

где  −= )5,1(ii номер  ТЯ,  изменившей  свое  состояние  последней;  если 
,6=i  то это означает, что последним изменением системы было наступле-

ние  планового  момента  проведения  профилактики; 
),...,,,,...,(),,...,( )(

611161 0 xxxxxddd ii
i

+−== .
Первые пять компонент kd  вектора d  фиксируют состояние соответ-

ствующих ТЯ:  −−= kdk 0 я ТЯ восстанавливается;  −−= kdk 1 я ТЯ нахо-
дится в работоспособном состоянии; если 06 =d , тогда проводится профи-
лактика; если 16 =d , то система находится в ожидании профилактики. Зна-

чением компоненты 51,, =kxk , вектора )(ix  является время, оставшееся до 

ближайшего момента изменения состояния  −k й ТЯ;  −6x  время до бли-
жайшего планового момента проведения профилактики. Состояние 0 со-
стоит в том, что работа всех ТЯ прерывается и начинается профилактика; 
состояние 1 означает, что профилактика завершилась, и работа всех ТЯ на-
чинается сначала.
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Для  нахождения  стационарных  характеристик  системы  используем 
приближенный  метод,  основанный  на  алгоритме  фазового  укрупнения 
[3,4].

Предположим, что у элементов системы времена безотказных работ 
значительно больше соответствующих времен восстановления и времени 
проведения  профилактики.  В качестве  опорной системы  0S  рассмотрим 
систему, в которой элементы восстанавливаются мгновенно и имеют мгно-
венную профилактику.

Временная диаграмма функционирования опорной системы представ-
лена на рисунке 2.
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Рисунок 2 – Временная диаграмма функционирования опорной системы

Таким образом, опорная система имеет пространство состояний:
{ } { } { },,,, )()()( 1051110 ==Ε ixixi iii

где  −1 6-мерный вектор, все компоненты которого равны 1,  −)(i1  6-мер-
ный вектор, у которого −i я компонента равна 0, а все остальные равны 1. 
Состояния 0 и )()( ii xi1  являются мгновенными.

Определим вероятность переходов вложенной цепи Маркова (ВЦМ) 
{ }00 ≥ξ nn;  ПМП, описывающего функционирование опорной системы.

1. Из состояния 0 система с вероятностью 1 переходит в состояние 1: 
11

0 =P .



2. Из состояния )()( ii xi1 , 51,=i , система с вероятностью 1 переходит 

в состояние )(ixi1 : .
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5. Из состояния )(ixi1 , 51,=i , система может перейти в состоя-
ние:
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Обозначим  через  0ρ  и  1ρ  значение  стационарного  распределения 
ВЦМ { }0≥ξ nn;  на состояниях 0 и 1, а через )( )()( ii xi1ρ  и −ρ )( )(ixi1  ста-
ционарные плотности для состояний )()( ii xi1  и )(ixi1  соответственно.

По определению стационарного распределения стационарные плотно-
сти удовлетворяют системе интегральных уравнений:
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Доказывается следующая теорема. Система интегральных уравнений 
имеет единственное решение, которое определяется формулами:
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Для исходной системы множество состояний Е разбивается на два 
непересекающихся  подмножества  +Ε  и  −Ε :  −+ ΕΕ=Ε  , 

−Ε∅=ΕΕ +−+ ,  множество работоспособных состояний системы,  −Ε −  
множество отказовых состояний. Напомним, что система находится в отка-
зе, если на любом пути из точки А в точку Д по крайней мере одна ТЯ 
восстанавливается, или система находится на профилактике. В подмноже-
ство  +Ε  попадают  состояния  0

+Ε  опорной  системы: 

{ } { }151110 ,,, )()()( ==Ε + ixixi iii , а в подмножество −Ε – состояние { }0  под-

множества 0
−Ε .



Среднюю стационарную наработку на отказ  +Τ  и среднее стационарное 
время восстановления −Τ  найдем приближенно, используя формулы [4]:
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где −ρ )(dz  стационарное распределение (2) ВЦМ { }0≥ξ nn;  опорной си-
стемы −)(; zmS0  средние времена пребывания в состояниях исходной си-
стемы  −Ρ ),(; )( dyzS r  вероятности переходов ВЦМ  { }0≥ξ nn;  исходной 
системы из работоспособных состояний в отказовые по минимальной тра-
ектории.

Найдем ∫
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−ΕΡρ ),,()( )( zdz r
 для этого предварительно определим веро-

ятности перехода реальной системы в отказовые из эргодических состоя-
ний опорной системы, входящих в подмножество работоспособных состоя-
ний +Ε .
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2. Из состояния )(ixi1 , 51,=i , система за один шаг перейдет в отказо-
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Рисунок 3 – Диаграмма перехода в отказовые состояния из состояния )()( 1111 x

Аналогично  система  из  работоспособных  состояний  ,)()( 2112 x  
)()()()( , 5544 1514 xx  за один шаг попадает в отказовое состояние, если бли-

жайшим  изменением  состояния  системы  является  отказ  соответственно 
первой, пятой и четвертой ТЯ. Плотности вероятностей этих переходов со-
ответственно равны:
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Таким образом, средняя статистическая наработка на отказ системы 
S  приближенно равна:
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Перейдем к нахождению среднего стационарного времени восстанов-
ления −Τ  системы S . Оценка знаменателя дроби в формуле (3) уже прове-
дена  при  вычислении  +Τ .  Вычислим  числитель  с  учетом  того,  что 
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Если предположить, что время восстановления ТЯ зависит от малого 
положительного  параметра  ε  таким  образом,  что 

,,,lim,lim )(

)(
)( 5100

00
==

β
β=β ε

ε

→ε

ε

→ε
i

M
DM

i

i
i  а времена безотказной работы ТЯ фик-

сированы, тогда формулы (4)-(6) можно упростить к виду:

],)()()()()()()()

([])()([

∫∫

∑ ∫
∞∞

=

∞

+

β+β+β+

+β+β+α≈Τ

0
65454

0
6212

16

5

1 0
6 1

dttFththMMdttFththM

MdttFthMM
i

ii

],)()()()()()()()

([])()()(

)()()([

∫∫

∫

∫

∞∞

∞

∞

−

β+β+β+

+β+ββ+

+ββ+β≈Τ

0
65454

0
6212

16
0

5454

6
0

21216

1

dttFththMMdttFththM

MdttFththMM

dttFththMMM

10



].)]()(

)()()[()()(

[)()(

dtththMM

ththMMtFdttFthM

MMdttFthMM

i
i

i

i
ii

5454

0
21216

0
6

5

1

666

5

1 0
6

ββ+

+ββ+β+

+β+α











β+α≈Κ

∫∫∑

∑ ∫
∞∞

=

=

∞

Γ

Таким образом, построена математическая модель функционирования 
системы,  состоящей  из  пяти  технологических  ячеек,  связанных  между 
собой в виде мостиковой системы, с учетом проведения профилактики ТЯ; 
найдено  приближенное  значение  основных  стационарных  характеристик 
системы.

Предполагаемое направление для дальнейших исследований – разра-
ботка  моделей  функционирования  многокомпонентных  технологических 
систем с учетом проведения профилактики и нахождение оптимальных мо-
ментов её проведения.
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