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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ И ЛОГАРИФ-
МИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

Для упрощения решения сложного показательного или логарифмического не-
равенства предлагаются формулы перехода к алгебраическому неравенству. 

Из строгой монотонности логарифмической и показательной функции 
следует  равносильность  переходов,  используемых  при  решении  показа-
тельных и логарифмических неравенств [1].
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Здесь знак ∨  - один из знаков <, >, но один и тот же во всей формуле.
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Здесь знак ∨  - один из знаков ≥, ≤, но один и тот же во всей формуле.
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Здесь и далее знак ∨  - один из знаков  ≥,  ≤,  >,  <, но один и тот же во всей 
формуле.

Как  видим,  приходится  рассматривать  два  случая,  когда  1>)(xf  
))(( 1≥xf  и когда  10 << )(xf . Оба случая (как правило) приводят к гро-
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моздким  системам  неравенств.  Поэтому  решение  указанных  неравенств 
при таком методе их решения весьма трудоемко.

Можно утверждать, что если
)()( )()( xhxg xfxf ∨ ,                                           (1)

то
01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf .                                   (2)

Действительно, если  011 >−⇒> )()( xfxf , то из формулы пере-
хода следует, что 0∨−⇒∨ )()()()( xhxgxhxg  и тогда, умножив последнее 
неравенство  на  01 >−)(xf ,  получим  равносильное  неравенство 

01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf , если же 10 << )(xf , то есть 01 <−)(xf , то 
согласно формулам перехода  0∨−⇒∨ )()()()( xgxhxgxh  и, умножая по-
следнее неравенство на 01 <−)(xf , получим равносильное неравенство 

01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf . Если же неравенство (1) нестрогое, то ясно, что 
при 1=)(xf  будет выполняться неравенство (2).

Аналогично доказывается что, если
)(log)(log )()( xhxg xfxf ∨ ,                                    (3)

то

01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf .                                  (4)
Из рассмотренного вытекает, как следствие, что если

0∨− ))()()(( )()( xhxg xfxfxF ,                                   (5)
то

)(xF 01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf ,                                (6)
и если

0∨− ))(log)()(log( )()( xhxgxF xfxf ,                            (7)
то

)(xF 01 ∨−− ))()()()(( xhxgxf .                              (8)
Таким образом, можно утверждать, что при 0>)(xf  неравенство (1) 

равносильно неравенству (2),  а неравенство (5) равносильно неравенству 
(6). При 0>)(xf , 1≠)(xf , 0>)(xg , 0>)(xh  неравенство (3) равносильно 
неравенству (4) и неравенство (7) равносильно неравенству (8).

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи неравенств (1) и (3). 
Если правая часть неравенства (1) является постоянной величиной, т.е. не-
равенство имеет вид

auv ∨  ,                                                        (9)
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где  u  и  v некоторые функции от x , причем >u 0 и ≠u 1, то неравенство 
(9) равносильно [2] неравенству

01 ∨−− )log)(( avu u .                                        (10)
Если при этом a =1, то [3] неравенство (10) примет вид

01 ∨− vu )( .                                           (11)
В том случае, когда правая часть неравенства (3) является постоянной 

величиной, т.е. неравенство имеет вид
avu ∨log  ,                                               (12)

где u  и v некоторые функции от x , причем >u 0 и ≠u 1, v >0, то неравен-
ство (12) равносильно [2] неравенству

01 ∨−− ))(( auvu .                                         (13)
Если же при этом a =1, то неравенство (13) примет вид

01 ∨−− ))(( uvu .                                         (14)
В том случае, когда a =0  [3], неравенство (13) будет иметь вид

011 ∨−− ))(( vu .                                        (15)
При этом неравенство

0∨⋅ vF ulog  ,                                           (16)
где F , u  и v  также некоторые функции от x , и >u 0, ≠u 1, v >0, равно-
сильно неравенству

F 011 ∨−− ))(( vu  .                                     (17)
Применение этих утверждений значительно упрощает и сокращает ре-

шение неравенств. Рассмотрим некоторые примеры.

Пример 1. 
xxx xxxx 222 124124

2
)()( ++≤++ − .

Решение. Найдем О.Д.З. Rxxx ∈⇒>++ 0124 .
Согласно (2) получаем неравенство

⇒≤−+⇒≤−−−++ 0312021124 222 ))(())(( xxxxxxxx
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Пользуясь неравенством (4), имеем
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тодом интервалов» - рисунок 1.
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Рисунок 1- Иллюстрация решения «методом интервалов»

С учетом О.Д.З. получаем

Ответ: 




∈ 1

2
1 ;х .

Пример 3.
27321727 <+−⋅ xxx .

Решение. О.Д.З. Rx ∈ .
Перенесем все члены неравенства в одну часть

032127727 <+−−⋅ xxx ,
сгруппируем члены (первый со вторым, третий с четвертым) и вынесем за 
скобку общий множитель

( ) ( ) ( )( ) ⇒<−−⇒<−−− 03271701731727 xxxxx

( )( ) 03377 30 >−−⇒ xx .
Согласно формуле (6) данное неравенство равносильно неравенству
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( ) 03 >−xx .
Ответ: ( ) ( )+ ∞∪∞− ;; 30 .

Пример 4.
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Пользуясь формулами (8) и (17), придем к решению неравенства
( ) ( )( )( )( ) 0111111 2 >−+−−+−− xxxx
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С учетом О.Д.З. получаем
Ответ: ( ) ( ).;; + ∞∪∈ 321x

Пример 5  [4].

( ) ( )
1232

62 22 >⋅+
+−− xxxx loglog .

Решение. О.Д.З. 0>x .
Согласно формуле (11) получаем

( ) ( )( ) 0621232 22 >+−−⋅+ − xxxx loglog .
Применим к полученному неравенству формулу (8)

( )( ) ( ) ( ) ( ) 03223206322 222 >+−−+⇒>−−+− xxxx xxxx ,
так как 03222 >+− xx  при Rx ∈  (D 0< ) и 02 >+x  в О.Д.З. то, разделив 
на ( ) ( )3222 2 +−+ xxx  обе части неравенства, получим равносильное нера-
венство

303 >⇒>− xx .
Ответ: ( )+ ∞∈ ;3x .
Данное неравенство можно было решать логарифмированием обеих 

частей неравенства по основанию 2, а затем применить к полученному не-
равенству формулу (17).

Пример 6.
( ) 2889 2

53 >+++ xxxlog .



Решение. О.Д.З. 
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Согласно (13) получим неравенство

( ) ( )( ) 0
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Пример 7 [4].
( ) 21 1

3 >+ + xx xx loglog .

Решение. О.Д.З. ( ) ( )+ ∞∪∈⇒
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Преобразуем наше неравенство, пользуясь логарифмическими тожде-
ствами
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К полученному неравенству применим формулу (13)
( ) ( )( ) ( ) ( ) ⇒>−+⇒>+−+−+ 02101111 223 xxxxxxx

( )( ) 0212 >−+⇒ xxx ,
так как по О.Д.З. 0>x  данное неравенство равносильно

202 >⇒>− xx .
Ответ: ( ).;+ ∞∈ 2x

Пример 8. 
( ) 122 <+ xxlog .

Решение. О.Д.З. 
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Согласно (14) имеем
( )( ) ( )( ) ( ) ⇒>−−+−⇒<−+− 0211021 222 xxxxxxx

( )( ) ( ) ( )( ) 0210211 2 >−−⇒>−+−⇒ xxxxx ,

так как ( ) 01 2 >+x  в О.Д.З.
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Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ).;;;; + ∞∪∪−∪−−∈ 2100112x
Пример 9 [5].

( ) 011342 2
3 >+− xxxlog .

Решение. О.Д.З.
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Применим к нашему неравенству формулу (15). Имеем:
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Учитывая О.Д.З., получаем
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Пример 10.
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Согласно (17) получаем равносильное неравенство
( )( )( )( )( ) ⇒≤−+−−−+−+−− 0213131212 2 xxxxxx

( )( )( )( )( )( ) ⇒≤+−−++−⇒ 0212211 xxxxxx

( ) ( ) ( )( ) [ ]2102112 22 ;−∈⇒≤−+−+⇒ xxxxx ,

так как ( ) ( ) 012 22 >−+ xx  в О.Д.З. Учитывая О.Д.З., получаем

Ответ: ) ( )[ 2111 ;; ∪−∈x .
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