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Приведены условия, ответы и возможные решения олимпиадных задач, которые предлагались на Всеукраинской 

олимпиаде по математике среди студентов втузов, экономических и сельскохозяйственных вузов в 2005 году. 
 
Всеукраинские олимпиады по математике для студентов втузов проводятся с 1974-1975 учебного года. 

Начиная с 1986 г. они проводились в Киевском политехническом институте [1,2]. В 2005 году 
Всеукраинская студенческая олимпиада по математике впервые проходила в Севастопольском 
национальном техническом университете. 

Все участвующие в олимпиаде вузы делятся на три категории в зависимости от числа академических 
часов, отводимых на изучение высшей математики. Категория Т – это вузы, в основном, технического 
профиля: индустриальные, металлургические и горнодобывающие, транспортные, приборо- и 
машиностроительные и т.д., – с большим объёмом курса высшей математики. Категория С – это 
сельскохозяйственные, торгово-экономические, а также различного профиля технологические и 
строительные вузы. К категории М отнесены студенты, обучающиеся по специальности прикладная 
математика и специальностей, где курс математики приближен к факультетам кибернетики и механико-
математическим факультетам университетов. 

 
Условия, ответы и решения задач 

 
1. Решить уравнение  

4
)))...(((lim π

=++++
∞→ 44444444 344444444 21

arctgn
n

arctgxxarctgxarctgxarctg . (С, М, Т) 

Ответ: 
4

1 π− . 

Решение 
Пусть 
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Тогда ( ) Nnaxa nn ∈+=+    ,arctg1 .                                                          (1) 

Из формулы (1) следует, что последовательность { }na  является ограниченной 
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и монотонной (возрастающей при 0>x , убывающей при ,0<x постоянной при 0=x ). 
Таким образом, согласно теореме Вейерштрасса последовательность { }na  имеет конечный предел а, 

который в силу условия задачи равен 
4
π :  

4
π

=a . 

С другой стороны, переходя к пределу при +∞→n  в (1), получаем )(arctg axa += . 

Отсюда aax −= tg  или окончательно 
4

1 π−=x . 

2. Могут ли все шесть членов в разложении определителя третьего порядка быть одновременно 
положительными? (С) 

Ответ: нет. 
Решение 
Рассмотрим разложение произвольного определителя третьего порядка: 
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.322311332112312213 aaaaaaaaa −−−                                   (2) 
Если среди элементов определителя есть нули, то в разложении этого определителя есть члены, равные 

нулю, то есть неположительные. 
Пусть все элементы определителя отличны от нуля. Тогда из очевидного равенства 

)()()()()()( 322311332112312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −⋅−⋅−−=⋅⋅  
следует, что в разложении (2) есть как положительные, так и отрицательные члены. 

Таким образом, все шесть членов в разложении определителя третьего порядка не могут быть 
одновременно положительными. 

 
3. Пусть дан определитель третьего порядка, все элементы которого отличны от нуля. Могут ли все 6 

членов в разложении этого определителя быть одновременно положительными? Какое наименьшее число 
отрицательных членов может содержать такое разложение? (Т) 

Ответ: нет; один. 
Решение 
Среди 6 членов разложения определителя 3-го порядка с ненулевыми элементами есть и 

положительные, и отрицательные (см. решение задачи 2). Нетрудно привести пример определителя, в 
разложении которого есть лишь один отрицательный член: 
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4. Пусть дан определитель 4-го порядка, все элементы которого отличны от нуля. Выяснить, может ли 

среди 24 членов разложения этого определителя, быть меньше четырех отрицательных? (М) 
Ответ: нет. 
Решение 
Среди 6 членов разложения определителя 3-го порядка с ненулевыми элементами есть и 

положительные, и отрицательные (см. решение задачи 2). Если воспользоваться разложением определителя 
4-го порядка по элементам какой-нибудь строки (столбца), то нетрудно убедиться, что среди 24 членов 
разложения  определителя 4-го порядка не менее четырёх  отрицательных. 

5. Многочлен n
nnn

n axaxaxaxP ++++= −− ...)( 2
2

1
10  c целыми коэффициентами принимает при 

2,1 == xx  и 3=x  значение 5. Существует ли целое число x , при котором этот многочлен равен 6? (М) 
Ответ: нет. 
Решение 
Из условия задачи следует, что 2,1 == xx и 3=x  являются корнями многочлена 5)( −xPn .  
Поэтому 

)()3)(2)(1(5)( 3 xTxxxxP nn −−−−=− ,                      (3) 
где )(3 xTn− – многочлен с целыми коэффициентами. 

Если существует целое число cx =  такое, что 6)( =cPn , то из формулы (3) имеем 
)()3)(2)(1(1 3 cTccc n−−−−= . 

Однако это невозможно, поскольку единицу нельзя представить в виде произведения четырёх целых 
множителей, по крайней мере три из которых различны. 

Таким образом, не существует целого x, о котором идёт речь в  задаче. 
 
6. В продажу поступили одинакового диаметра трубы трёх типов, длиной 4, 7 и 10 м соответственно, 

стоимостью 4, 6 и 9 ден. ед. Сколько труб каждого типа можно купить ровно за 100 ден. ед., чтобы 
суммарная длина их была наибольшей? (С) 

Ответ: 1 труба длиной 4 м и 16 труб длиной 7 м. 
Обозначим через zyx ,,  – соответственно число труб первого, второго и третьего типа, которые можно 

купить, чтобы их суммарная длина была наибольшей при условии 
100964 =++ zyx .                                                  (4) 

Решение первое 
Из экономических соображений ясно, что нужно купить максимально возможное число труб с 

наименьшей стоимостью 1 м. Так как (6/7) < (9/10) < (4/4), то больше всего должно быть куплено труб 
второго вида. Из (4) очевидно 1006 ≤y , т.е. максимальное целое 16=y , а потому опять из (4) имеем 

494 =+ zx , т.е. 1,0 == xz , при этом суммарная длина труб составит 
11601016714 =×+×+×  (м) 

Это решение можно завершить на строгом уровне. Предположим, что существует другой набор 
неизвестных, при котором суммарная длина будет  



1161074 >++ zyx  
или  

116100)(9641074 >++=++++=++ zyzyzyxzyx , 
т.е. 16>+ zy , но это противоречит равенству (4), так как 1003664 =+++ zzyx  или 

100)(634 =+++ zyzx , т.е. 100)(6 ≤+ zy  или 16)( ≤+ zy , так как )( zy +  – целое. Значит, при 
0,16,1 === zyx  суммарная длина труб наибольшая. 

Второе решение  
На 18 ден. ед. можно купить 3 трубы второго типа или 2 трубы третьего типа, при этом длина трех 

указанных труб составит 2137 =×  (м), а двух других 20102 =× (м). Поэтому ясно, что в оптимальном 
решении число труб третьего вида не должно превышать 1, т.е. 1≤z . Но из равенства (4) следует, что z – 
четное, значит 0=z . Теперь учтем, что на 12 ден. ед. можно купить три трубы первого типа или две 
второго, суммарные длины которых соответственно будут 1234 =× (м) и 1427 =× (м). Значит, в 
оптимальном решении число труб первого вида не должно превышать 2. Но проверка показывает, что при 

2,0,0 ≠≠= xxz , значит 1=x . Это также видно из уравнения (4), так как при делении обеих частей 
равенства, правая дает в остатке 3, поэтому 1=x . Итак, снова приходим к выводу, что при 

0,16,1 === zyx  суммарная длина труб наибольшая. 
Решение третье  
Нам нужно максимизировать с учетом равенства (4) функцию 

)(100107961001074 zyzyzyzyx ++=++−−=++ . Теперь очевидно, что эта функция принимает 
наибольшее значение при максимальном )( zy + . Но из уравнения (4) имеем: 1003664 =+++ zzyx  или 

100)(634 =+++ zyzx , т.е. 100)(6 ≤+ zy  или 16)( ≤+ zy , так как )( zy +  – целое. Значит, максимальное 
целое 16)( =+ zy . Отсюда из уравнения (4) 100)(634 =+++ zyzx , т.е. 10016634 =×++ zx  или 434 =+ zx . 
Откуда 1,0 == xz . Снова приходим к выводу, что при 0,16,1 === zyx  суммарная длина труб 
наибольшая. 

 
7. Является ли информация, подчёркнутая в условии задачи: «Существует ли двузначное число, 

которое при делении на сумму квадратов его цифр даёт в частном 2 и в остатке 6, а при делении на 
произведение его цифр даёт в частном 4 и в остатке 6?» лишней? (Т) 

Ответ: да. 
Решение 
Исключим из условия этой задачи информацию о том, что число, о котором идет речь, при делении на 

сумму квадратов его цифр дает в частном 2 и в остатке 6. 
Обозначим через x и y соответственно число десятков и число единиц двузначного числа. Тогда, исходя 

из сохраненной информации, для нахождения неизвестных получим уравнение: 
6410 +=+ xyyx ,                                                    (5) 

где yxyx ,,90,91 ≤≤≤≤  – целые числа. 
Так как уравнение (5) равносильно  

17)25)(14( ×=−− yx ,                                              (6) 
(что легко проверить, раскрыв скобки в равенстве (6), но трудно догадаться, что именно так нужно 
преобразовать уравнение (5)), и 114 >−x , поскольку x – натуральное число, то из (6) с учетом того, что y – 
число целое, имеем: 714 =−x  и 125 =− y , т.е. 2=x  и 2=y . Но, как показывает проверка, число 22 не 
удовлетворяет условию задачи. 

Следовательно, не существует двузначного числа, о котором идет речь и тем более оно не может 
существовать при других дополнительных условиях, в том числе и исключенных.  

 
8. Доказать, что функция f является периодической, если существует такое 0≠c , что 

)()(),()(),( fDcxfDcxfDx ∈−∈+∈∀ и выполняется условие 
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Доказательство 
Из условия задачи следует, что периодом данной функции может быть лишь числа вида kc где 

...,2,1 ±±=k Кроме того, подставляя в исходное равенство cx +  вместо x, получаем  
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Аналогично, подставляя в равенство (7) cx +  вместо x, последовательно получаем  
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А это значит, что число 3c является периодом данной функции, т.е. функция  f  является 
периодической, что и требовалось доказать. 

 
9. Доказать, что если функция xCxBxA γ+β+α coscoscos  является периодической, где 

−γβα≠≠≠ ,,;0,0,0 CBA попарно различные положительные числа, то 
β
α  и 

γ
α  – рациональные числа. (М) 

Доказательство 
Пусть 

xCxBxAxf γ+β+α= coscoscos)( .                               (8) 
Тогда 

,coscoscos)( 222 xCxBxAxf γγ−ββ−αα−=′′                      (9) 

.coscoscos)( 444)4( xCxBxAxf γγ+ββ+αα=                     (10) 
Из системы уравнений (8)-(10) имеем 
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Если функция f (x) имеет период T , то функции )(xf ′′  и )()4( xf  также являются  периодическими с 

периодом T . Поэтому xαcos  имеет период T. С другой стороны, xαcos  имеет период .,2 Znn ∈
α
π  

Следовательно, 
α
π= nT 2 . 

Аналогично, выражая xβcos  и xγcos  через )(),( xfxf ′′  и )()4( xf , можно показать, что 
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10. Для заданного значения Ν∈n  найти все функции Rf →Ν: , удовлетворяющие тождеству 

.;,),()( nmkkmnmkfkmf >Ν∈∀−=+  (М) 
Ответ: const)( =mf . 
Решение 
Положим 1=k . Тогда из условия задачи следует, что nmnmfmf >∀−=+ )()1( . 
Это значит, что 1+= nT  является  «периодом» функции f, т.е. 

Н)())1(( ∈∀=++ mmfnmf . 
Положим теперь .1+= nk  
Тогда исходное уравнение принимает вид ))1(())1(( nnmfnmf −+=++  или )1)1)(1(()( ++−= nmfmf . 
Отсюда Ν∈∀= mfmf )1()( . 
Таким образом const)( =mf . 
 

11. Функция y(x) удовлетворяет дифференциальному уравнению 22 222
21)1(1

yx
xyxyarctgy
++

+
++

π
=′  и 

начальному условию 0)0( =y . Доказать, что при любом 0>x  имеет место неравенство xxy <)( .     (Т) 
Доказательство 
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12. Чётная функция f(x) непрерывна на отрезке [-1;1]. Доказать, что ∫∫
ππ π

=
00

)(cos
2

)(cos dxxfdxxxf . (С) 

Доказательство 

∫∫

π

π
−

π

=
π

+
π

+=
=

π
+==

2

2
0

))
2

(cos()
2

(2))(cos dttft
dtdx

txdxxxf  

.)(cos
2

))
2

(sin(
22)(sin

2

)(sin
2

)(sin)sin(
2

)sin(

0

02

2

2

2

2

2

2

2

2

2

∫∫∫

∫∫∫ ∫

π

π

π

π
−

π

π
−

π

π
−

π

π
−

π

π
−

π
=−

ππ
−=

−=

−
π

==
π

=

=
π

+=−
π

+−=

dxxfdxxf
dxdt

xtdttf

dttfdtttfdttfdtttf

 

 

13. На гиперболе 
x

y 1=  взяты точки ),( 000 yxM  и ),( 00 yxN −− . 

Окружность с центром в точке M0, проходящая через точку N, пересекает 
гиперболу ещё в трёх точках. Докажите, что эти точки лежат в вершинах 
правильного треугольника.  (М) 

 
Доказательство 
Пусть окружность с центром в точке M0, которая проходит через N, 

пересекает гиперболу еще в трёх точках ( )BBAA yxByxA ,),,( и ),( cc yxC . Тогда 
координаты этих точек удовлетворяют системе уравнений: 
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Исключая y из этой системы, получаем уравнение 
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4 =+−+−++− xyxyxyxxxx . 
Согласно теореме Виета сумма всех корней этого уравнения, включая и корень 0x− , равна  02x . 
Поэтому 03xxxx CBA =++ . 
Аналогично, 03yyyy CBA =++ . 

Таким образом, OMOCOBOA 3=++ , где О – начало координат. 
Отсюда следует, что ( ) ( ) ( ) 0=−+−+− OMOCOMOBOMOA . 

Поэтому 0=++ MCMBMA  или )( MCMBMA +−= . 

Пусть MDMCMB =+ , тогда MAMD = . Значит MDBC – ромб, диагональ MD которого равна 

стороне. Поэтому o120=∠BMC . Аналогично, o120=∠=∠ AMBAMC . А это и означает, что ABC∆  – 
правильный. 

 
14. Доказать, что если корни квадратного трёхчлена P(x) принадлежат отрезку [-1;1], причём 

( ) 1max
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Доказательство 
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Рисунок 1 – к задаче 13 



Из условия задачи следует, что ))(()( 21 xxxxaxP −−= , где 11 21 ≤≤≤− xx , причём можно считать, что 
0>a . Тогда )2()( 21 xxxaxP −−=′ . 
Функция )(xP  на отрезке [-1;1] принимает наибольшее значение или в т. 1=x  )1( −=x , или в 

т.
2

21 xxxx в
+

== . 
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то есть 1)(max
1
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≤

xP
x
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Аналогично исследуется случай, когда )(xP  принимает наибольшее значение в т. 1−=x . 

2) Пусть 





 +

−=





 +

=
≤ 22

)(max 2121
1

xxPxxPxP
x

.  

Тогда из уравнения 1
2

21 −=





 + xxP  имеем 2

12 )(
4

xx
a

−
=  и поэтому 

⋅
−

=′
2

12
2 )(

4)(
xx

xP 2
2
44)(

12
12 =≥

−
=−

xx
xx , то есть 1)(max

1
≥′

≤
xP

x
. 

15. Пусть a и b – цифры, 0,0 ≠≠ ba . Найти предел )......(10
2

2lim 43421
знаковn

n

n
abababababab +++−

∞→
.      (Т) 

Ответ: 
9801

1001000 ba + . 

Решение 
=+++− )......(10

2

2
43421

знаковn

n abababababab [ ...)110)(10()10(10 22 +++++− baban  

             ]=++++++ −− )110...1010)(10( 24222 nnba  

[ ]=+++++++++= −−− )110...1010(...)110(110)10( 2422222 nnnba  

[ ]=+⋅++−+−++= −−− 2242422 10210...)2(10)1(1010)10( nnn nnnba  

=













++






+






++=

n
nba

100
1...

100
13

100
12

100
1)10(

32
 

=













++






++

+ −12

100
1...

100
13

100
121

100
10 n

nba  

                                                      
( )( )

( )2100
1

100
1

100

1

11
100

10

−

−+−
⋅

+
=

nnnba . 

Выше была использована формула 

( ) 2

1
212

)1(
)1(1

1
......321

q
qnqn

q
qqqqqnqqq

nn
nn

−
−+−

=
′









−

−
=

′
+++=++++

+
− . 

Таким образом, 
)......(10

2

2lim 43421
знаковn

n

n
abababababba +++−

∞→
= 

9801
)10(100

99
100

100
10

100
11

100
1

100
11

100
10lim 2

2

2n

baba
nnba

n

+
=⋅

+
=







 −















 −+−

⋅
+

=
∞→

. 

 

16. Вычислить интеграл dx
x

e x

∫
+∞ −

+0 22 )
2
1(

2

.     (М) 



Ответ: π . 
Решение 
Дважды интегрируя по частям, получаем 

( )

.2
12

21
)12(

1
)12()12(

2
2)2(

2
1

1
)12(2

2
1

1

)
2
1(2

2
1

1
2)

2
1(

2
2)

2
1(

2
2

2
22

2
222

22222

222

22

222

2

2

2222

22222

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫ ∫

−
−

−
−−

−
−−

+
+

=−+
+

−=

=





+

+
−=−

+
−=

=
+

⋅
+

−
+

−=










+
+

+

−
=

=
















+









 −
=

















+

−









 −
=

+

dxe
x
xeed

xx
e

xx
e

x
de

xx
edx

x
e

xx
e

dx
x

eex

xxx
e

x
ed

xxx

e

x
d

x
edx

x

x
x

edx
x

e

x
x

x
xx

x
-xxx

-x-x-x-x-x

-x-x-x

 

Следовательно 

π=
π

=+

+

=
+

∫∫
∞+∞+∞+

00
20 22 2

22

12

2

)
2
1(

2

2
2

dxe
x

xedx
x

e -x
-x-x

. 

 

17. Вычислить интеграл   ∫
+∞

++0
20052

2005

)1)(1( xx
dxx .   (С, Т). 

Ответ: 
4
π . 

Решение 

∫∫∫
∞∞

++
+

++
=

++ 1
20052

20051

0
20052

2005

0
20052

2005

)1)(1()1)(1()1)(1( xx
dxx

xx
dxx

xx
dxx .       (11) 

Преобразуем второй интеграл  в правой части формулы (11) к интегралу по отрезку [0;1]. 

( )( ) 11
  1111

)( 1
)1)(1(

1

0
20052

0

1 20052
220051

20052

2005

∫∫∫ ++
=







 +






 +

−
===

++

∞

tt
dt

tt
tt

dt
t

x
xx

dxx . 

Следовательно 

∫∫ ++
=

++

+∞ 1

0
20052

1
20052

2005

)1)(1()1)(1( xx
dx

xx
dxx .                    (12) 

Подставляя (12) в (11), получаем 

.
4

1)1)(1()1)(1()1)(1(

arctg
1

0

1

0
2

1

0
20052

1

0
20052

2005

0
20052

2005

π
=

=
+

=
++

+
++

=
++

=

∫∫∫∫
∞

x

x
dx

xx
dx

xx
dxx

xx
dxx

 

 
18. Найти множество точек z  комплексной плоскости С, которые можно представить в виде:   

ix
ixz

+
−=

1
1 , где Rx ∈ .        (С, Т) 

Ответ:  окружность 1=z  за исключением точки 1−=z . 
Решение 

Пусть Rx
ix
ixz ∈

+
−= ,

1
1 . 

Тогда 1
1
1

=
+
−

=
ix
ixz . 

Кроме того, 1−≠z , иначе 1
1
1 −=

+
−

ix
ix , откуда ixix −−=− 11 , или 11 −= , то есть приходим к 

противоречию. 



Пусть, наоборот, выполняется условие 1=z , причём 1−≠z . 
Тогда  ϕ+ϕ= sincos iz , где π<ϕ<π− . 
Поэтому 

.
2

tgгде,
1
1

2
tg1

2
tg1

)
2

tg1)(
2

tg1(

)
2

tg1(

2
tg1

2
tg

2
tg21

2
tg1

2
tg2

2
tg1

2
tg1 2

2

2

22

2

ϕ
−=

+
−

=

=
ϕ

−

ϕ
+

=
ϕ

+
ϕ

−

ϕ
+

=
ϕ

+

ϕ
−

ϕ
+

=
ϕ

+

ϕ

+
ϕ

+

ϕ
−

=

x
ix
ix

i

i

ii

ii
iz

 

Таким образом, точки окружности 1=z  (за исключением точки 1−=z ) и только они могут быть 

представлены в виде Rx
ix
ixz ∈

+
−= ,

1
1 . 

 
19. Задана последовательность { nz } комплексных чисел, удовлетворяющих условию 

Ν∈>= nzz nn ,0Im,2 . Найти сумму ряда ∑
∞

=1n
na , где 

∑

∑
+

=

+

≠=

+

== 2

1

2

,1

2

1

П
n

m
l

n

mll

n

m
m

n

z

z
a .          (М) 

Ответ: 1. 
Решение 
Запишем mz  в показательной форме: 

mm
i

m zmez m arg...;,2,1,2 =ϕ== ϕ . 

Тогда =
++

++
=

++
++

=
ϕ+ϕϕ+ϕϕ+ϕ

ϕϕϕ

)()()(
213132

321
1

213132

321

2
1

iii

iii

eee
eee

zzzzzz
zzza  

                         = ⋅ϕ+ϕ+ϕ )( 321

2
1 ie )()()(

)()()(

213132

213132

ϕ+ϕϕ+ϕϕ+ϕ

ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−

++
++

iii

iii

eee
eee . 

Следовательно 

,
2
1

1 =a  

так как числитель и знаменатель дроби )()()(

)()()(

213132

213132

ϕ+ϕϕ+ϕϕ+ϕ

ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−

++
++

iii

iii

eee
eee  комплексно сопряженные числа 

(которые в силу условия 0Im >nz  отличны от нуля). 
Аналогично, 
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n
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i
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e
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m
m

n
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e

e

m
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e
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e

e
a ,               nna

2
1

= . 

Таким образом, 

.1
2
1

11
== ∑∑

∞

=

∞

= n
n

n
na  

 
20. Пусть X и Y – независимые случайные величины, равномерно распределённые на отрезке [-a;a]. 

Найти вероятность того, что уравнение 02 =++ YtXt  имеет действительные корни, принадлежащие 
интервалу  
(-a,a).      (С) 



Ответ: 

[ )

( ]













∈

∈
−+

∞∈
−−

=

.1,0   при       ,   
24
7

 ),4,1(   при,  
24

612

,,4  при,  
12

3812

)(
2

aa

a
a
aa

a
a

aa

AP  

Решение 
Пусть x и y значения случайных величин X и Y соответственно. Уравнение 02 =++ yxtt  имеет 

действительные корни ),(, 21 aatt −∈  ⇔  















≤≤−

<
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<−

>−
>
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,0)(

,0
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


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






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,0
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yxaa
yxaa
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  ⇔

















≤≤−
≤≤−

−>
−−>

≤

.
,
,

,
4

2

2

2
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aaxy

xy

 

Событие А – действительные корни уравнения принадлежат интервалу (-a,a). 
Рассмотрим три случая (рисунок 2). 
а) Если 4≥a , то 

aaaaaadxxaS
a

∫ =−=−=
2

0

2

1 3
4

12
82)

4
( , 

22
aS = , 

a
aa

a

aaaa
AP

12
3812

4
3
84

)( 2

2
−−

=
−−

= . 



б) Если 41 << a , то 

  
12

)
4

(
3

2

0

2

1
aadxxaS

a

−=−= ∫ , 
22
aS = , 

  
a
aa

a

aaaa
AP

24
612

4
6

24
)(

2

2

3
22

−+
=

+−−
= . 

в) Если 10 ≤< a , то 

  
12

3
2

1
aaS −= , 32

2 2
1 aaS −= , 

  
24
7

4

2
6

24
)( 2

32
3

22
a

a

aaaaa
AP =

+−+−
= . 

 
21. Из урны, содержащей 2 белых и 1 чёрный шар, наудачу последовательно извлекаются шары 

(извлечённый шар после извлечения возвращается в урну обратно). Найти вероятность того, что серия из 
трёх белых шаров подряд появится раньше, чем серия из двух чёрных шаров подряд. (М) 

Ответ: 
51
32 . 

Решение 
Введём обозначения событий 
A – серия из трёх белых шаров подряд появится раньше, чем серия из двух чёрных шаров подряд; 

iБ  – появление белого шара при і-ом извлечении; 

iЧ  – появление чёрного шара при і-ом извлечении. 
Согласно формуле полной вероятности имеем:  

)/()()/()()( 1111 ЧAPЧPБAPБPAP += ,  
или 

y 
 
 
a 

S1 

-a 
S2 

a2  
-a                   0        a-1          a     x 

-a2 

y 
 
 
a 

S1 

-a 
S2 

 
-a                   0        a-1          a     x 

-a2 

а)  4≥a                                                 б)  41 << a  

y 
 
 
a 

S1 

-a 
S2 

-a                   0                      a     x 

-a2 

в)  10 ≤< a  

Рисунок 2 – к задаче 20 



)/(
3
1)/(

3
2)( 11 ЧAPБAPAP += ,                             (13) 

так как 
3
1)(,

3
2)( == ii ЧPБP . 

Пусть 23322321 ,, ЧHЧБHББH === . 
Тогда, снова применяя формулу полной вероятности, получаем 

)/()()/()()/()()/( 3132121111 HБAPHPHБAPHPHБAPHPБAP ++= .   (14) 
Так как события iБ  и iЧ  независимы в совокупности, то 

.
3
1)()(

,
9
2

3
1

3
2)()(

,
9
4

3
2

3
2)()(

23

322

321

==

=⋅==

=⋅==

ЧPHP

ЧБPHP

ББPHP

 

Кроме того, очевидно, что 

)./()/()/(
),/()/()/(

,1)/()/(

12131

132121

32111

ЧAPЧБAPHБAP
ЧAPЧББAPHБAP

БББAPHБAP

==
==
==

 

Поэтому формула (14) принимает вид 

)/(
3
1)/(

9
2

9
4)/( 111 ЧAPЧAPБAP ++=  или )/(

9
5

9
4)/( 11 ЧAPБAP +=    (15) 

Аналогично, )/()()/( 2121 БЧAPБPЧAP =  или )/(
3
2)/( 11 БAPЧAP =     (16) 

Из системы уравнений (15), (16) имеем 
17
8)/(,

17
12)/( 11 == ЧAPБAP . 

Подставляя эти значения в формулу (13), окончательно получаем 
51
32

17
8

3
1

17
12

3
2)( =⋅+⋅=AP . 

 
22. Найти вероятность того, что при подбрасывании монеты серия из трёх «гербов» подряд появится 

раньше, чем серия из двух «цифр» подряд. (Т) 

Ответ: 
10
3 . 

Решение 
Введём обозначения событий: 
A – серия из трёх «гербов» подряд появится раньше, чем серия из двух «цифр» подряд; 

iГ  – появление «герба» при і-ом подбрасывании; 

iЦ  - появление «цифры» при і-ом подбрасывании. 
Согласно формуле полной вероятности имеем:  

)/()()/()()( 1111 ЦAPЦPГAPГPAP +=  или 

)/(
2
1)/(

2
1)( 11 ЦAPГAPAP += .                                      (17) 

Пусть 23322321 ,, ЦHЦГHГГH === . Тогда, снова применяя формулу полной вероятности, 
получаем 

)/()()/()()/()()/( 3132121111 HГAPHPHГAPHPHГAPHPГAP ++= .   (18) 
Так как события iГ  и iЦ  – независимы в совокупности, то 

.
2
1)()(

,
4
1

2
1

2
1)()(

,
4
1

2
1

2
1)()(

23
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ЦГPHP

ГГPHP

 

Кроме того, очевидно, что 

)./()/()/(
),/()/()/(

,1)/()/(

12131

132121

32111

ЦAPЦГAPHГAP
ЦAPЦГГAPHГAP

ГГГAPHГAP

==
==

==
 

Поэтому формула (18) принимает вид 



)(
2
1)(

4
1

4
1)( 111 ЦAPЦAPГAP ++=  или )(

4
3

4
1)( 11 ЦAPГAP += .  (19) 

Аналогично, 

)/()()/( 2121 ГЦAPГPЦAP = . Отсюда )/(
2
1)/( 11 ГAPЦAP = .        (20) 

Из системы уравнений (19), (20) имеем 
5
1)/(,

5
2)/( 11 == ЦAPГAP . 

Подставляя эти значения в формулу (17), окончательно получаем 
10
3

5
1

2
1

5
2

2
1)( =⋅+⋅=AP . 

 
23. Решить дифференциальное уравнение dxyxydyyx )()1( 22 +=− . (Т, М) 

Ответ: C
yx
xxy

y
yx

=
+
−

+
+ln ; .;0 xyy −==  

Решение 
Нетрудно убедиться, что 0=x  и 0=y  – решения данного уравнения. 
Пусть 0,0 ≠≠ yx . Тогда последовательно имеем: 

0223 =−++ dyxydyxdxyyxdx  

( ) 022
2

3 =++
− dyxdxyy
x

xdyydxx  

022
233 =








++






−

y
dy

x
dxxy

x
ydx  

0113 =





 ++








yx
dy

x
yxd . 

Функция xy −=  является решением данного уравнения.  
Пусть xy −≠ . Введем новые переменные: 

,11









=+

=

v
yx

u
x
y

отсюда 








+
=

+
=

uv
ux

v
uy

1

1

,     1,0,0 −≠≠≠ uvu . 

Тогда уравнение принимает вид: 
( ) 011

3

3
=

+
+

+ dv
v

udu
uv

u , 0
)1(

1
22 =+

+ v
dvdu

uu
. 

Интегрируя, получаем 

C
vu

uu =−
+

++− 1
1

11lnln . 

Возвращаясь к старым переменным, имеем 

C
yx
xxy

y
yx

=
+
−

+
+ln . 

( 0=С  соответствует решение 0=x ). 
 
24. Решить дифференциальное уравнение: 0)1()( 2 =++− dyyxdxyx . (С) 

Ответ: C
x
y

x
y

x
yx =++++ 22 )(1ln()(1 ;  0=x . 

Решение 
02 =++− xdyxydyydxdxx  

0)
22

(
22

=−++ ydxxdyydxdx  

0=x  – решение данного уравнения. Пусть 0≠x . Тогда 

0
2

1
2

22
=

−
+

+
x

ydxxdyyxd
x

 

0
2

1 22
=+

+
x
ydyxd

x
.                                           (21) 



Введем новые переменные 
x
yvyxu =

+
= ,

2

22
. Отсюда 21

2
v
ux

+
±=  и уравнение (21) принимает вид: 

0
2

1 2
=+

+
± dvdu

u
v    или    0

12 2
=

+
+±

v

dv
u

du . 

Интегрируя, получаем: Cvvu =+++± )1ln(2 2 . 
Возвращаясь к старым переменным, имеем 

C
x

yxyyx =
+±

++± )ln(
22

22  или C
x
y

x
y

x
yx =




















+++






+

22
1ln1 . 

Отметим, что выше для каждой задачи приведено одно из возможных решений (исключение составляет 
лишь задача 6). Однако, как правило, олимпиадные задачи носят исследовательский характер и допускают 
несколько возможных способов решения. В этом смысле не стала исключением и Всеукраинская 
студенческая олимпиада по математике 2005 года: в целом ряде случаев участники олимпиады нашли 
решения задач, отличные от предложенных выше. 
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