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Разработан метод численного нахождения интегралов Фурье от гладких функций. 

Применение локальных сплайнов позволило получить результирующие формулы высокой 
точности. Тестирование метода с помощью составленных по нему программ показало их 
достаточно высокую эффективность.   
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Применение гармонического анализа в технике и естествознании очень разнообразно. Метод 

разложения функций на гармонические составляющие является одним из главных в изучении явлений 
природы и проблем техники.  

Существует обширная литература по теории гармонического анализа и его приложениям. В то же 
время методы численного преобразования Фурье функций, заданных  в виде формул, освещены в 
значительно меньшей степени [1]. Одна из причин – большое разнообразие свойств преобразуемых 
функций. Это требует значительного набора методов их численного преобразования, учитывающих эти 
свойства. 

Один из таких методов развивается в данной работе. Он основан на интерполяции исходной 
функции ( )xf  эрмитовыми (локальными) сплайнами третьей степени  [2].   

Рассмотрим задачу численного нахождения значений интегралов Фурье 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxxffdxxxff
x

x

s

x

x

c ∫∫ ω=ωω=ω
max

min

max

min

sin
~

,cos
~

,                               (1) 

где ( )xf  – некоторая функция, заданная своей формулой, и интегралы (1) не вычисляются аналитически. 

Получим соотношения, позволяющие численно найти их значения. Для этого функцию ( )xf  следует 

аппроксимировать набором некоторых простых функций, для которых интегралы (1) вычисляются 
аналитически. 

Предположим, что в точках max10 ,...,, xxx  известны не только значения функции ( )0xf , 

( )1xf ,…, ( )maxxf , но и значения ее первых производных ( )0xf ′ , ( )1xf ′ ,…, ( )maxxf ′ . Если функция ( )xf  

задана формулой, то получение наборов значений как ( )kxf , так и ( )kxf ′  (т.е. их отсчетов) обычно не 

составляет труда. Подчеркнем, что в общем случае интервалы между отсчетами 1−−= kkk xxh  обеих 

функций ( )xf  и ( )xf ′  при данном k  совпадают, но могут меняться от отсчета к отсчету. Всего таких 

интервалов n : от 1h  до nh . Максимальный номер отсчета nk =  соответствует значению аргумента 

функции ,maxx  т.е. maxxxn = . Таким образом, в приведенных ниже формулах номера отсчетов лежат в 

пределах nk ≤≤1 . Кроме того, имеется нулевой отсчет, для которого ( )00 xff =  и ( )00 xff ′=′ . 

Будем считать, что в граничных точках k -го элементарного промежутка функция ( )xf  задается 

таблицей дискретных значений как ее самой, так и ее первой производной: 
 

x  ( )xf  ( )xf ′  

1−kx  ( )11 −− = kk xff  ( )11 −− ′=′ kk xff  

kx  ( )kk xff =  ( )kk xff ′=′  

 
По данным этой таблицы в каждом промежутке между отсчетами может быть построен 

единственный полином Эрмита третьего порядка. В местах стыков пар полиномов совпадают их 
значения и значения их первых производных. Полная последовательность таких полиномов на интервале 
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[ ]max0, xx  представляет собой эрмитов сплайн. Так как каждый полином строится независимо от других, 

то такие сплайны называются также локальными сплайнами. 
Будем искать k -е звено сплайна в виде  
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В этом выражении в отличие от общепринятого определения эрмитова сплайна в каждое 
слагаемое добавлены отрицательные степени шагов дискретизации kh . Поэтому все коэффициенты 

kkk cba ,,  и kd  приобретают одинаковую размерность, совпадающую с размерностью ( )xgk . 

Два уравнения для нахождения коэффициентов многочлена ( )xgk  получаем из условий 

совпадения их с исходной функцией в точках ее отсчета: ( ) ( )11 −− = kkk xfxg  и  ( ) ( )kkk xfxg = , т.е. 

1−= kk fa  и kkkkk fdcba =+++ . 

Продифференцируем полином (2) по x : 

( ) ( ) ( )2
1

3
1

21 32 −
−

−
−− −+−+=′ kkkkkkkkk xxhdxxhchbxg . 

Отсюда из условий совпадения производных ( ) 11 −− ′=′ kkk fxg  и ( ) kkk fxg ′=′  получаем еще два 

уравнения: kkk hfb 1−′=  и kkkkk hfdcb ′=++ 32 . 

Решение полученной системы уравнений дает выражения для коэффициентов полиномов через 
известные величины: 

( ) ( ) ( ) ( ).2,23,, 111111 −−−−−− −−′+′=′+′−−=′== kkkkkkkkkkkkkkkkk ffhffdhffffchfbfa         (3) 

Заменив в формулах (1) функцию ( )xf  интерполирующим ее сплайном (2), выразим формулы для 

интегралов Фурье в виде сумм 
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частичных интегралов от звеньев сплайнов 
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и остаточных погрешностей ( )ωcR  и ( )ωsR , связанных с такой заменой. Отбрасывание погрешностей 

делает формулы (4) приближенными. 
Учитывая сплайны (2), запишем частичные интегралы (5) в виде 
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Здесь обозначены интегралы 
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Эти интегралы вычисляются аналитически, и их значения могут быть записаны в виде 
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где kk hω=θ  – переменная, а функции ( )θµm  и ( )θνm  определяются формулами 
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Подставив коэффициенты (7) в формулы (6), получим 
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где 
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Учитывая значения коэффициентов (3) и функций (8) и (9), приведем формулы (11) к виду 
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где введены следующие функции 
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Функции (13) и (14) изображены на рисунке 1. Они имеют устранимые особенности при 0=θ , 
раскрытие которых путем предельного перехода 0→θ  дает следующие значения: 
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Рисунок 1 – Зависимость функций cmD  и smD  от параметра θ 
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Конечные формулы для численного нахождения интегралов Фурье получим, подставив частичные 
интегралы от звеньев сплайнов (10) в формулы (5) с учетом соотношений (12), в которых аргумент θ  
заменяется на kθ . 

Эти выражения вместе с формулами (13) и (14) решают поставленную задачу. 
Найденные формулы существенно упрощаются, если 00 =x , шаг между отсчетами функции ( )xf  

и ее производной постоянен hhk =  и khxk = . При этом входящие в формулы (10) функции ( )θcmD  и 

( )θsmD  не зависят от номера k . 

Обозначив 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=
θ′=ηθ=θξθ′=θηθ=θξ

1

1

1

1

1

1

1

1

sin,sin,cos,cos
n

k

n

k
ksks

n

k

n

k
kckc kfkfkfkf             (16) 

и учитывая, что 
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после простых, но достаточно громоздких преобразований получим искомые формулы, представляющие 
собой соответственно численные косинус-преобразование и синус-преобразование Фурье функции ( )xf  

при равномерных отсчетах как самой функции, так и ее производных: 
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Заметим, что входящие в формулы (17) и (18) выражения ( ) ( )[ ]θ+θξ+ nff nc cos20  и 

( ) ( )[ ]θ+θξ nfns sin2  дают удвоенные значения соответствующих преобразований Фурье  функции ( )xf , 

найденные по формуле трапеций. Эти выражения периодичны по θ с периодом π2 . Поэтому, чтобы 
избежать в найденном спектре эффекта «перепутывания частот», величину θ следует выбирать в 
диапазоне π≤θ≤0 . Так как hω=θ , то максимальная частота ω, при которой рассчитываются спектры 

по формулам (17) и (18), не должна превышать величины maxmax // xnh π=π=ω . Эта граничная частота 

при заданном maxx  тем выше, чем большим числом отсчетов n  представлена преобразуемая функция. В 

свою очередь, величину maxx  необходимо выбирать таким образом, чтобы остаточные погрешности 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
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s
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не превышали заданной величины. Обычно при больших x  функция ( )xf  упрощается, что позволяет 

сравнительно просто получить оценки этих погрешностей. 
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Выше отмечалось, что при 0=θ  функции ( )θcmD  и ( )θsmD  имеют особенности, что может при 

малых частотах привести к заметным погрешностям вычисления преобразований. Улучшить точность 
здесь можно, разложив эти функции в ряды Маклорена по степеням θ и сохранив в них конечное число 

членов. С погрешностью не хуже 7105,1 −⋅  в диапазоне 10 ≤θ≤  имеем такие разложения: 
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Положив в найденных формулах для численного преобразования Фурье 0=ω , получим, согласно 
(1), формулы численного нахождения определенного интеграла от функции ( )xf : 
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dxxfS . 

Вычисление этого интеграла представляет самостоятельный интерес при решении многих задач. 
При переменном шаге дискретизации kh  формула (17) имеет вид 
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при постоянном hhk =  – вид 
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Если отбросить в последнем выражении второе слагаемое, то оно сведется к известной формуле 
численного интегрирования по методу трапеций. 

Найденные соотношения численных преобразований Фурье могут с успехом применяться в 
различных областях теоретической физики, в цифровой обработке сигналов, в исследовании систем 
передачи сообщений и т.д. 
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