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Рассматривается задача решения систем алгебраических уравнений с использованием 

моделей искусственных иммунных систем  как задача многомерной оптимизации. Представлен 
метод и алгоритм решения задачи, базирующийся на операторах клонирования, мутации и 
негативной селекции.   
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Искусственные иммунные системы (ИИС) определяются как метафоры или абстракции 
разрабатываемых вычислительных систем, использующих иммунологические механизмы и теории [1]. 
До недавнего времени модели иммунных систем предназначались в основном для исследования 
биологических аспектов иммунной системы, чтобы как можно лучше и глубже понять их поведение и 
таким образом содействовать развитию биологической науки [2]. Иммунная система представляет 
большой интерес для специалистов в области информатики, так как она является примером мощных и 
гибких возможностей децентрализованной обработки информации [3]. В настоящий момент возрос 
интерес к разработке ИИС для решения прикладных вычислительных задач, таких как распознавание 
образов, классификация, идентификация систем и др. Решение многих из перечисленных задач сводится 
к решению задач многомерной оптимизации. Поэтому разработка методов решения подобных задач, 
базирующихся на моделях ИИС, является актуальной. 

ИИС оперирует данными, которые описывают свойства отдельного антитела. Каждое антитело 
представляет собой одно решение поставленной задачи. В классическом варианте задачи оптимизации 
сводятся к поиску решений в многомерном пространстве с наперед заданной целевой функцией. В 
случае искусственной иммунной системы антитела представляют собой  вектор переменных, при  
подстановке которых в целевую функцию достигается оптимальное значение. В качестве скалярной 
величины оценки, показывающей близость результата к оптимальному значению, в ИИС используется 
понятие аффинности антитела. В зависимости от того решается ли задача максимизации или 
минимизации, лучшим по популяции считается антитело с самым высоким или низким значением 
аффинности соответственно. Аффинность антител – главный критерий отбора индивидуумов. Иммунные 
алгоритмы являются очень мощным средством комбинаторного поиска, которые строят свое решение на 
основе перебора многочисленных вариантов последовательностей из n-переменных системы и отбора 
лучших из них. 

Целью настоящей работы является разработка метода решения системы алгебраических 
уравнений на основе ИИС, в котором целенаправленный поиск локального экстремума сочетается с 
возможностью поиска глобального экстремума. Метод нахождения оптимального решения базируется на 
использовании операторов клонального отбора, мутации и негативной селекции. Каждое из антител 
оценивается мерой пригодности согласно тому, насколько “хорошо” соответствующее ей решение 
задачи. Наиболее подходящие антитела получают возможность “воспроизводить” потомство с помощью 
гипермутации. Это приводит к появлению новых антител, которые в процессе гипермутации улучшают 
своё соответствие целевой функции. Антитела с худшей аффинностью замещаются случайно 
сгенерированными антителами, равномерно распределенными по всей области определения целевой 
функции, что позволяет не замыкаться на локальных экстремумах, а исследовать все пространство 
области определения целевой функции. Таким образом, происходит итеративный процесс 
воспроизведения новых популяций из лучших представителей предыдущего поколения. Каждое новое 
поколение содержит более высокое соотношение характеристик, которыми обладают лучшие члены 
предыдущих поколений. 

Метод решения. Существующие на сегодняшний день методы решения систем алгебраических 
уравнений не являются в достаточной степени универсальными, так как, согласно условиям их 
использования, система уравнений должна удовлетворять различным требованиям, ограничивающим 
область применения того или иного метода [4]. Поэтому решение системы алгебраических уравнений 
будем рассматривать как решение задачи многомерной оптимизации. 

В общем виде систему алгебраических уравнений будем представлять следующим образом: 
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где ni ,1= ; nj ,1= ; х1,…,хn – значения переменных;  f1,…,fn – функции.  

Целевая функция для решения уравнения  f(х) = 0 может быть представлена в виде: 

0)()( →= xfxF      или    min)()( →= xfxF .                  

Тогда для системы (1) целевая функция будет представлять n-мерный вектор, компонентами 
которого являются отдельные подцелевые функции, стремящиеся к минимуму: 

( )),...,,...,1(),...,,...,,...,1(2),,...,,...,1(1),...,,...,1( xnxixFnxnxixFxnxixFxnxixF = ,  

где     min),...,,...,1(,...,,...,1( →= xnxixfixnxixFi . 

Пусть множество Q значений целевой функции F определяет множество вариантов решения 
системы (1): 

{ }mrxnxixFrqrqmqrqQ ,1),,...,,...,1(где),,...,,...,1( === . 

Среди этого множества Q алгоритм выбирает вектор qr , все компоненты которого минимальны. 

В качестве оценки каждого r-го варианта решения предлагается использовать функцию 
аффинности [5], которая объединяет все компоненты вектора q, например:  

min|)|ln()(
1

→= ∑
=

n

i
iqqФ . 

Алгоритм  решения. Формально алгоритм базируется на использовании следующих параметров: 
хi – значения переменных, qr – значение функции Fr(х1,…, хi,….хn), hi  – шаг изменения хi, (ai, bi) – 
диапазон изменения xi, Aff – признак стимулируемости  антитела (Aff  = 0 – параметры антитела не могут 
быть улучшены, Aff  = Σipi ≠ 0 – параметры могут улучшаться ), pi – признак улучшения значения 
параметра xi в направлении hi (pi = 1 – значение xi может быть улучшено, pi = 0 – в противном случае), ε – 
точность вычисления Ф(q), ∆q – максимальное уменьшение аффинности на t-ой итерации, N – 
количество антител в популяции, k – количество антител отбираемых для клонирования, d – количество 
антител подлежащих замене на этапе негативной селекции, т.е. антител, имеющих самую худшую 

аффинность – Ф(q), t – номер итерации обновления популяции Tt 1,  = . Определим две базовые 
структуры данных. Первая описывает структуру антитела и содержит следующие параметры: xi, pi, hi, 
(ai, bi), qj, Ф(q), Aff, ∆q: |x1…xn| p1…pn| h1…hn| a1 b1…an  bn| q1…qn| Ф(q)| ∆q |Aff|. Вторая структура 
используется на этапе мутации параметров  антитела с целью улучшения его параметров и представляет 

собой двумерный  массив, столбцам  которого сопоставлены  xi и значение qj, а строкам – fj,  где ni 1,  = ; 

nj 1,  =  (рисунок 1).  
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Рисунок 1 – Структура для исследования параметров мутации 

 
Основные шаги алгоритма сводятся к следующей последовательности. 
1. Сгенерировать начальную популяцию антител – Pt,  t = 0. 

2. Для каждого r-го ( Nr ,1= ) антитела определить направления мутации и вычислить 
аффинность – Ф(q). 

3. Упорядочить антитела популяции Pt по значению Ф(q) в возрастающем порядке. Если 
некоторые антитела имеют одинаковую аффинность, то упорядочить их по значению ∆q  в 
убывающем порядке. 

4. Отобрать для клонирования  k  антител с самой низкой аффинностью. 
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5. Получить популяцию измененных клонов с помощью механизма мутации. Для каждого 

параметра  xi , будем оценивать  два значения ∆qji  при xi = xi + hi и xi = xi – hi для всех j = 1,n: 
∆qji = Σjqji

t+1
 - Σjqji

t. Из двух значений xi выбираем то, для которого  Ф(q) → min. В результате 
применения данной процедуры ко всем xi, для которых улучшено значение аффинности, 
будут выбраны направления hi мутации антитела и вычислено значение аффинности Ф(q) на 
t-ой итерации. Соответствующие признаки pi устанавливаются в единицу – pi = 1. Признак 
стимулируемости антитела становится равным Aff  = Σipi. 

6. Заменить в исходной популяции антитело новым  клоном. Сформировать второй клон путем  
изменения  параметров xi, по которым получено улучшение аффинности по правилу:  
xi = xi + hi/2. Вычислить аффинность клона. Добавить данный клон в популяцию клонов  Pc. 
Повторить пп.5,6 алгоритма для всех k антител.  

7. Объединить  исходную  измененную  и  сформированную популяцию  клонов: Pt = Pt U Pc. 
Выполнить п.3 алгоритма. 

8. Проверить условия окончания алгоритма: Ф(q) ⇐ ε  или t + 1 = T. Если выполнено первое, то 
решение найдено, если – второе, то при заданной ε и числе итераций Т решения не получено. 
Иначе переход на п.9. 

9. Выполнить операцию негативной селекции. Удалить из популяции нестимулируемые 
антитела, у которых значение Aff  = 0.  Если множество Pt оказалось пустым, то перейти на п.1 
алгоритма. Иначе – пусть число оставшихся антител будет kс. Если kс > N, то удалить из 
популяции (kс – N) + d антител с худшей аффинностью и заменить их новыми 
сгенерированными антителами. В противном  случае, если  (N – kс) > d,  то сгенерировать  
(N – kс) антител, иначе обновляются d худших антител. При этом k + d < N. Выполнить п.2 для 
вновь сгенерированных антител. 

10. t = t + 1, переход на п.3 алгоритма. 
 
В процессе мутации параметра xi возможны ситуации, когда  xi не улучшает значение аффинности 

антитела при заданном hi. Тогда процедура повторяется для значений hi = hi/(10s), где s = 1,2…w. Если  
текущее значение s превышает w,  то значение аффинности по параметру xi не может быть улучшено. 
Тогда соответствующий признак pi = 0. Если в результате процедуры мутации оказывается, что  Σipi = 0, 
то признак стимулируемости антитела Aff устанавливается в нуль – Aff = 0. Такие антитела будут 
исключаться из популяции, если их аффинность не удовлетворяет решению. На этапе негативной 
селекции условие  k + d < N означает, что в популяции по прошествии одного поколения могут оставаться 
неизменными отдельные антитела, а значит, на следующей итерации значение их аффинности может 
быть улучшено.  

Предложенный метод был опробован при решении системы нелинейных уравнений: 
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Для заданной точности вычисления значений xi равной 10-5 было получено следующее решение: 
х1 = 0,69883, х2 = -1,90002, х3 = -0,93549, х4 = 1,35102, х5 = 1,51914. При этом значения  qj  (j = 1,5) 
соответственно составили: 9,95E-05, 4,79E-05, 8,65E-05, 7,21E-05, 8,69E-05, а значение аффинности 
Ф(q) = - 7,84175. 

Основное отличие предложенного метода от известного подхода решения систем алгебраических 
уравнений с использованием ИИС состоит в следующем. Во-первых, при исследовании локального 
экстремума функции используется целенаправленная мутация параметров, которая улучшает значение 
аффинности антитела. Во-вторых, предложен механизм, формализующий понятие нестимулируемых 
антител, т.е. антител, значение аффинности которых не может быть улучшено в области локального 
экстремума. Такие антитела исключаются из популяции и заменяются новыми, которые вносят 
разнообразие в исследование пространства в глобальном поиске. Наконец, число антител обновляемых в  
популяции на этапе негативной селекции является случайным. А это означает, что данный процесс также 
привносит разнообразие на пути отыскания решения. Таким образом, предложенный алгоритм 
обеспечивает сбалансированную стратегию нахождения решения на основе лучших антител, которая 
сочетает в себе локальный и глобальный поиск. 

Следующим этапом исследований планируется применение разработанного алгоритма для 
решения прикладных задач оптимизации,  что и  составит предмет развития данного направления. 
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