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1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
Выполнение лабораторной имеет целью формирование навы-

ков практических расчетов при улучшении сходимости числовых ря-
дов. В данной работе необходимо изучить метод Кумера-Стирлинга, 
критерии останова вычислений и условия сходимости знакопостоян-
ных числовых рядов. 

2. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 
2.1. Общие положения 

 Определение. Числовой ряд 
......21  naaa                                      (1) 

называется сходящимся, если существует предел последовательности 
его частичных сумм nS : 

nn
SS


 lim ,                                              (2) 

где  nn aaaS  ...21 , 
        число S  - сумма ряда, 
        ia  - члены  ряда (1). 

 
 Критерий Коши (необходимое и достаточное условие сходимости 

числового ряда) 
Последовательность частичных сумм некоторого ряда сходит-

ся в том и только в том случае, если для каждого положительного чис-
ла   существует такой номер N , что из Nm   и Nn   следует 

 mn SS  . 
Из  (2) можно записать 

nn RSS   ,                                           (3) 
где nR  - остаток ряда, причем 0nR  при n . 

Для нахождения суммы S  сходящегося ряда (1) с заданной 
точностью   необходимо так выбирать n , чтобы nR . Тогда час-
тичная сумма nS  может быть приближенно принята за сумму S ряда 
(1). 
 Составляющие погрешностей при вычислении суммы ряда 
Разделим исходную погрешность   на три составляющих так, что 

321  ,                                         (4) 
где 321 ,,   - положительные числа. 

 

 

4

 

Остаточная погрешность ( 1 ). Возьмем число n  столь большим,  что-
бы выполнялось неравенство: 

1 nn RSS  .                                     (5) 
Погрешность суммирования ( 2 ). Пусть каждое из слагаемых числово-
го ряда  nkak ...,,2,1  вычисляется с погрешностью, не превы-

шающей 
n
2  

n
aa kk

2  ,                                      (6) 

где  nkak ...,,2,1  - приближенные значения членов ряда (1). 
Тогда погрешность суммирования не превысит 2  

2 nn SS  ,                                      (7) 

где  





n

k
kn aS

1
. 

Погрешность округления  3 . Полученный приближенный результат 

nS  округлим до более простого числа nS~ так, чтобы погрешность ок-
ругления не превышала 3  

3
~

 nn SS . 

 
Полученное число nS~  является приближенным значением 

суммы S  ряда (1) с заданной точностью   
 321

~~
nnnnnn SSSSSSSS  . 

Обычно число   разбивают на составляющие следующим об-
разом: 

2
;

4 321





 . 

2.2. Оценка остатка знакопостоянного числового ряда 
Если члены ряда (1) представляют собой соответствующие 

значения положительной монотонно убывающей функции  xf , то 
есть       ...,2,1 nxfan , то можно применять интегральный 
признак сходимости (8): 
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   





n

n
n

dxxfRdxxf
1

 .                            (8) 

Поясняет интегральный признак сходимости рисунок 2. 
 

Рисунок 2 – К пояснению интегрального признака сходимости 
 
Пример. Найти  сумму ряда 

...1...
3
1

2
1

1
1

3333 
n

S                        (9) 

с точностью до 001,0 . 
Решение 

а) Принимаем остаточную погрешность 

4000
110

4
11 3

1
1

3  





nk
n k

R . 

Члены ряда  (9) представляют собой соответствующие значения  поло-
жительной монотонно убывающей функции 

  3
1
x

xf  . 

Применяя интегральный признак сходимости, имеем оценку 





n

n nx
dxR 23 2

1 . 

Из неравенства 

4000
1

2
1

2 
n

 

следует, что 
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72,442000 n . 
Принимаем   45n . 
б) Предельную погрешность суммирования выберем равной 

3
2 10

4
1  . 

Тогда допустимая предельная абсолютная погрешность одного 
слагаемого частичной суммы ряда 45S  

5

3

2 10
9
5

45

10
4
1










n

 . 

Положим 
52 10

2
1 


n

, 

то есть члены ряда (9) необходимо вычислять с пятью верными деся-
тичными знаками после запятой. В результате суммирования по фор-
муле (9) получим 

20178,145 S . 
в) Предельную погрешность округления суммы выберем равной 

3
3 10

2
1  . 

Округляя значение 45S  до тысячных, получим приближенное 
значение суммы ряда 

202,1S . 
Так как погрешность округления суммы 

300022,0  , 
то суммарная погрешность результата не превышает 

3333 1010
2
110

4
110

4
1    . 

Таким образом, 
001,0202,1 S . 

2.3 Улучшение сходимости числовых рядов 
 Определение. Числовой ряд 

......21  naaa                                             (10) 
сходится медленно, если необходимо взять весьма большое число чле-
нов ряда, чтобы получить его сумму с заданной точностью. 
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 Пример. Пусть необходимо определить сумму ряда 

...1...
2
1

1
1

222 
n

                                  (11) 

с точностью до 610 . 
Решение 

Члены данного ряда представляют собой соответствующие 
значения положительной монотонно убывающей функции 

  2
1
x

xf   . 

Поэтому для оценки n -го остатка ряда можно применить ин-
тегральный признак сходимости 

6
2 101 



  nx
xdR

n
n  . 

Следовательно, заданная точность будет обеспечена, если 
взять сумму не менее одного миллиона членов ряда. 
Для улучшения сходимости числового ряда (13) можно применить 
преобразование Куммера. 
 Преобразование Куммера. Пусть ряд (1) сходится и его сумма рав-

на А . Подберем вспомогательный сходящийся ряд 
 0......21  nn bbbb                       (12) 

сумма которого B  известна, причем такой, что существует предел 

0lim 


q
b
a

n

n
n

 .                                 (13) 

Тогда можно записать 

  













1 11 n n
nnn

n
n bqabqa  

или 

 





1n
nn bqaBqA  .                                   (14) 

Выражение (14) – одна из форм записи преобразования Кум-
мера. 

В частности, при 1q  

 





1n
nn baBA  .                                        (15) 

В общем случае вычисление суммы медленно сходящегося ря-
да (1) заменяется нахождением суммы вспомогательного ряда 
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 





1n
nn bqa  .                                           (16) 

Запишем остаток NR  ряда (16) 

   






















1 11
1

Nn Nn
nnn

n

n

Nn
nnN aa

a
bqbqaR  , 

где  01 
n

n
n a

bq    при   n  в силу условия (13). Поэтому 

ряд (16) сходится быстрее исходного ряда (1). 

Примечания: 
1.  В преобразовании Куммера можно использовать ряды Стирлинга 

       ...,2,1
...21

1

1






m

mnnnnn
, 

суммы которых  mS  известны 
 

!
1
mm

S m


 . 

2. Порядок   бесконечно   малой          





 mn n

Oa 1 ,      определяется 

следующим образом. Если  









c

n

a
m

n
n 1
lim ,  то na  есть бесконечно 

малая порядка не меньше m  относительно 
n
1 . 

Если при этом 0с , то na  - бесконечно малая точно порядка 

m  относительно 
n
1 . 

 Преобразование Стирлинга – Куммера.  Пусть дан знакоположи-
тельный ряд (1), члены которого являются рациональными функ-
циями целочисленной переменной n  

 ...,2,1
...

...
1

10

1
10 










n
nn

nn
a

q
qq

p
pp

n  ,           (17) 

где p  и q  - натуральные числа и 0,0 00  . 
Будем считать, что имеет место неравенство 
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2 pq  . 

Тогда в худшем случае   





 2

1
n

Oan   и ряд с общим членом 

(17) сходится. 
Представим общий член (19) в виде конечной суммы 

           
 m
n

m
n a

mnnnn
A

nnn
A

nn
Aa 










...21
...

211
21  ,(18) 

где mAAA ,...,, 21  - неопределенные коэффициенты; 
 m
na  - остаточный член. 

Будем подбирать коэффициенты  mAAA ,...,, 21  так, чтобы 

  







m
m

n n
Oa 2

1  

 
  nn

annA 


1lim1 , 

     21
1

lim 1
2 













nnn
nn
AaA nn

, 

……..…………………………………………. ,         (19) 

       mnnn
innn

AaA
m

i

i
nnm 










 



...1

...1
lim

1

1

 
 

Запишем вспомогательный ряд (14) в следующем виде 

          















 






 1

21

1 ...1
...

211n

m

n
n mnnn

A
nnn

A
nn
AbB  

 
     

!
...

!22!11
... 212

2
1

1 mm
AAASASASA mm

m 






  .          (20) 

Из (18) и (20) следует, что 

1lim 
 n

n
n b

a  

и сумму исходного ряда можно определить по формуле 
  






1n

m
nn aBaS ,                             (21) 
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в которой сумму ряда B  находим по формуле (20). 

 Пример. Найти сумму ряда 


 


1
2 1
1

n n
S   с точностью до 001,0 . 

Решение. 
Представим общий член ряда в виде конечной суммы (18), 

принимая 2m  

     
 221

2 2111
1

nn a
nnn

A
nn
A

n
a 








   , 

где 
  1

1
1lim 21 





 n

nnA
n

 , 

          1
1

21lim21
1

1
1

1lim 222 






















 n
nnnnn

nnn
A

nn
. 

Тогда 
 

           121
3

21
1

1
1

1
1

22
2














nnnn

n
nnnnnn

an . 

На основании формул (20) и (21) получим 

     


 









1

2 121
3

!22
1

!11
1

n nnnn
nS  .            (22) 

Определим количество членов вспомогательного ряда (22), ко-
торые надо учесть, чтобы найти сумму исходного ряда с заданной точ-
ностью. 

Так как при 3n  

      42
1

121
3

nnnnn
n




  , 

то, применяя интегральный признак сходимости, получим 

      001,0
2
1

3
1

121
3

3
1

42 






  







Nx
xd

nnnn
n

Nn N
N , 

где N  - остаточная погрешность. 
Следовательно, число слагаемых в сумме (22) можно ограни-

чить 10N . 
Допустим, что компьютер работает с числами с фиксирован-

ной точкой с шестью разрядами в мантиссе, отбрасывая все цифры по-
сле шестого разряда. Тогда 
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.489076,1052000,0073000,0107000,0159000,0
241000,0366000,0490000,0333008,0666166,0000250,1

NN

S




Округляя результат до трех знаков после запятой, находим 
076,1S  , 

причем ошибка округления 
3105,0 окр . 

Предельная абсолютная погрешность суммы 
33 109,0

10003
1105,0  


 Nокр . 

Окончательно запишем               3109,0076,1 S . 

3. ОПИСАНИЕ ЛАБОРАТОРНОЙ УСТАНОВКИ 
Лабораторная работа выполняется в дисплейном классе ка-

федры информационных систем. Для ее выполнения требуется опера-
ционная система MS-DOS или Windows-98. 

4. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
     ИССЛЕДОВАНИЙ 
4.1. В соответствии с вариантом задания (таблица 1)  вычис-

лить сумму числового ряда, улучшив его сходимость 







1n
naS ,  где        qpnnn

an 


1 .           510 .    (23) 

Таблица 1 – Варианты заданий 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 
 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 
 1 2 2 2 3 4 4 2 3 3 
 0 1 1 3 1 1 3 1 1 2 
p 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
q 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
№ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
 1 1 1 2 2 2 3 4 1 1 
 1 1 2 1 1 3 1 1 0 0 
 4 4 2 4 4 4 3 4 1 1 
 1 3 1 1 3 1 2 3 0 1 
p 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 
q 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

 

12 

 

Продолжение таблицы 1 
№ 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 
 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
p 2 2 3 2 2 4 4 4 4 4 
q 1 3 1 3 3 1 3 5 1 3 

Вариант задания согласовать с преподавателем. 

5. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ РАСЧЕТОВ 
5.1. Выполните расчеты по п.4.1., применяя преобразование 

Стирлинга - Куммера. Доведите число слагаемых N в сумме преобра-
зованного ряда до  20,10N . 

5.2. Используя интегральный признак сходимости (8), оцените 
скорость сходимости исходного ряда. 

6. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА О ВЫПОЛНЕНИИ 
    ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 
6.1. Название и цель работы. 
6.2. Постановка задачи. 
6.3. Подробное решение поставленной задачи с основными 

промежуточными преобразованиями и подстановкой числовых значе-
ний. 

6.4. Выводы по проделанной работе. 

7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
7.1. Дайте определение сходящегося числового ряда. 
7.2. Сформулируйте необходимое и достаточное условие схо-

димости числового ряда. 
7.3. Перечислите составляющие погрешностей при нахожде-

нии суммы числового ряда. 
7.4. Сформулируйте интегральный признак сходимости знако-

постоянного числового ряда. 
7.5. Какую величину называют бесконечно малой? 
7.6. Дайте определение порядка бесконечно малой величины. 
7.7. Какова основная идея улучшения сходимости числовых 

рядов по методу Куммера. 
7.8. Приведите пример ряда Стирлинга. 
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