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     Глава 4.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ 
      
     4.1  Основные определения о дифференциальных уравнениях  

 
   Дифференциальным  называется уравнение, связывающее независимую 

переменную х, неизвестную функцию y и производные неизвестной функции 
 nyyy ,...,  . 

      Общий вид  дифференциального уравнения: 

                 0,...,,,,  nyyyyxF .                                                  (4.1)  
       Порядком  дифференциального уравнения называется порядок наивысшей 
производной, входящей в уравнение. Например, xyyy  54  - это 

уравнение второго порядка; xy cos  - уравнение третьего порядка. 

      Решением  дифференциального уравнения называется функция  xy  , 
которая, будучи подставлена в уравнение, обращает его в тождество. 
Например, если   xy    - решение уравнения (4.1), то 

        0,...,,,  xxxxF n . 
     Если решение дифференциального уравнения содержит произвольные 
постоянные, оно называется общим решением. Частное решение 
дифференциального уравнения не содержит произвольных постоянных. 

 

     4.2  Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

     Дифференциальное уравнение первого порядка содержит первую 
производную y , общий вид уравнения:    0,, yyxF . 
     Дифференциальное уравнение первого порядка может быть задано в одной 
из двух форм записи. Если уравнение разрешено относительно первой 
производной, то оно имеет вид: 
                                                  ),( yxfy  .                                                   (4.2)     

     Другая форма записи уравнения первого порядка: 
                                    0),(),(  dyyxQdxyxP .                                        (4.3)     

     В зависимости от вида функций ),(),,(),,( yxQyxPyxf  различают 
типы дифференциальных уравнений первого порядка. 
     Решение уравнения 1-го порядка отыскивается путем интегрирования, 
поэтому оно содержит произвольную постоянную С и называется в этом случае 
общим решением. Вид общего решения ),( Cxy  . Если произвольной 
постоянной С задать конкретное числовое значение, то решение, полученное 
из общего, называется частным решением.  
 

54 
     Определение  частного решения из общего с использованием  начальных 
условий называется задачей Коши для данного уравнения (см.  §4.7). 
     Существует несколько типов уравнений первого порядка, решение 
которых можно определить интегрированием. Для этого вначале нужно 
выявить тип уравнения, а затем применить соответствующий данному 
типу метод решения. 
 
     4.3  Уравнения с разделяющимися переменными 
        
     Если в уравнениях (4.2), (4.3) каждую из функций ),( yxf  

),(),,( yxQyxP  можно представить в виде произведения двух функций, 
каждая из которых зависит только от одной переменной x  или y , то такие 
уравнения называют уравнениями с разделяющимися переменными.  
Уравнения могут быть записаны в формах: 

                                        yfxfy 21  ,                                             (4.4) 

                               .0 dyyGxRdxyNxM                           (4.5) 
Умножая уравнения (4.4), (4.5) на подходящее выражение, можно добиться 
разделения переменных  (знаками =, +, -) и решения его путём интегрирования. 
     П р и м е р  4.1   Решить  уравнение  xyy sin . 

Решение 
     Уравнение приводится к виду (4.4) делением обеих частей на y, поэтому это 
уравнение с разделяющимися переменными. Записав производную через 

отношение дифференциалов, разделим переменные: x
dx
dyy sin , 

xdxydy sin . Из равенства дифференциалов следует равенство 
первообразных с точностью до произвольной постоянной. Интегрируем левую 
и правую части равенства. 

                            xdxydy sin ,        xCy cos
2

2
 . 

     Последнее выражение – общее решение уравнения в неявной форме. 
     П р и м е ч а н и е  – общее решение уравнения, полученное в неявном виде, 
называют общим интегралом уравнения.  
     
     4.4  Однородные уравнения 
 
     Функция двух переменных ),( yxf  называется однородной k -го 

измерения относительно своих аргументов, если для любого 0t  
выполняется тождество  

                                  ),(),( yxfttytxf k  .                                            (4.6) 

В частности, при 0k  функция ),( yxf  называется однородной нулевого 
измерения. 
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     Дифференциальное уравнение (4.2) называется однородным, если функция 

),( yxf  - однородная нулевого измерения (для неё выполняется тождество 

),(),( tytxfyxf  ). Уравнение (4.3) называется однородным, если функции 

),(),,( yxQyxP  - однородные одинакового измерения. 
     Решение однородного уравнения определяется в виде uxy  , где u - 
новая неизвестная функция.  При подстановке в уравнения (4.2) и (4.3)  
выражений uxy  , uxuy  , udxxdudy  , эти уравнения 
преобразуются в уравнения с разделяющимися переменными относительно 
новой неизвестной u .   

   П р и м е р  4.2   Решить уравнения: a) 
xy
yxy

22 
 ;  

b) 02)( 22  xydydxyx .            
Решение 

a)  Уравнение вида (4.2). Проверим выполнение тождества (4.6): 

          .,;,
2

2

2222222

xy
yx

yxt
yxt

tytx
tytxtytxf

yx
yxyxf 
















Следовательно,    tytxfyxf ,,  , функция ),( yxf - однородная нулевого 

измерения. Данное уравнение – однородное. Пусть uxuyuxy  , . 

Тогда  ,1,
2222

u
uuxu

xux
xuxuxu 


    

u
x

dx
du

u
xu 1,1

 . 

Получим уравнение с разделяющимися переменными, которое затем решаем:  

,
x
dxudu      ,

x
dxudu   Cxu lnln

2

2
 , xCu ln22  . Переходим к 

переменной y :  ,ln2
2

xC
x
y









   ,ln2 22 xCxy     

xCxy ln2 2 .  

     Последнее выражение – общее решение уравнения. 

b) Уравнение вида (4.3). 22),( yxyxP  , )(),( 222 yxttytxP  ; 

xyyxQ 2),(  ,  )2(),( 2 xyttytxQ  . Таким образом, функции  ),( yxP  и  

),( yxQ  - однородные одного измерения (второго). Следовательно, уравнение 

– однородное. Пусть   uxy  , udxxdudy  .  

     Тогда 0)(2)( 2222  udxxduuxdxxux . Разделим переменные. 
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 du
u
u

x
dx

21
2


 . Интегрируем левую и правую части: Cux  )1ln(ln 2 . 

Переходим к переменной y :  C
x
yx 










 2

2
1lnln . Получили общий 

интеграл заданного дифференциального уравнения.  
 
 
     4.5  Линейные уравнения первого порядка. Уравнения Бернулли 
      
     Линейные уравнения имеют вид: 

                     xfyxpy                                         (4.7) 

Они отличаются от  других  тем,  что y   и y  входят в уравнение в первой 
степени,  не перемножаясь. 
 
     Уравнения  Бернулли имеют вид 

                           nyxfyxpy  ,                                       (4.8) 

где 1,0  nn . 
     Левые части уравнений (4.7) и (4.8) одинаковой структуры, правая часть 
(4.8) содержит множителем n–ю степень неизвестной y. Эти уравнения можно 
решать одним методом, при  котором решение определяется в виде  

)()( xvxuy  , где )(xu  и )(xv  - функции, подлежащие определению.  
Одну из двух новых неизвестных можно выбирать произвольно. Решение 
линейного уравнения рассмотрим на примере. 
     П р и м е р  4.3   Решить уравнение  xyyx sin . 

Решение 
     Разделив уравнение на x, получим уравнение вида (4.7), поэтому оно 
линейное. Пусть  vuvuyvuy  , .  Подставим в уравнение     

xuvvxuvux sin .   Сгруппируем второе и третье слагаемые в левой 
части (можно группировать первое и третье слагаемые) 

  xvvxuvux sin .  Выберем неизвестную v  так, чтобы она была 

решением уравнения 0 vvx . Это уравнение с разделяющимися 
переменными. Решаем его относительно неизвестной v :     

x
v

x
dx

v
dv

x
v

dx
dv

x
vv 1,,,    . При определении v   

примем 0C . Подставим значение v  в уравнение: xu sin , 

xdxdu sin ,   Cxdxu sin , xCu cos . 
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    Окончательно,    
x

xCuvy cos
 . 

      
     4.6  Уравнения в полных дифференциалах 
      
     Уравнение (4.3) называется уравнением в полных дифференциалах,  если 
левая часть уравнения является полным дифференциалом некоторой функции 

),( yxU :  dyyxQdxyxPdU ),(),(  . В этом случае 
x
UyxP



),( , 

y
UyxQ



),( .  Дифференцируем функцию ),( yxP  по переменной y , 

функцию ),( yxQ  по переменной x :  
yx
U

y
P






 2

,  
xy
U

x
Q






 2

. С учетом 

теоремы о равенстве частных смешанных производных (см. §3.2)   

xy
U

yx
U







 22
, получим условие, выполнение которого указывает, что 

уравнение (4.3) является уравнением в полных дифференциалах:  

 .),(),(
x
yxQ

y
yxP







                                        (4.9) 

     Чтобы найти  решение уравнения, определяются интегралы: 

1.    ,),( dxyxP   при consty  ;     2.   ,, dyyxQ   при constx  . 
Произвольные постоянные, зависящие от  x, y ,   опускаются. Затем к 
слагаемым из результата решения интеграла 1 нужно прибавить слагаемые из 
результата решения интеграла 2, зависящие только от y  и эту сумму 
приравнять произвольной постоянной. Полученное выражение – общее 
решение (общий интеграл) уравнения (4.3). 
     П р и м е р  4.4    Решить уравнение  

0)1ln2()( 22  dyyxydxxyx . 
Решение 

     Проверяем выполнение условия (4.9): ;2)( 22 yxyx y        

yyxy x 2)1ln2(  .  Условие (4.9) выполняется, следовательно, данное 
уравнение - в полных дифференциалах. Вычисляем интегралы: 

1)  
23

)(
2

2
3

22 xxyxdxxyx ;   
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2)   yyxydyyxy ln)1ln2( 2 . 

Общее решение:        Cyyxxyx
 ln

23

2
2

3
. 

     П р и м е ч а н и е  -  общее решение можно получить, прибавляя к 
результату 2 интеграла слагаемые из результата 1 интеграла, зависящие 
только от x. 
      
     4.7  Задача Коши для уравнения 1-го порядка 
 
     Задачей Коши для уравнения 1-го порядка называется задача определения 
частного решения уравнения   0,, yyxF  при заданном начальном 

условии .)( 00 yxy   
     П р и м е р   4.5   Решить задачу Коши: 

.1,ln2
e

yxxyyyx ex    

Решение 

     Разделив уравнение на x, получим  xyy
x

y ln1 2 . Это уравнение 

вида (4.8), где n=2, т.е. уравнение Бернулли. Ищем решение в виде 
   xvxuy  . Тогда vuvuy  . Подставим в уравнение 

xvuuv
x

vuvu ln1 22 . Группируем второе и третье слагаемые в 

левой части xvuv
x

vuvu ln)1( 22 . Выбираем  v  так, чтобы 

выражение в скобках равнялось нулю 01
 v

x
v .  Откуда x

v 1
  (см. 

пример 4.3).  Подставим в уравнение  

                       Cdx
x
x

u
dudx

x
x

u
dux

x
u

x
u ln       ,ln       ,ln11

222
2

 

                    .
ln5,0

1         ,
2

ln1
2

2

Cx
uCx

u 
  

     Общее решение .
)ln5,0(

1
2 Cxx

uvy


  
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   Подставляем в общее решение начальное условие: 

.5,0         ,15,0          ,
)ln5,0(

11
2 


 CC

Ceee
  

Частное решение:   .
)5,0ln5,0(

1
2 


xx

y  

      
     4.8   Уравнения высших порядков, допускающие понижение 

порядка 
 
     Все дифференциальные уравнения, порядок которых выше первого, 
считаются уравнениями высших порядков. Некоторые из них можно решить 
интегрированием. В общем случае  для уравнения вида  

   0,...,,,,  nyyyyxF  общее решение содержит n  произвольных 

постоянных:  nCCCxyy ,...,,, 21 .  Частное решение уравнения n - го 
порядка можно получить, если каждой произвольной постоянной задать 
конкретное числовое значение.  
     Чтобы из общего решения выделить одно частное решение, необходимо 
вместе с дифференциальным уравнением задать дополнительные условия. 
Так, если при некотором фиксированном значении независимой переменной 

0x  задать значение неизвестной функции и её производных до  1n - й 
включительно, то такие условия называются начальными.  Задача 
определения частного решения при заданных начальных условиях 

  00 yxy  ,   10 yxy  ,…,    10
1


  n
n yxy  называется задачей Коши. 

     Дополнительные условия могут быть заданы при двух и более различных 
фиксированных значениях независимой переменной. В таком случае задача 
определения частного решения называется краевой задачей.   
      
 
       4.8.1  Уравнения вида     xfy n   
 
     Решение уравнения сводится к повторному интегрированию уравнения n  
раз. При этом общее решение будет содержать n  произвольных постоянных. 

     П р и м е р  4.6   Решить уравнение  xy sin . 
Решение 

     Интегрируем левую и правую части уравнения:  

.cos;sin 11 CxyCxdxdxy    

Интегрируем повторно ещё два раза: 
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.cos

;sin

;sin;cos

322
2

1

321

2121

CxCxCxy

CdxCxdxCxdxdxy

CxCxyCdxCxdxdxy







   
  

 

Последняя формула -  общее решение уравнения.  
           
     4.8.2  Уравнения  2  порядка, не содержащие явным образом 

искомой функции y 
  

     Уравнение вида  ),( yxfy    решается введением новой переменной 

  yxp  . Тогда )(xpy  , и исходное уравнение преобразуется в 

уравнение 1– го порядка относительно неизвестной  xp :   pxfp , .   

Решив это уравнение, получим ),( 1Cxpp  , затем решаем уравнение 

).,( 1Cxpy   

     П р и м е р  4.7    Решить уравнение     434  yxyx . 
Решение 

     Обозначим pypy  , . Подставляя эти обозначения в уравнение, 

получаем линейное уравнение 1-го порядка 434  pxpx .  Пусть 

    vuvupxvxup  , . Подставим в уравнение 1-го порядка: 

.1         ,        ,        ,0

,4)(,4 34344

x
v

x
dx

v
dvv

dx
xdvvvx

vvxuxvuxuvxvuxvux





 

Подставляя 
x

v 1
  в уравнение, находим  u . 

                 ;2,4,41
123

4 C
x

udx
x

du
x

ux   

                ;2;2
3

1
3

1

xx
C

dx
dy

xx
Cuv   

               .1ln2
2213

1 







 C

x
xCdx

xx
Cy  
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        Общее решение .ln 2
2

1 CxxCy  
 

    

     4.8.3 Уравнения 2 – го порядка, не содержащие явным образом 
аргумента x  

 
     Уравнения вида  yyfy  ,  решаются введением новой переменной 

yp  , которая считается функцией переменной y .  

       Тогда   y
dy
dp

dx
dy

dy
dp

dx
dpy  ,    p

dy
dpy  . 

     П р и м е р  4.8  Решить задачу Коши     11,11,2 3  yyyy . 
Решение 

     Пусть p
dy
dpypy  , .  Подставим в уравнение  

,2,2 33 dyypdpyp
dy
dp

  ,
22 1

42
Cyp

  1
4 Cyp  .  

Используем начальные условия для определения 1C : 0,11 11  CC . 

Тогда ,4yy   ,2y
dx
dy

  ,2 dx
y
dy

  2
1 Cx
y

 .  

Подставляя начальные условия, находим 2C :  0,11 22  CC . 

Решение задачи Коши: 
x

y 1
 . 

 
 
     4. 9  Линейные дифференциальные уравнения высших 

порядков 
  
     4.9.1  Основные определения     
 
     Дифференциальное уравнение n  - го порядка, вида  

    )()2(
2

)1(
1

)( xfyayayay n
nnn                      (4.11) 

называется линейным. Коэффициенты naaa ,...,, 21  - функции   
независимой переменной x , или  постоянные числа.  Функция независимой 
переменной  xf  называется правой частью уравнения (4.11). 

62 
     Если правая часть 0)( xf , то уравнение (4.11) называется линейным 
неоднородным дифференциальным уравнением, сокращенно ЛНДУ. Если 

0)( xf , то уравнение  

                   0)2(
2

)1(
1

)(   yayayay n
nnn                    (4.12)  

называется линейным однородным дифференциальным уравнением, 
сокращенно  ЛОДУ.  
     Если в уравнениях (4.11) и (4.12) левые части совпадают, то уравнение 
(4.12) называется ЛОДУ, соответствующим ЛНДУ (4.11). 
     Для линейного уравнения n  - го порядка (однородного или неоднородного) 
задача Коши формулируется следующим образом: определить частное 

решение уравнения )()2(
2

)1(
1

)( xfyayayay n
nnn    , 

удовлетворяющее заданным начальным условиям   00 yxy  ,   10 yxy  , 

  ,20 yxy   …,    10
1


  n
n yxy .  

 
     4.9.2  Свойства решений ЛОДУ 
 
     Теорема 1. Если 1y  и 2y  - решения однородного уравнения (4.12), то 

сумма 21 yy    также решение этого уравнения. 
Доказательство 

     Подставим в уравнение (4.12) сумму 21 yy   и перегруппируем слагаемые 
в левой части уравнения. 

 0)()()( 21
)1(

211
)(

21   yyayyayy n
nn  , 

  )( 1
)1(

11
)(

1 yayay n
nn  0)( 2

)1(
21

)(
2   yayay n

nn  , 

следовательно, 00  , что и требовалось доказать. 
 
     Теорема 2. Если  xy1  - решение уравнения (4.12), constC  , то 

 xyC 1  также решение этого уравнения. 
Доказательство 

     Подставим произведение  xyC 1  в уравнение (4.12). 

  0)()()( 1
)1(

11
)(

1 CyaCyaCy n
nn 

  01
)1(

11
)(

1 CyaCyaCy n
nn 

  0)( 1
)1(

11
)(

1 yayayC n
nn  0000 C , ч.т.д. 
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     Следствие теорем 1 и 2. Если nyyy ,...,, 21  - решения однородного 

линейного уравнения n - го порядка (4.12), nCCC ...,,, 21  произвольные 
постоянные, то выражение 

                  nn yCyCyCy  ...2211                                         (4.13) 
также решение этого уравнения. 
 
     4.9.3 Линейно независимые функции. Определитель Вронского 
 
     Система функций n ,...,, 21 , определенных в интервале  ba; , 
называется линейно независимой в этом интервале, если ни одну из этих 
функций нельзя представить в виде линейной комбинации остальных для всех 
значений    bax ; . 

     С другой стороны, функции n ,...,, 21  линейно зависимы, если 

существуют постоянные n ,...,, 21 , не все равные нулю, такие, что 

для всех значений x  в интервале   ba;  выполняется тождественно 
соотношение 
                                   0...2211  nn . 

(Если не существуют не равные нулю постоянные n ,...,, 21 , такие, 
что выполняется последнее тождество, то функции линейно независимы).  
  
     Для определения линейной зависимости, или линейной независимости 
функций применяется определитель Вронского. 
     Пусть функции      xyxyxy n...,,, 21  имеют непрерывные 

производные до  1n  - го порядка включительно. Определитель, элементы 

которого функции      xyxyxy n...,,, 21  и производные этих функций, 

                          
     11

2
1

1

21

21

...
....

...

...






n
n

nn

n

n

yyy

yyy
yyy

xW                          (4.14) 

называется определителем Вронского этих функций. 
     Определитель Вронского  xW  для функций      xyxyxy n...,,, 21  
обладает следующими свойствами: 
1) определитель   0xW  на интервале );( ba , если функции 

     xyxyxy n...,,, 21  линейно зависимы; 
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2) определитель   0xW  ни в одной точке интервала );( ba , если 

функции      xyxyxy n...,,, 21  линейно независимы на этом 
интервале, 

 
     П р и м е р  4.9  Определить, являются ли линейно независимыми 

функции: a) axax cos,sin ;  b) bxax ee , . 
Решение 

 a) Составим определитель Вронского 

              


 axaaxa
axaaxa
axax

xW 22 cossin
sincos

cossin
 

  0cossin 22  aaxaxa . Определитель Вронского не 
превращается в ноль ни в одной точке числовой оси, следовательно, функции   

axax cos,sin  линейно независимые при   ;x . 

     b) Для функций bxax ee ,  определитель Вронского имеет вид: 

   bxax

bxax

beae
eexW  ,           xbaxbaxba eabeaebxW   . 

Показательная функция    0 xbae  ни в одной точке числовой оси. Поэтому, 

при ba  , функции bxax ee ,  линейно зависимые; при ba   функции 
bxax ee ,  линейно независимые при   ;x . Можно показать, что 

система функций cxbxax eee ...,,,  линейно независима, если все 
коэффициенты в показателях функций - различные.  
 

     4.10  Структура общего решения линейного однородного 
уравнения 

 
     Любая система n  линейно независимых частных решений линейного 
однородного уравнения n  - го порядка называется фундаментальной 
системой. 
     Доказано, что для всякого линейного однородного дифференциального 
уравнения существует фундаментальная система решений.  
     Теорема существования и единственности решения дифференциального 
уравнения n  - го порядка, говорит о том, что при определенных условиях 
решение уравнения, содержащее n  произвольных постоянных, является 
общим решением уравнения, если для произвольно заданных  начальных 
условий из него можно получить однозначно определенное  частное решение. 
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 Поэтому, если мы докажем, что в формуле (4.13), где nyyy ,...,, 21  - 
фундаментальная система решений уравнения (4.12), произвольные 
постоянные nCCC ...,,, 21  определяются однозначно при произвольно 

заданных начальных условиях   00 yxy  ,   10 yxy  ,   ,20 yxy   …, 

   10
1


  n
n yxy , то  тем самым докажем, что (4.13) – общее решение 

линейного однородного дифференциального уравнения (4.12). 
     Теорема.  Если nyyy ,...,, 21  образуют фундаментальную систему 
решений однородного линейного уравнения 

0)2(
2

)1(
1

)(   yayayay n
nnn  ,           (4.15) 

 то общее решение уравнения дается формулой  

nn yCyCyCy  ...2211 .                                    (4.16) 
Доказательство 

     Ранее, в §4.9.2 показано, что выражение (4.16) – решение уравнения (4.15). 
Покажем, что это решение – общее решение уравнения. Для этого к уравнению 
(4.15) зададим произвольно начальные условия:    

  00 yxy  ,   10 yxy  ,   ,20 yxy   …,    10
1


  n
n yxy .        (4.17) 

Для определения значений постоянных nCCC ...,,, 21  решение (4.16) 

продифференцируем  1n  раз и подставим 0xx  . Получим систему 
линейных алгебраических уравнений: 

       
       

        ....
.............

;...
;...

0
1

0
1

110
1

00220110

00220110

xyCxyCxy

xyCxyCxyCxy
xyCxyCxyCxy

n
nn

nn

nn

nn

 




 

С учетом обозначений (4.17) последнюю систему запишем в виде 
     
     

         ....
.............

;...
;...

10
1

0
1

220
1

11

10022011

00022011


 




n
n
nn

nn

nn

nn

yxyCxyCxyC

yxyCxyCxyC
yxyCxyCxyC

         (4.18) 

Определитель   системы (4.18) – определитель Вронского системы линейно 
независимых функций, записанный при 0xx  , следовательно, 0 . По 
правилу Крамера система имеет единственное решение, зависящее от 
заданных начальных условий (4.17). Таким образом, формула (4.16) – 
структура общего решения линейного однородного уравнения n  - го 
порядка. 
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   П р и м е ч а н и е  – теорема справедлива для произвольных ЛОДУ, как с 
постоянными, так и с переменными коэффициентами. 
 
     П р и м е р  4.10   Уравнение 0 yy  имеет два частных решения 

xey 1 и xey 2 , что легко проверить подстановкой. В примере 4.9  
доказано, что такие решения линейно независимы. Они образуют 
фундаментальную систему заданного дифференциального уравнения. Общее 

решение уравнения: xx eCeCy  21 . 
 

     4.11 ЛОДУ с постоянными коэффициентами. 
Характеристическое уравнение 

 
     Если ЛОДУ имеет переменные коэффициенты, фундаментальную систему 
решений найти чрезвычайно сложно. Но если коэффициенты уравнения все 
постоянные числа, имеется единый метод определения фундаментальной 
системы, независимый от порядка дифференциального уравнения.  
     Пусть задано ЛОДУ с постоянными коэффициентами 

0)2(
2

)1(
1

)(   yayayay n
nnn  .             (4.19) 

Чтобы некоторая функция являлась решением этого уравнения и превращала 
его в тождество 00  , она должна быть подобна своим производным. 

Например, такой функцией является показательная функция kxe ,  подобная 
всем своим производным.  

     Предположим, что решением уравнения (4.19) является функция kxey  . 
Подставим её уравнение, для чего определим производные до n  - ой 
включительно. 

kxey  , kxkey  , kxeky 2 , …,   kxnn eky                                 (4.20) 
При подстановке (4.20) в уравнение (4.19) получим: 

02
2

1
1   kx

n
kxnkxnkxn eaekaekaek  , 

                   0)( 2
2

1
1  

n
nnnkx akakake  . 

Так как 0kxe , то  

02
2

1
1  

n
nnn akakak  .                           (4.21) 

Уравнение (4.21) – линейное алгебраическое уравнение  n  -го порядка. Оно 

имеет n  решений  nkkk ,...,, 21  (см. §1.5).  
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Подставляя эти решения коэффициентом в показатель экспоненты, получим n  

частных решений ЛОДУ (4.19):  xkey 1
1  ,  xkey 2

2  ,…, xk
n

ney  . 
     Уравнение (4.21) называется характеристическим уравнением. 
     Таким образом, чтобы найти частные решения линейного однородного 
уравнения с постоянными коэффициентами, нужно составить для него 
характеристическое уравнение и решить его. 
     Характеристическое уравнение составляется по следующему правилу: 
сохраняя  коэффициенты ЛОДУ naaa ,...,, 21 , нужно заменить функцию y  

единицей, а все её  производные – соответствующими степенями k . 
     Если все корни характеристического уравнения – действительные и 

различные, то частные решения ЛОДУ   xkey 1
1  ,  xkey 2

2  ,…, xk
n

ney   
линейно независимы и составляют фундаментальную систему решений. Можно 
записать общее решение дифференциального уравнения по формуле (4.16): 

xk
n

xkxk neCeCeCy  ...21
21 . 

 
     П р и м е р  4. 11  Найти общее решение уравнения 034  yyy . 

Решение 
     Составляем для заданного ЛОДУ характеристическое уравнение. 

0342  kk . Находим корни квадратного уравнения. 

3;1123422,1 k . 
Различным и действительным корням характеристического уравнения 
соответствуют два частных линейно независимых решения 

дифференциального уравнения, xey  1
1  и xey 3

2  . Составляем общее 
решение уравнение по формуле (4.16): 

xx eCeCy 3
21  . 

 

 4.12  Случай комплексных корней характеристического уравнения 
 
     Характеристическое уравнение – алгебраическое уравнение с 
действительными коэффициентами, оно может иметь комплексные корни, 
которые присутствуют попарно сопряженными.  
     Пусть корнями характеристического уравнения  

                      02
2

1
1  

n
nnn akakak   

являются  ik 1  и  ik 2 . Тогда решения ЛОДУ 

           0)2(
2

)1(
1

)(   yayayay n
nnn   
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 имеют вид    xiey 1  и  xiey 2 . С учетом формулы Эйлера 
решения можно записать в алгебраической форме 

  xiexexixeeey xxxxix   sincossincos1  ; 

  xiexexixeeey xxxxix   sincossincos2   . 

Обозначим xeu x  cos ,  xev x  sin . Тогда ivuy 1 . Подставим 

решение 1y  в ЛОДУ: 

                  0)1(
1

)(   ivuaivuaivu n
nn  . 

Раскроем скобки и перегруппируем слагаемые: 

  )( )2(
2

)1(
1

)( uauauau n
nnn   

                  0)( )2(
2

)1(
1

)(   vavavavi n
nnn   

Комплексная функция в левой части последнего выражения равна нулю в том 
случае, когда её действительная и мнимая части равны нулю: 

        0)2(
2

)1(
1

)(   uauauau n
nnn  ; 

        0)2(
2

)1(
1

)(   vavavav n
nnn  . 

Следовательно, функции  xeu x  cos  и xev x  sin , каждая в 
отдельности – решения ЛОДУ.  
     К такому же выводу придем, если в ЛОДУ подставим второе решение 2y . 
     В ы в о д :  паре комплексных сопряженных корней характеристического 
уравнения   ik 1  и  ik 2  соответствуют два частных решения 

линейного однородного уравнения   xeu x  cos  и xev x  sin . С 

помощью определителя Вронского легко убедится, что  xu  и  xv  - линейно 
независимые функции. 
 

     4.13 Случай кратных действительных корней 
характеристического уравнения 

 
     Для простоты изложения рассмотрим ЛОДУ второго порядка 
                                   0 cyyby , 
характеристическое уравнение которого 

                                    02  cbkk  
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 имеет два одинаковых  действительных корня kkk  21 . Одному корню 

соответствует частное решение kxey 1 . Такое же решения для второго 
корня линейно зависимо от первого. Будем искать второе частное решение, 

линейно независимое от первого, в виде   kxexuy 2 , где  xu   - 

неизвестная пока функция. Продифференцируем дважды 2y  и подставим его 
в ЛОДУ.  

    kxkx exkuexuy 2 ,  )2( 2
2 ukukuey kx  ; 

0)()2( 2  ucekuubeukukue kxkxkx ; 

0))()2(( 2  ucbkkubkuekx . 

В последнем уравнении 0)( 2  cbkk , так как k  - корень 

характеристического уравнения; 0)2(  bk , т.к. 
221
bkkk  . 

 Чтобы решить уравнение 0uekx , решаем  0u , интегрируя дважды. 
Au  , BAxu  . В частности можно положить 1A , 0B . Тогда 
xu  . 

     В ы в о д : двум одинаковым корням характеристического уравнения 
kkk  21  соответствуют два линейно независимых частных решения 

kxey 1  и kxexy 2 . 
 

     4.14   Фундаментальная система решений ЛОДУ с постоянными 
коэффициентами 

      
     Обобщаем  результаты §§4.11-4.13. Если дано ЛОДУ n - го порядка, нужно 
составить и решить характеристическое уравнение. При этом: 
1) каждому простому действительному корню ik  соответствует частное 

решение вида xkie ; 
2) действительному корню кратности m , mkkk  ...21 , соответствует 

m  частных решений вида kxmkxkx exxee 1...,,, ; 

3) простой паре комплексных сопряженных корней  ik 1  и 

 ik 2  соответствует пара частных решений  xe x  cos  и 

xe x  sin ; 

70 
4)   паре комплексных сопряженных корней  ik 1  и  ik 2  
кратности m  соответствует m  пар частных, линейно независимых решений    

xe x  cos ,  xe x  sin ;   xxe x  cos , xxe x  sin ; . . .; xex xm  cos1 , 

xex xm  sin1 . 
 
     Таким образом, вся сложность определения общего решения однородного 
уравнения заключается в определении корней характеристического уравнения. 
Решить «вручную» произвольное алгебраическое уравнение 3–го и выше 
порядков непросто. В таких случаях следует применять вычислительную 
технику.    
 
     П р и м е р  4. 12   Определить общее решение дифференциального 
уравнения 

060022011813130108  yyyyyyyy IIIIVVVIVII . 
Решение 

     Запишем характеристическое уравнение ЛОДУ седьмого порядка: 

060022011813130108 234567  kkkkkkk . 
Корни алгебраического уравнения 7-го порядка определяем в пакете Mat LAB. 
     Вначале задаются коэффициенты полинома, затем вызывается оператор 
roots, который определяет нули полинома. Команда disp выводит результаты 
на экран [4]. 

 600,220,118,131,30,10,8,1  P  

  Prootsdisp  

       0000.6  
       i0000.20000.1   
       i0000.20000.1   
       i0000.10000.2   
       i0000.10000.2   
          0000.2  
          0000.2  
     Характеристическое уравнение имеет один простой действительный корень 
–6, два одинаковых действительных корня 2, две различные пары комплексных 
сопряженных корней. Общее решение дифференциального уравнения 
запишем в виде: 

     xCxCexCxCeeCy xxx sincos2sin2cos 54
2

32
6

1  

        76
2 xCCe x  . 

 
     На практике чаще всего приходится решать уравнения 2-го порядка, поэтому 
ниже приведена таблица общих решений ЛОДУ 2-го порядка. 
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Таблица 3 -   Общее решение ЛОДУ второго порядка 

 
Корни характеристического                               

уравнения 
 

 
Общее решение ЛОДУ 

1   21 kk  корни  
      действительные 

xkxk eCeCy 21
21   

2  21 kk   корни 
    действительные 

)( 21
1 xCCey xk   

3  ik  2,1  корни 
    комплексные 

)sincos( 21 xCxCey x    

4  ik 2,1  корни мнимые xCxCy  sincos 21   

 
     П р и м е р  4.13   a)  Найти общее решение уравнения  .06  yyy  

b) Найти частный интеграл уравнения 02  yyy , удовлетворяющий 

начальным условиям         .10,10  yy  
Решение 

a) По указанному правилу составляем характеристическое уравнение   

062  kk . Его корни ,2,3 21  kk  что соответствует  пункту 1 

таблицы 3 общих решений. Общее решение  .2
2

3
1

xx eCeCy  
 

b)  Корни характеристического уравнения 0122  kk  действительные, 

кратные 121  kk . Согласно пункту 2 таблицы 3 общее решение 

 xCCey x
21  . Производная общего решения имеет вид:      

)( 221 xCCCy ex  . Согласно начальным условиям, при x=0 функция 
у=1, её производная  равна -1: 

 
  























.2
,1

,1
,1

,10
,10

2

1

21

1

221
0

21
0

C
C

CC
C

CCC
CC

e
e

 

Запишем частное решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

                                              xey x 21 . 
 

- Сынок, будешь хорошо учиться, купим тебе 
компьютер. 
- А если плохо? 
- Купим пианино. 
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     4.15  Структура общего решения линейного неоднородного   
дифференциального уравнения 

 
     Как указано в §4.9,  уравнение вида  

                     )()2(
2

)1(
1

)( xfyayayay n
nnn              (4.22) 

называется линейным неоднородным дифференциальным, сокращенно ЛНДУ.  
      
     Теорема 1.  Если y  некоторое решение однородного уравнения  

                   0)2(
2

)1(
1

)(   yayayay n
nnn  ,                 (4.23) 

 
соответствующего неоднородному уравнению (4.22),  Y  - частное решение 
неоднородного уравнения, то сумма  Yy   также является решением 
неоднородного уравнения. 

Доказательство 
     Подставим сумму  решений Yy   в неоднородное уравнение. 

 )()()()()( )2(
2

)1(
1

)( xfYyaYyaYyaYy n
nnn    , 

  )( )2(
2

)1(
1

)( yayayay n
nnn   

     )()( )2(
2

)1(
1

)( xfYaYaYaY n
nnn    , 

          )(0 xfxf  ,      )(xfxf  , что требовалось доказать. 
 
     Следствие теоремы 1.  Если y  - общее решение ЛОДУ (4.23), Y  - 

некоторое частное решение ЛНДУ (4.22), то сумма Yy   - общее решение 
неоднородного уравнения. Последнее утверждение можно доказать, подобно 
теореме из §4.10. 
     В ы в о д : общее решение неоднородного линейного уравнения есть сумма 
общего решения y  однородного уравнения, соответствующего данному 

неоднородному, и частного решения неоднородного уравнения Y .  С учетом             
формулы (4.16) общее решение ЛНДУ имеет вид: 

                     YyCyCyCYyy nn  ...2211 .                      (4.24) 
     Формула (4.24) определяет структуру общего решения ЛНДУ. 
 
     Теорема 2.   Если правая часть уравнения (4.22) является суммой функций 
     xfxfxf 21  , то частное решение уравнения  

     xfxfyayayay n
nnn

21
)2(

2
)1(

1
)( )(     
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есть сумма 21 YYY  , где 1Y  - частное решение уравнения  

)(1
)1(

1
)( xfyayay n

nn    , а решение 2Y  определяется для 

уравнения  xfyayay n
nn

2
)1(

1
)(    . 

Доказательство 
     Подставим сумму частных решений 21 YY   в уравнение 

  )( 1
)1(

11
)(

1 YaYaY n
nn  . 

                   xfxfYaYaY n
nn

212
)1(

21
)(

2 )()(    , 

     xfxfxfxf 2121 )(  , что требовалось доказать. 
 

     4.16  Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных  
 
     Докажем, что можно интегрированием определить частное решение Y  
ЛНДУ, если найдена фундаментальная система решений соответствующего 
ЛОДУ.  Доказательство проведем на примере ЛНДУ второго порядка 
                             xfqyypy  .                                                       (4.25) 

     Пусть найдена фундаментальная система решений    xyxy 21 ,  
соответствующего однородного уравнения. Тогда общее решение однородного 
уравнения записывается в виде  
                                  2211 yCyCy  . 

Теперь, вместо произвольных постоянных 21,CC  подставим неизвестные 

функции    xCxC 21 , , и в виде  

                                      xyxCxyxCy 2211                                       (4.26) 
определяем общее решение неоднородного уравнения (4.25). Поскольку 
введены две неизвестных функции, при определении решения мы можем 
поставить одно дополнительное условие на    xCxC 21 , .  
     Чтобы подставить решение (4.26) в уравнение (4.25), решение 
дифференцируем. 

                   xyxCxyxCxyxCxyxCy  22221111 . 
Вводим дополнительное условие:  

                                             02211  xyxCxyxC .                             (4.27) 
Тогда  

                                               xyxCxyxCy  2211 .                        (4.28) 
Выражение (4.28) дифференцируем снова:  
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               xyxCxyxCxyxCxyxCy  22221111 .   (4.29) 
Подставим выражения (4.26), (4.28), (4.29) в уравнение (4.25). 


22221111 yCyCyCyC  )( 2211 yCyCp  

                                                                              xfyCyCq  )( 2211  
 

     xfyCyCqypyyCqypyyC  221122221111 , 
Выражения в скобках равны тождественно нулю, поэтому,  

                                   xfyCyC 
2211 .                                             (4.30) 

Уравнения (4.27) и (4.30) вместе составляют систему линейных алгебраических 

уравнений относительно неизвестных    xCxC 
21 , : 

                                        
 








.
,0

2211

2211

xfyCyC
yCyC

                                    (4.31) 

     Система (4.31) по правилу Крамера имеет единственное решение, так как её 
определитель – определить Вронского для двух линейно независимых 
функций, он не равен нулю: 

                                        0
21

21 
yy
yy

W . 

Определив    xCxC 
21 , , путем интегрирования найдем    xCxC 21 ,  и 

общее решение ЛНДУ (4.25).  
 

     П р и м е р  4.14   Определить общее решение уравнения  
x

yy
cos

1
 . 

Решение 
     Однородное уравнение, соответствующее данному неоднородному, имеет 

вид: 0 yy . Характеристическое уравнение 012 k . Корни 

характеристического уравнения мнимые ik 2,1 . Паре корней соответствует 

фундаментальная система решений xy cos1  , xy sin2  . Составляем 
систему (4.31). 

 










.
cos

1cossin

,0sincos

21

21

x
xCxC

xCxC
  1

cossin
sincos





xx
xx

. 
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Вспомогательные определители: x
xx
x

tg
coscos1
sin0

1  , 

1
cos1sin
0cos

2 



xx

x
;    xC tg1

1 



 ;    12
2 




C . 

  AxAxdxxC   coslntg1 ;      BxBdxxC2 . 

Здесь BA,  - произвольные постоянные. Запишем общее решение уравнения 
по формуле (4.26): 

       xyxCxyxCy 2211      xBxxAx sincoscosln  ,  

             )sincoscos(ln)sincos( xxxxxBxAy  . 

     Выражение в первых скобках – общее решение ЛОДУ, во вторых скобках – 
частное решение ЛНДУ, зависящее от правой части. 
     П р и м еч а н и е  – метод вариации произвольных постоянных справедлив 
для любых линейных неоднородных уравнений.    
 

     4.17  Неоднородные линейные уравнения со специальной 
правой частью 

  
     Если неоднородное линейное уравнение имеет правую часть  xf  

определенного вида, рассматриваемого ниже, то частное решение Y  можно 
определить, не прибегая к методу интегрирования. Рассматривается два вида 
правой части, которые называются специальными.  
 
     1)   Правая часть вида 

              ),()( xPexf x                                      (4.32) 

где  xP  – многочлен степени m. 
 Частное решение нужно искать в виде 

    ,01
1

1
rm

m
m

m
x xAxAxAxAeY  

 
     (4.33) 

где неизвестные заранее коэффициенты 0,, AAm   определяются методом 
неопределенных коэффициентов, показатель r  равен количеству корней 
характеристического уравнения, равных коэффициенту в показателе 
экспоненты. 
      
     2)  Правая часть вида 

   ,sin)(cos)()( xxQxxPexf x             
(4.34) 

76 
где     xQxP , – многочлены по степеням x . 
 Частное решение нужно искать в виде 

           rx xxxBxxAeY   sin)(cos)( .        (4.35) 

При этом многочлены  xA  и  xB  должны быть одинаковой степени, 

большей из степеней многочленов  xP  и  xQ . Показатель r  равен 
количеству пар комплексных сопряженных корней характеристического 
уравнения, у которых действительная часть совпадает с коэффициентом в 
показателе экспоненты  , а мнимая – с коэффициентом  . 

     Многочлены  xP  и  xQ  в формулах (4.32) и (4.34) могут не содержать 
некоторых степеней x . Частное решение (4.33) и (4.35) должно содержать 
многочлены той же степени  со всеми коэффициентами.  
     Наличие в правой части (4.32) многочлена без экспоненты говорит о том, 
что показатель у экспоненты равен нулю, и для определения числа r  в 
формуле (4.33) проверяют наличие нулевых корней характеристического 
уравнения. 
     Правая часть (4.34) может содержать только одну из функций xsin  или 

xcos , но частное решение (4.35) должно записываться с обеими этими 
функциями. 
     Если правая часть уравнения (4.22) не имеет вид формул (4.32), (4.34) или 
их суммы, то для определения частного решения ЛНДУ применяется метод 
вариации произвольных постоянных, изученный в §4.16.. 
     Если правая часть ЛНДУ является суммой нескольких функций 

),()()()( 21 xfxfxfxf k   причем каждая из слагаемых )(xfi  

 ki ,...,2,1  имеет вид формул (4.32), (4.34) или же не подходит под эти 
формулы, то частное решение уравнения (4.22) – сумма частных  решений     

,21 kYYYY    причём каждое слагаемое iY  определяется 
одним из перечисленных выше  методов. 
     Коэффициенты многочленов  xA  и  xB  определяются методом 
неопределенных коэффициентов. 
      Метод неопределенных коэффициентов основан на том, что любое 
решение дифференциального уравнения превращает его в тождество. Если 
решение Y  подставить в данное ЛНДУ, уравнение превратится в тождество, в 
котором при одинаковых  функциях  левой и правой части должны стоять 
одинаковые коэффициенты. Приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях x  или других функциях, получаем систему уравнений относительно 

неизвестных коэффициентов в многочленах  xA  и  xB  из формул (4.33), 
(4.35). 
     П р и м е р  4.15   Найти общее решение ЛНДУ: 

1.  )1(6  xeyyy x
;    2. xexxyy x cossin 2 . 
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Решение 

     1. Вначале определяется  общее решение соответствующего ЛОДУ (см. 

пример  4.13а): 
xx eCeCy 2

2
3

1  
. Далее находим частное решение 

ЛНДУ. Коэффициент в показателе экспоненты в правой части не равен корню 

характеристического уравнения, следовательно,    ).( BAxeY x   Для 
нахождения неизвестных A, B применяем метод неопределенных 
коэффициентов. 
 Подставим Y  в заданное уравнение. Для этого нужно найти Y  , Y  . 

               
).2()(

),()(

BAAxeAeBAAxeY

BAAxeAeBAxeY
xxx

xxx




 

Подставляя  Y , Y  , Y   в уравнение, получаем 

)1()(6)()2(  xeBAxeBAAxeBAAxe xxxx . 

     Разделим тождество на 
xe , а затем  приравняем коэффициенты при 

одинаковых степенях x : 

,1434  xBAAx  .
16
1,

4
1

,143
,14









BA

BA
A

 

Следовательно, искомое общее решение записывается как 

                .
416

12
2

3
1 






   xeeCeCYyy xxx

 

2.  Вначале определяем общее решение соответствующего ЛОДУ. 

Характеристическое уравнение 012 k  имеет  мнимые корни, поэтому 
(таблица 3, пункт 4) 

.sincos 21 xCxCy   

Частное решение ЛНДУ определяем в виде суммы  21 YYY   где 1Y  
определяется из уравнения  

                                   ,sin xxyy                                                              () 

а 2Y  определяется из уравнения 

xeyy x cos2 .                                                           () 
В уравнениях () и () правая часть имеет вид (4.34) . Для частного решения 

1Y  показатель 1r , так как нулевая действительная часть корня 
характеристического уравнения совпадает с нулевым коэффициентом 
показателя экспоненты правой части (экспонента в записи отсутствует),  
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мнимая часть корня равна коэффициенту в аргументе xsin . С учетом 
примечаний,  запишем: 
  ,)cos)(sin)((1 xxdcxxbaxY   

  ,cos))2((sin))2(( 22
1 xdxcbaxxbxdacxY   

   xdaxcbaxY sin)22)4(( 2
1  

      .cos)22)4(( 2 xcbxdacx   

Подставим 
11, YY  в уравнение (), тогда после преобразования получим: 

      .sincos)22(cos4sin)22(sin4 xxxcbxaxxdaxcx 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях в левой и правой 
частях тождества, получаем систему уравнений: 


















































.cos
4

sin
4
1

,0
,0

,
4
1

,
4
1

,022
,04

,022
,14

1 xxxxY

d
a

b

c

cb
a
da
c

 

Запишем 2Y  и определим коэффициенты (r=0): 

                     ),sincos(2
2 xBxAeY x    

).sin)34(cos)43((

),sin)2(cos)2((
2

2

2
2

xBAxBAeY

xBAxABeY
x

x








 

Подставим 
22 , YY  в уравнение (), и разделим на 

xe 2
: 

                            

.sin
8
1cos

8
1

,
8
1,

8
1

,044
,144

,cossin)44(cos)44(

2
2 






 











 xxeY

BA
ba
ba

xxBAxBA

x

 

Искомое общее решение ЛНДУ запишется в виде:  21 YYyy  







 






   xxexxxxxCxC x sin

8
1cos

8
1cos

4
sin

4
1sincos 2

21 . 
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     4.18  Системы дифференциальных уравнений 
 
       4.18.1 Канонические и нормальные системы      
 
     При решении многих задач требуется найти функции  xy1 ,  xy2 , …, 

 xyn , которые удовлетворяют некоторой системе дифференциальных 
уравнений. Порядок уравнений, входящих в систему может быть любой. 
     Система дифференциальных уравнений, разрешенная относительно 
старших производных, называется канонической системой. Она имеет вид: 

                          

 

 

 

















,...).,,...,,,(
..............................

,...),,,...,,,(
,...),,,...,,,(

11

1122

1111
2

1

nnn
k

n

nn
k

nn
k

yyyyxfy

yyyyxfy
yyyyxfy

n

 

     Порядком системы называется число nkkkp  ...21 . 
 
     Система дифференциальных уравнений первого порядка вида  

          nkk yyyxfy ,...,,, 21 ,   nk ...,,2,1 , 

где x  - независимая переменная, nyyy ...,,, 21  - неизвестные функции  от x , 
называется нормальной системой. 
     Число n  называется порядком нормальной системы. 
 
     4.18.2  Преобразование уравнения в нормальную систему      
  
     Любую каноническую систему можно привести к эквивалентной (имеющей 
такое же решение) нормальной системе. 
     Любое линейное неоднородное дифференциальное уравнение n -го 
порядка можно представить нормальной системой n  уравнений, если ввести 

новые неизвестные функции (всего   1n  функций). Метод преобразования 
уравнения в нормальную систему покажем на примере уравнения 3-го порядка.  
     Пусть задано уравнение   xfcyybyay   и начальные 

условия   00 yxy  ,    10 yxy  ,    20 yxy  . 

     Введем обозначения:   1yxy  ,   21 yyy  ,   32 yyy  . 

Запишем уравнение с учетом обозначений:  xfcybyayy  1233 , 

откуда  xfcybyayy  1233 . Получили три уравнения 1-го 
порядка, которые запишем нормальной системой:  
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 












.
,
,

1213

32

21

xfaybycyy
yy
yy

  

Начальные условия к полученной нормальной системе имеют вид:  
                   001 yxy  ,    102 yxy  ,    203 yxy  .  
 
     П р и м еч а н и е  – важно иметь возможность преобразовать каноническую 
систему или одно уравнение высшего порядка в нормальную систему, так как 
численные методы решения дифференциальных уравнений применимы лишь 
для нормальных систем уравнений.  
 
     4.18.3  Линейные системы дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами 
  
     Система уравнений вида 

            

),(

),(

),(

2211

22222121
2

11212111
1

xfyayaya
dx
dy

xfyayaya
dx
dy

xfyayaya
dx
dy

nnnnnn
n

nn

nn















                        (4.36) 

называется линейной неоднородной системой дифференциальных уравнений 
в нормальном виде.  
     Здесь nyy ,,1   – неизвестные функции, ),,2,1,( njiaij   – 

коэффициенты,  )(,),(1 xfxf n  – заданные функции независимой 
переменной x  (правые части  уравнений системы). 
     Неоднородной системе (4.36) соответствует однородная линейная система 
дифференциальных уравнений: 

                           

.

,

,

2211

2222121
2

1212111
1

nnnnn
n

nn

nn

yayaya
dx
dy

yayaya
dx
dy

yayaya
dx
dy















                                (4.37)                           

     Как однородные, так и неоднородные системы дифференциальных 
уравнений можно решать путём преобразования их к одному 
дифференциальному уравнению. Другой метод решения - метод Эйлера 
рассмотрен в учебном пособии [2]. 
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    5.8  Криволинейный интеграл первого рода 
      
     Пусть на плоскости x0y расположена кривая MN, гладкая  (касательная к 
кривой непрерывно изменяется вдоль кривой) или кусочно-гладкая 

(составленная из гладких участков). Функция  yxfz ,  определена и 
ограничена на кривой MN. Составляется интегральная сумма       

                                             ,,
1

i
n

i
ii lyxf 


                                          (5.22) 

где n - число частичных кривых, на которые разделена кривая MN;  ii yx ,  - 

некоторая точка, взятая на i -ой частичной кривой; il - длина i -ой частичной 

кривой, ni ,...,2,1 .      
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      Предел интегральной суммы (5.22) при условии, что все  длины 

)(0  nli , называется криволинейным интегралом первого рода от 

функции  ),( yxf  по кривой MN и обозначается как 

                                           
MN

dlyxf ,),(                                                        (5.23) 

где MN- линия интегрирования; dl - дифференциал длины дуги.  
 
     Другое название интеграла (5.23) – криволинейный интеграл от функции 

),( yxf  по длине дуги MN.  
     Кривая MN может быть замкнутой линией L. Для обозначения 
криволинейного интеграла в этом случае используют символ    

L
. 

     5. 9   Основные свойства и приложения криволинейного 
интеграла  первого рода 

 
1.  Линейные свойства: 
       
MN MN MN

dlyxfCdlyxfCdlyxfCyxfC ),(),(),(),( 22112211 . 

2.  Если линия L  состоит из частей  21, LL , то  

                      
L L L

dlyxfdlyxfdlyxf
1 2

),(),(),( . 

3.  При изменении направления интегрирования криволинейный интеграл не 
изменяет своего значения, т.е. если под MN и  NM понимать 
разнонаправленные линии, то 
                                  

MN NM
dlyxfdlyxf ),(),( . 

     Это свойство характерно только для криволинейного интеграла 1-го рода, 
ввиду того, что 0dl  при любом движении вдоль кривой MN.  
     С помощью криволинейных интегралов 1-го рода можно вычислять 
следующие геометрические и физические величины: 
1) длина кривой MN 

;
MN
dll                                                               (5.24) 

2) если кривая MN - материальная с распределённой плотностью ),( yx , то  

     а) масса кривой                     
MN

dlyxm ),( ;                                       (5.25) 

     б) координаты центра тяжести кривой 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://
http://www.nov


98 
 

 
MN

mc ydlxxx ,(1  ,   
MN

mc ydlxyy ,(1                             (5.26) 

в) моменты инерции кривой относительно осей координат и начала  
          координат 


MN

x dlyxyI ),(2 ;  
MN

y dlyxxI ),(2 ;  yxO III  .    (5.27) 

     5.10  Вычисление криволинейных интегралов 1-го рода 
 
     Чтобы вычислить криволинейный интеграл 1-го рода, его нужно 
преобразовать в определённый интеграл с помощью уравнения кривой 
интегрирования, при этом: 
    1) если кривая MN задана уравнением  )()( bxaxy   , то  

            dxxdl 2))((1   , 

dxxxxfdlyxf
b

aMN
  2))((1))(,(),(  ;            (5.28) 

   2)  если кривая  MN задана уравнением )()( dycyx   , то 

dyyyyfdlyxf
d

cMN
  2))((1)),((),(  ;            (5.29) 

   3)  если кривая задана параметрическими уравнениями )(txx  , )(tyy  , 

)(   t , то  

dttytxtytxfdlyxf
MN

 




22 ))(())(())(),((),( ;         (5.30) 

   4)  если кривая задана в полярных координатах   )(rr    )( 21   , 
то 

 



drrrrfdlyxf

MN
 
2

1

22 ))(()()sin,cos(),( ;       (5.31) 

   5)  если криволинейный интеграл задан на пространственной кривой MN  
    и подынтегральная функция зависит от трёх переменных ),,( zyxf , то, 

задавая кривую параметрическими уравнениями )(txx  , )(tyy  ,      

)()(   ttzz ,        вычисление производим по формуле 
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dttztytxtztytxfdlzyxf
MN

 




222 ))(())(())(())(),(),((),,( .(5.32) 

 
    П р и м е р   5.4  Вычислить криволинейный интеграл первого рода 

a)      ;1;2,0;1,1:, NMxyMNdlyx
MN

  

b)   .
4

0,cos4,sin4:,22 
 ttytxLdlxy

L
 

Решение 
 a)  Судя по уравнению кривой интегрирования, интеграл нужно вычислять по 

формуле (5.28): dxdxxdl 211))1((1 2  . 

      
MN

dxdxxxdlyx
2

1

2

1
.222)1()(  

   
b) В этом пункте кривая задана параметрическими уравнениями, поэтому 
интеграл вычисляем по формуле (5.30): 

 dtttdl 22 ))cos4(())sin4(( dtdttt 4)sin(cos16 22  . 

  
L

ttdtdtttdlxy
4

0

4

0

4

0

2222 322sin322cos644)sin(cos16)(
 

. 

  

     5.11   Криволинейный интеграл второго рода 
      
     Пусть по кривой MN, расположенной в плоскости x0y, движется 
материальная  точка ),( yxP , к которой приложена сила F


, изменяющаяся 

по величине и направлению при перемещении точки. Физическая задача 
вычисления работы силы F


 при перемещении точки P из положения M в 

положение N приводит к понятию криволинейного интеграла второго рода. Для 
этого кривая MN разбивается на n  произвольных частей точками 

,0MM  ,, 21 MM NM n ..., . Направленные отрезки ii MM 1  

обозначим векторами il


 , величину силы F


 в точке iM  обозначим iF


. 

Тогда скалярное произведение ii lF


  - приближённое выражение работы 

силы F


 вдоль дуги ii MM 1 . Работа на всей кривой MN 
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



n

i
ii lFA

1


.                                                        (5.33) 

     Пусть ,),(),( jyxQiyxPF


 jyixl iii


 ,   где  

),(),,( yxQyxP  - проекции вектора F


 на оси координат, ii yx  , - 

проекции вектора il


 . Запишем скалярное произведение в формуле (5.33) 
через проекции векторов: 

                        .,,
1




n

i
iiiiii yyxQxyxPA                         (5.34) 

     Предел интегральной суммы (5.34) при стремлении к нулю наибольшей из 
длин частичных дуг кривой MN   n  называется криволинейным 

интегралом от функций    yxQyxP ,,,   вдоль кривой MN по 
координатам x, y  (иначе - криволинейным интегралом второго рода). 

Обозначается такой интеграл  
MN

QdyPdx  и численно равен работе 

силы F


 на пути MN. 
     Криволинейные интегралы второго рода обладают такими же свойствами 1, 
2, как и интегралы первого рода. В отличие от последних они зависят от  
направления обхода кривой. Если изменить направление обхода, то интеграл 
меняет знак: 

                             
MN NM

QdyPdxQdyPdx .  

     Если контур интегрирования L  замкнут, то положительным направлением 
обхода считается движение против часовой стрелки. При этом область, 
заключённая внутри контура остаётся слева по ходу движения. 
     Чтобы вычислить криволинейный интеграл второго рода, его нужно 
преобразовать в определённый с помощью уравнения кривой интегрирования. 
При этом: 
   1)  если кривая MN задана уравнением )(xyy  , то 

     
N

M

x

xMN
dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP ;))())(,())(,((,,    (5.35)                                                                                                        

   2) если кривая MN задана уравнением )(yxx  , то 
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         
N

M

y

yMN
dyyyxQyxyyxPdyyxQdxyxP ;))),(()),(((.,      (5.36)                                                                                        

   3)  если кривая MN задана параметрическими уравнениями 

   tyytxx  ,  и при перемещении из точки M в точку N параметр t 

меняется от   до  , то 

                 
MN

dttytytxQtxtytxPQdyPdx



.),,(          (5.37) 

     Важно подчеркнуть, что в нижнем пределе определённых интегралов (5.35) 
и (5.36)  стоит координата точки начала, а в верхнем пределе - координата 
точки конца кривой интегрирования. 
     Криволинейный интеграл второго рода может быть задан на 
пространственной кривой, и тогда он имеет вид 

                   
MN

dzzyxRdyzyxQdxzyxP .),,(),,(),,(  

Его можно преобразовать в определённый интеграл, если кривая 

интегрирования задана параметрическими уравнениями )(txx  , 

)(),( tzztyy  . 
 

     П р и м е р  5. 5    Вычислить работу силы F


 при перемещении точки по 

ломаной линии MNV .      jyxiyxF


 22 , координаты  точек 

     .7;0,5;1,1;3 VNM   
Решение 

     Криволинейный интеграл второго рода  
MN

QdyPdx   численно равен 

работе силы     jyxQiyxPF


,,   на пути MN. На этом физическом 
смысле криволинейного интеграла второго рода основано задание. Интеграл 
по ломанной линии MNV  вычисляем суммой двух интегралов: по отрезку 
прямой MN   и отрезку NV . Определим уравнение прямой интегрирования 
MN ,  как уравнение прямой, проходящей через две точки: 

.4,13,
15
1

31
3

12

1

12

1 xyyxyx
yy
yy

xx
xx

















 

Таким образом, .,4 dxdyxy   
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Работу вычисляем по формуле      ,1  
MN

QdyPdxA     где     

,2yxP   .2 yxQ    Криволинейный интеграл вычисляем по 
формуле (5.35): 

                  .
3
92212442

1

3

2
1

3

2
1  


dxxxdxxxdxxxA  

Затем определяем уравнение прямой, проходящей через точки VN , . 

Получим .2,72 dxdyxy    Применяем формулу (5.35): 

        .
6
12272722

0

1

2
0

1

2
2  



dxxxdxxxdxxxA   

Вся работа равна сумме двух интегралов: .
2
61

21  AAA   

 

    5.12  Формула Грина 
 
     Формула Грина связывает между собой криволинейный интеграл 2-го рода 

по  замкнутой кривой L  с двойным 
интегралом по области D , лежащей внутри 
контура L  (см. рисунок   5.14). 
 
 
 
Рисунок 5.14 – Область D  с границей L  
 
 

      
     Пусть в замкнутой области D  заданы непрерывные функции  yxP ,  и 

 yxQ , , имеющие непрерывные частные производные. Вычислим интеграл  

 
 

 
 

 

 






















 
b

a

xf

xf

b

a

xf

xfD
dxyxPdxdy

y
Pdxdy

y
yxP 2

1

2

1

,(,
(расстановка 

пределов в повторном интеграле соответствует рисунку 5.14)= 

       
b

a
dxxfxPxfxP ),,( 12    

b

a
dxxfxP 2,   

b

a
dxxfxP 1, . 
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Интеграл   
b

a
dxxfxP 2,  можно рассматривать как криволинейный второго 

рода от функции  yxP ,  по кривой NTM , в котором вторая независимая 
переменная y выражена через x  с помощью уравнения кривой 
интегрирования (см. рисунок 5.14). Таким образом,  

     
NTM

b

a
dxyxPdxxfxP ,, 2 . Также,      

NHM

b

a
dxyxPdxxfxP ,, 1 .  

Тогда  
 






D

dxdy
y
yxP ,  

NTM
dxyxP , -  

NHM
dxyxP , = 

       
NHM MTN L

dxyxPdxyxPdxyxP ,,, . 

 






D

dxdy
y
yxP ,  

L
dxyxP , .                        (5.39) 

     В последнем интеграле по замкнутому контуру движение происходит против 
часовой стрелки. 
     Аналогичным образом доказывается, что 

                                    



LD
dyyxQdxdy

x
Q , .                                  (5.40) 

     Из равенства (5.40) вычтем равенство (5.39). Получим: 

                














LD
dyyxQdxyxPdxdy

y
P

x
Q ,, , или 

                 .,, dxdy
y
P

x
QdyyxQdxyxP

DL
 















                (5.41) 

     Формула (5.41) называется формулой Грина. 
 
     С помощью формулы Грина значение криволинейного интеграла по 
замкнутому контуру можно найти, вычислив двойной интеграл. 
 
     П р и м е р  5.6    Вычислить интеграл          

 




 





 

L

x dyyxyydxxyxeI 223 22 cos14sin3
2

, 

где L – пробегаемая в положительном направлении окружность радиуса 2 с 
центром в начале координат.  
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Решение 

     В данном интеграле ,sin322
xyxeP x    .2xPy   

,cos14 223 2 yxyyQ     .2yQx    Следовательно, 

.22 xy
y
P

x
Q









       По формуле (5.41) получим  

  ,22 
D

dxdyyxI где D  - круг радиуса 2 с центром в начале координат.  

Двойной интеграл вычислим в полярных координатах. 

  .8
4
22sincos
42

0

3
2

0

2222 


  drrdrdrdrrI
D

 

Без применения формулы Грина данный интеграл вычислить невозможно, так 

как невыполнимо интегрирование функций  .cos, 22
yex  

 

        5.13  Условие независимости криволинейного интеграла 
второго рода от вида пути интегрирования  

 

     Пусть криволинейный интеграл  
MN

dyyxQdxyxP ),(),(  не зависит от 

кривой MN , связывающей точки M  и N , а зависит лишь от координат этих 

точек. Для двух произвольных кривых NbMMaN , , связывающих 
указанные точки (см. рисунок 5.15), будет выполняться равенство: 


MaN

dyyxQdxyxP ),(),(  
MbN

dyyxQdxyxP ),(),( .  Перенесем 

интеграл из правой части в левую: 
0 

MbNMaN
,  0 

NbMMaN
. Две 

кривые NbMMaN ,  образуют замкнутую 

кривую, которую обозначим L . 
 Следовательно, 

    
L

dyyxQdxyxP 0,, .  

 
Рисунок 5.15 – Кривые интегрирования 
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     Таким образом, утверждение «криволинейный интеграл не зависит от 
формы кривой MN» эквивалентно утверждению «интеграл по замкнутому 
контуру равен нулю». При каких условиях выполняются указанные 
утверждения, объясняет теорема. 
     Теорема. Пусть во всех точках некоторой области D  функции 

   yxQyxP ,,,  и их частные производные 
x
Q

y
P





 ,  непрерывны. 

Тогда, для того чтобы криволинейный интеграл по любому замкнутому контуру 
L , лежащему в области D , был равен нулю, т.е. чтобы 

                                            
L

dyyxQdxyxP 0,, ,                              (5.42) 

необходимо и достаточно выполнение равенства 

y
P

x
Q








                                                      (5.43) 

во всех точках области D . 
Доказательство 

     Для произвольного замкнутого контура L  в области D  (см. рисунок 5.13) 
запишем формулу Грина: 

    














LD
dyyxQdxyxPdxdy

y
P

x
Q ,, . 

     Если выполняется условие (5.43), то двойной интеграл в левой части 
формулы равен нулю и, следовательно,  

    0,, 
L

dyyxQdxyxP . 

Тем самым мы доказали д о с т а т о ч н о с т ь  условия (5.43). 
     Доказательство н ео б хо д и м о с т и  условия (5.43). Предположим, что 
криволинейный интеграл равен нулю, т.е. выполняется равенство (5.42), но при 
этом в некоторой точке  00 , yxM  внутри контура L  условие (5.43) не 

выполняется. Пусть в этой точке  0







y
P

x
Q

.  

     Так как частные производные непрерывны, то вместе с точкой  00 , yxM  

существует её окрестность D , в которой 0







y
P

x
Q

. Тогда  

                     





























DD
dxdy

y
P

x
Qdxdy

y
P

x
Q 0 . 
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 В силу формулы Грина и     0,, 
L

dyyxQdxyxP , что противоречит 

сделанному допущению     0,, 
L

dyyxQdxyxP .  

     Теорема доказана. Эта теорема лежит в основе важных теорем теории 
функций комплексной переменной. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Студент, ты сохранился перед сессией!? 
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      Глава 2.  ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

     2.1  Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла 
 
     К понятию определённого интеграла приводят множество прикладных задач: 
1) вычисление площади криволинейной трапеции (см. следующий параграф); 
2) вычисление массы неоднородного материального стержня; 
3) вычисление работы, которую совершает переменная сила при 

перемещении материальной точки из одного положения в другое; 
4) определение пути, пройденного материальной точкой при условии, что её 

скорость переменная. 
 

     2.2  Определённый интеграл как предел интегральных сумм 
 
     Пусть на отрезке bxa   определена функция 0)(  xfy  (рисунок 

2.1). Вычислим площадь фигуры aABb , которая ограничена графиком 
функции  xfy  , осью 0x и прямыми  ax   и bx   (фигуру aABb  

называют криволинейной трапецией). Для этого отрезок  ba;  точками      

25 
bxxxa n  ,..., 10  разбиваем на n   частей, внутри каждого частичного 

интервала   ii xx ,1  выбираем произвольную точку ix .  
     Если принять значение функции в 
каждом частичном отрезке 
постоянным и равным   ixf , то 
криволинейная трапеция будет 
заменена ступенчатой фигурой, 
площадь которой определяется по 
формуле  

i

n

i
in xxfS 


)(

1
.        (2.1) 

                
 Рисунок 2.1 – Площадь криволинейной трапеции 
     Сумма (2.1) называется  интегральной суммой  функции  xf  на отрезке 

 ba; , где 1 iii xxx - длина частичного интервала. Площадь nS  

приблизительно равна площади криволинейной трапеции aABb .  

     О п р е д е л е н и е . Если существует предел интегральных сумм nS  при 
условии, что n  и длина каждого частичного отрезка стремится к нулю, не 
зависящий от способа разбиения отрезка  ba;  на частичные отрезки и от 

выбора точек ix , то он называется определённым интегралом от функции 

)(xf  в пределах от a  до b  и обозначается символом   

                          .)(lim)(
1)(

0max






n

i
ii

n
x

b

a
xxfdxxf                      (2.2) 

 При этом определённый интеграл равен 
площади криволинейной трапеции aABb , 
ограниченной графиком функции  xfy  , 

осью ox  и прямыми ax   и bx  .  В 
этом состоит геометрический смысл 
определенного интеграла (см. рисунок 2.2). 
 
 
 

Рисунок 2.2 – Геометрический смысл определенного интеграла   
b

a
aABb dxxfS  

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://w
http://www


26 

     Название элементов определенного интеграла  
b

a
dxxf : 

b

a
- знак 

определенного интеграла, где a  - нижний предел, b  - верхний предел 
интегрирования;   x  - переменная интегрирования;  dx  - дифференциал 
переменной интегрирования;  )(xf - подынтегральная функция;  dxxf )(  - 
подынтегральное выражение; 
 

     2.3  Свойства определённого интеграла 
 
     Свойства определенного интеграла доказываются на основе его 
определения (2.2), а также могут быть объяснены с помощью геометрического 
смысла. 
1.  Интеграл от алгебраической суммы функций равен  алгебраической сумме 
интегралов от этих функций.  
 
2.  Постоянный множитель выносится за знак интеграла. 
 
3.   При перестановке пределов интегрирования знак интеграла меняется на 

противоположный       
a

b

b

a
dxxfdxxf . Это объясняется тем, что при 

перестановке пределов интегрирования и интегрировании от точки b  к точке 

a  все значения  iii xxx  1 становятся отрицательными. При этом 

значения  ixf  не изменяются, поэтому  интегральная сумма (2.1) меняет 
знак на противоположный и предел интегральной суммы (2.2) также меняет 
знак. 
4. Интеграл с одинаковыми пределами интегрирования равен нулю, что можно 

объяснить как следствие предыдущего свойства:   0
a

a
dxxf . 

5. Для произвольного расположения точек cba ,, на числовой оси справедливо 

равенство  
b

c

c

a

b

a
fdxfdxfdx . Действительно, если  bca  , то  

 
b

c

c

a

b

a
fdxfdxfdx .  Это означает, что площадь криволинейной трапеции 

aABb  - сумма площадей криволинейных трапеций aACc  и  cCBb (см. 
рисунок 2.3). 
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  Если же cba  , то   
c

b

b

a

c

a
fdxfdxfdx . Переставим интегралы 

местами.  
c

b

c

a

b

a
fdxfdxfdx .  

     В последнем интеграле поменяем 
местами пределы интегрирования. Тогда 

 
b

c

c

a

b

a
fdxfdxfdx .  

Рисунок 2.3 – Свойство 5 определенного интеграла  
 
6. Интеграл от знакопостоянной функции есть число того же знака, что и 

функция:   0
b

a
dxxf , если   0xf ;   0

b

a
dxxf , если   0xf . 

7.  Абсолютная величина интеграла не превосходит интеграла от абсолютной 

величины функции:     
b

a

b

a
dxxfdxxf .  

8. Определённый интеграл не зависит от переменной интегрирования:  

 
b

a

b

a
dttfdxxf )()( . 

9.  Оценка определенного интеграла. Если функция  xf   непрерывная на 

отрезке  ba;  и имеет на нем наименьшее и наибольшее значения, равные 

Mm, , то значение интеграла можно оценить по формуле: 

                                 abMdxxfabm
b

a
  .   

10.  Если подынтегральная функция – непрерывная, то внутри отрезка 
интегрирования  ba;  существует хотя бы одна точка c , такая, что значение 
функции в ней, умноженное на длину отрезка интегрирования, равно 
определённому интегралу (теорема о среднем). 

 .)()( abcfdxxf
b

a
  
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   Геометрически это означает, что площадь 
криволинейной трапеции aABb  численно 
равна площади прямоугольника aNMb  с 
основанием  ba,  и высотой  cf  (см. 
рисунок 2.4). 
                               
 

   
 

         Рисунок 2.4 – Теорема о среднем 
 

     2.4  Производная от определённого интеграла по верхнему 
пределу. Формула Ньютона – Лейбница  

 
     Определенный интеграл – число, величина которого зависит от пределов 

интегрирования, т.е. );()( baIdxxf
b

a
 . Зафиксируем нижний предел. Если 

верхний предел является переменной величиной, то сам интеграл – функция 
этой переменной:                                                                                          

                                                  )()( xdttf
x

a
 . 

     Теорема.  Производная от определённого интеграла по переменному 
верхнему пределу равна подынтегральной функции, в которой вместо 
переменной интегрирования  подставлено значение верхнего предела (при 
условии, что подынтегральная функция непрерывна).  

Доказательство 

          

















 




x

a

xx

axx
dttfdttf

xx
xxxx 1limlim

00
 

(первый интеграл запишем по свойству 4 суммой двух интегралов)=  

      












 





x

a

xx

x

x

ax
dttfdttfdttf

x
1lim

0
  

 




xx

xx
dttf

x
1lim

0
 

(к интегралу применим теорему о среднем)   





xcf
xx

1lim
0

(где точка 

c расположена между точками x  и xx  , и при xcx  0 ) 

   xfcf
xc



lim , ч.т.д.   
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Таким образом, функция  
x

a
dttfx )()(  является первообразной для 

функции )(xf .   
     С помощью этой теоремы выводится основная формула интегрального 
исчисления – формула Ньютона – Лейбница.  
      
     Теорема. Если )(xF  - некоторая первообразная от непрерывной функции 

)(xf , то справедлива формула  

                                  )()()( aFbFdxxf
b

a
 .                                           (2.3) 

     Формула (2.3) называется формулой Ньютона – Лейбница. 
Доказательство 

     Пусть )(xF  - первообразная от )(xf . По предыдущей теореме и 


x

a
dttfx )()(  является первообразной от )(xf . Две первообразных от 

одной функции отличаются на произвольную постоянную (см. теорему из §1.1). 

Можно записать    
x

a
CxFdttf )( . Последнее равенство запишем при 

ax  :   
a

a
CaFdttf )(    aFCCaF 0 . Тогда 

    
x

a
aFxFdttf )( . Запишем последнее равенство при bx  : 

    
b

a
aFbFdttf )( . 

Это и есть формула Ньютона – Лейбница.  
 
     Важность формулы в том, что она даёт простой способ вычисления 
определённого интеграла, который позволяет не прибегать к вычислению 

предела интегральных сумм .nS  
     Формула (2.3) показывает, что для вычисления определенного интеграла, 
во-первых, нужно найти первообразную подынтегральной функции. Во-вторых, 
нужно вычислить приращение первообразной на интервале интегрирования: 
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                    )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a
  

      
     Применение формулы Ньютона – Лейбница покажем на примере. 
 

     П р и м е р  2.1   Вычислить интеграл        .45
3

1

2  dxxx  

Решение 
     Для вычисления интеграла находим первообразную и вычисляем её 
приращение на отрезке интегрирования.  

   
3
104

2
15

3
134

2
35

3
34

2
5

3
45

233

1

233

1

2 





 





















 xxxdxxx . 

    

    2.5  Способы вычисления определённого интеграла 
 
     Общий способ.  Общее правило вычисления определённого интеграла 
заключается в применении формулы Ньютона – Лейбница  (2.3). Для этого 
нужно найти первообразную и вычислить её приращение на интервале 
интегрирования  (см. пример 2.1). 
 
     Интегрирование по частям.  Формула интегрирования по частям (1.6), 
применяемая в неопределённом интеграле, справедлива и для определённого 
интеграла со всеми рекомендациями по её применению. Различие заключается 
в том,  что для найденной первообразной  в определённом интеграле нужно 
найти её приращение. 
     Формула интегрирования по частям в определенном интеграле имеет 
вид: 

 
b

a

b

a

b

a
VdUVUUdV . 

 
     П р и м е р  2.2    Вычислить интеграл: 

    


































ee
xx

xVdVdxx

x
dxdUUx

xdxx
1

3

3
21

2 ln
3

3
,

,ln
ln  
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Таким образом, функция  
x

a
dttfx )()(  является первообразной для 

функции )(xf .   
     С помощью этой теоремы выводится основная формула интегрального 
исчисления – формула Ньютона – Лейбница.  
      
     Теорема. Если )(xF  - некоторая первообразная от непрерывной функции 

)(xf , то справедлива формула  

                                  )()()( aFbFdxxf
b

a
 .                                           (2.3) 

     Формула (2.3) называется формулой Ньютона – Лейбница. 
Доказательство 

     Пусть )(xF  - первообразная от )(xf . По предыдущей теореме и 


x

a
dttfx )()(  является первообразной от )(xf . Две первообразных от 

одной функции отличаются на произвольную постоянную (см. теорему из §1.1). 

Можно записать    
x

a
CxFdttf )( . Последнее равенство запишем при 

ax  :   
a

a
CaFdttf )(    aFCCaF 0 . Тогда 

    
x

a
aFxFdttf )( . Запишем последнее равенство при bx  : 

    
b

a
aFbFdttf )( . 

Это и есть формула Ньютона – Лейбница.  
 
     Важность формулы в том, что она даёт простой способ вычисления 
определённого интеграла, который позволяет не прибегать к вычислению 

предела интегральных сумм .nS  
     Формула (2.3) показывает, что для вычисления определенного интеграла, 
во-первых, нужно найти первообразную подынтегральной функции. Во-вторых, 
нужно вычислить приращение первообразной на интервале интегрирования: 
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                    )()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a
  

      
     Применение формулы Ньютона – Лейбница покажем на примере. 
 

     П р и м е р  2.1   Вычислить интеграл        .45
3

1

2  dxxx  

Решение 
     Для вычисления интеграла находим первообразную и вычисляем её 
приращение на отрезке интегрирования.  

   
3
104

2
15

3
134

2
35

3
34

2
5

3
45

233

1

233

1

2 





 





















 xxxdxxx . 

    

    2.5  Способы вычисления определённого интеграла 
 
     Общий способ.  Общее правило вычисления определённого интеграла 
заключается в применении формулы Ньютона – Лейбница  (2.3). Для этого 
нужно найти первообразную и вычислить её приращение на интервале 
интегрирования  (см. пример 2.1). 
 
     Интегрирование по частям.  Формула интегрирования по частям (1.6), 
применяемая в неопределённом интеграле, справедлива и для определённого 
интеграла со всеми рекомендациями по её применению. Различие заключается 
в том,  что для найденной первообразной  в определённом интеграле нужно 
найти её приращение. 
     Формула интегрирования по частям в определенном интеграле имеет 
вид: 

 
b

a

b

a

b

a
VdUVUUdV . 

 
     П р и м е р  2.2    Вычислить интеграл: 

    


































ee
xx

xVdVdxx

x
dxdUUx

xdxx
1

3

3
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3

3
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,ln
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     .
9
1

9
2

9
1

939
1ln

3
1ln

33

333

1

33

1

3











 

eeexee
x
dxx ee

 

 
     Интегрирование методом подстановки.  Пусть для вычисления 

определённого интеграла 
b

a
dxxf )(  применяется подстановка   )(tgx  . 

В этом случае пределы интегрирования изменяются, и их рассчитывают по 

формулам:  ).(),( BgbAga   Справедливо равенство: 

                  .)())(()(  
B

A

b

a
dttgtgfdxxf                                     (2.4) 

При использовании формулы (2.4) не нужно переходить к старой переменной 
интегрирования после определения первообразной, как это делается в 
неопределённом интеграле. 

     П р и м е р  2.3   Вычислить интеграл             


2

0 24 x

xdx
. 

     Вычислим интеграл двумя способами, используя две различные подстановки. 
     1) Используем тригонометрическую подстановку  (см. §1.10). Пусть  

.
cos
2,tg2 2 t
dtdxtx   Пересчитываем пределы интегрирования.  Нижний 

предел: .0,tg20  tt  Верхний предел интегрирования: 

.
4

,1tg,tg22 
 ttt  Т. о.,   






4

0
22

2

0
2 cos

2

tg44

tg2

4



t
dt

t

t

x

xdx
 

 
4

0
2cos

sin2

t
tdt   .222

cos
2

cos
cos2

4

0

4

0
2 






 



tt
td

 

    2)  Обозначим 
24 xt  , тогда xdxdt 2 . Пересчитаем пределы интеграла на 

новую переменную: при 40  tx , при 82  tx . Запишем интеграл с 
новой переменной, предварительно умножив и разделив на 2: 

22248
212

1
2
1

4

2
2
1 8

4

8

4

2

0
2





t

t
dt

x

xdx
. 
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     Интегрирование четных и нечетных функций на отрезке симметричном 
относительно нуля.  
 
1. Если функция  xf  - четная функция, т.е.    xfxf  , то 

определенный интеграл от функции на отрезке  aa;  равен удвоенному 
интегралу от этой функции, взятому по правой половине отрезка: 

   


aa

a
dxxfdxxf

0
)(2 . 

Доказательство 

       


a

a

a

a
dxxfdxxfdxxf

0

0
. Определяем отдельно интеграл 

     














 atax
tfxfdtdxtx

dxxf
a

;;0
   

0

a
dttf  

a
dttf

0
. 

         


a aaa

a
dxxfdxxfdxxfdxxf

0 00
2 .  

 
2.  Если функция  xf  -  нечетная функция, т. е.    xfxf  , то 

определенный интеграл от функции на отрезке  aa;  равен нулю:  

  0


a

a
dxxf . 

 
Доказательство 

      


a

a

a

a
dxxfdxxfdxxf

0

0
. Определяем отдельно интеграл  

     














 atax
tfxfdtdxtx

dxxf
a

;;0
  

0
)(

a
dttf . 

    
a

a
dxtfdttf

0

0
.  Тогда       



aaa

a
dxxfdxxfdxxf

00
0 . 
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  П р и м е р  2.4   Вычислить интеграл:   



6

6

1113 2cos65



xdxxx . 

Решение 

   



6

6

11
6

6

13
6

6

1113 2cos52cos2cos65











xdxxxdxxxdxxx  





6

6
2cos6




xdx .  В двух первых интегралах подынтегральная функция 

нечетная, в третьем интеграле подынтегральная функция четная. Поэтому, 

   


6

0

6

6

6

6

1113 2cos122cos602cos65








xdxxdxxdxxx  

 6
02sin6 x   33

2
360sin

3
sin6 






 


. 

 

     2.6  Несобственные интегралы 
      
     Понятие несобственного интеграла является обобщением понятия 
определенного интеграла от непрерывной функции на конечном отрезке.  
 
      2.6.1 Интегралы с бесконечными пределами 
 
     Пусть функция  xf  определена и непрерывна при всех значениях 
аргумента   xa . Для такого бесконечного интервала понятие 
интегральной суммы не определено. 
     Если существует конечный предел от интеграла с переменным верхним 
пределом 

                                          ,)(lim 

b

ab
dxxf  

то он называется несобственным интегралом от функции )(xf  на 

интервале ),[ a  и обозначается интегралом, в верхнем пределе которого 
стоит знак бесконечности:  

.)()(lim 




a

b

ab
dxxfdxxf                               (2.5) 
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     В этом случае несобственный интеграл  существует (сходится). Если не 
существует конечного предела (2.5), то несобственный интеграл  не 
существует (расходится).  
     Аналогично определяются несобственный интеграл с бесконечным нижним 
пределом и несобственный интеграл с бесконечными верхним и нижним 
пределами: 

                                        ;)()(lim 



bb

aa
dxxfdxxf                        (2.6) 

           .)()(lim)(lim 



 dxxfdxxfdxxf

b

cb

c

aa
             (2.7) 

     Формулы (2.5), (2.6), (2.7) кроме определения несобственного интеграла 
показывают способ  его вычисления. 
 
     2.6.2 Интегралы от разрывных функций 
 
     Пусть функция )(xf  определена и непрерывна при cxa  , а при 

cx   либо не определена, либо терпит разрыв. В  этом случае нельзя 
говорить об интеграле  

                                     
c

a
dxxf )(  

как о пределе интегральных сумм, так как функция )(xf  не является 

непрерывной на интервале ];[ ca . 
     Если существует конечный предел интеграла от разрывной при x=c 
функции, то он называется несобственным сходящимся интегралом: 

                              .)()(lim
0  



c

a

b

acb
dxxfdxxf                               (2.8) 

В противном случае интеграл называется расходящимся. 
     Если функция имеет разрыв при x=a, то по определению 

                             .)()(lim
0  



c

b

c

aab
dxxfdxxf                                (2.9) 

     Если функция имеет разрыв  при x=c, где точка c лежит внутри интервала 
интегрирования [a;b], то  

         .)(lim)(lim)(
00  


b

tct

t

act

b

a
dxxfdxxfdxxf               (2.10)       
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      П р и м е р  2.5       Вычислить несобственные интегралы и установить их 

сходимость:       a)  



0

;
2
dxex x

          b) .
4

0
 x
dx

 

Решение 
a) Интеграл с бесконечным верхним пределом вычисляем по формуле (2.5): 

  






b
x

b
x dxexdxex

00

22
lim    



b
x

b
xde

0

22
lim

2
1

 

      .
2
1lim

2
1lim

2
1 0

0

22




 



 






eee b

b

b
x

b
 

Интеграл сходится. 
 
b) Несобственный интеграл имеет разрыв в нижнем пределе интегрирования 
функции, интеграл вычисляем  по формуле (2.9): 

    .4242lim
21

limlim 2
1

2
1

00

421

00

4
2
1

00

4

0



































 cxdxx

x
dx

ccccc
 

Интеграл сходится. 
 

      2.7  Интегралы, зависящие от параметра 
 

     Рассмотрим интеграл вида  dxxfI
b

a
 ; , где   - параметр 

(произвольная постоянная), то есть величина в процессе интегрирования 
постоянная, но, вообще, может принимать различные значения. Тогда 
результат интегрирования зависит от параметра   :  II  . 

     Интеграл с параметром в подынтегральной функции  dxxfI
b

a
 ;  

обладает следующими свойствами. 
1.  Если подынтегральная функция при  bax ;  непрерывна относительно 

параметра   (бесконечно малым изменениям параметра соответствуют 
бесконечно малые изменения подынтегральной функции), то и интеграл  I  

непрерывно зависит от параметра  . 
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2.  Дифференцирование интеграла по параметру   сводится к 
дифференцированию подынтегральной функции по параметру  , то есть 

                                                
b

a
dxxf

d
dI


  ; . 

3.  Интегрирование интеграла     I  по параметру сводится к интегрированию 
подынтегральной функции: 

                                               dxdxfdI
b

a
  



















 ; . 

 
     П р и м е р  2.6  Изучим на примере интеграла с параметром в 

подынтегральной функции   
1

0

22 3 dxxxI   выполнение свойств 

интеграла.  Для этого: a) вычислим интеграл, как функцию параметра  ;   b) 
определим производную интеграла по параметру;  c) проинтегрируем в 
интервале изменения параметра  4;2   заданный определенный 
интеграл. 

Решение 

a)   2
1

0

2
2

31

0

22
2
3

3
1

2
3

3
3  












xxdxxx ,     2
2
3

3
1 I . 

Подынтегральная функция  xx 22 3  и интеграл  2
2
3

3
1 I  

непрерывны относительно параметра  . 

b) Дифференцируем интеграл по параметру. 


 3
2
3

3
1 2 








 I . С 

другой стороны,     















 

1

0

22
1

0

22 33 dxxxdxxx 


    

   3
2

66
1

0

21

0
 

xdxx .   

c) Изучаем третье свойство.  
















  

4

2

34

2

2
4

2 232
3

3
1 

 dId  
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3
228

2
2

3
2

2
4

3
4 33

 .  С другой стороны,   









  dxdxx

1

0

4

2

22 3   











  dxxx

1

0

4

2

3
2

3
3 

  
3
22828

3
2562

1

0

23
1

0

2 





  xxdxxx . 

     Результаты дифференцирования и интегрирования интеграла с параметром 
иллюстрируют указанные выше свойства. 

    2.8  Приближенные и численные методы интегрирования 
 
     2.8.1. Приближенные методы  интегрирования 
 
     Если подынтегральная функция определенного интеграла не имеет 
первообразной в элементарных функциях, слишком сложная, или задана 
табличным способом, определенный интеграл можно вычислить приближенно 
методами численного интегрирования.   
     Формулы численного интегрирования дают приближенные значения 
определенного интеграла, если известны значения подынтегральной функции в 
некоторых точках (узлах) интервала интегрирования. Формулы могут быть 
объяснены с точки зрения геометрического смысла определенного интеграла. 

     М ет о д  п р я м о у г о л ь н и к о в .  Пусть задан интеграл  
b

a
dxxf .  

Величина интеграла численно равна площади криволинейной трапеции (см. 
§2.1, рисунки 2.1, 2.2). 
     Отрезок интегрирования  ba;  разобьём точками 

bxxxxa n  ,...,,, 210  на n  равных частичных отрезков, длина 

каждого из которых равна 
n
abh 

 . 

Величина h  называется шагом 
интегрирования. Значения 
подынтегральной функции  xfy   в 
точках разбиения обозначим 

 ii xfy  , ni ,...,2,1,0 .  Заменим 
криволинейную трапецию ступенчатой 
фигурой, состоящей из прямоугольников 
с одинаковыми основаниями h .  

    Рисунок 2.5 – Метод прямоугольников 
     Пусть за высоту каждого i -го прямоугольника принято значение iy , 
восстановленное из правого конца его основания, как показано на рисунке 2.5.  
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Тогда площадь ступенчатой фигуры, приближенно равной определенному 
интегралу, вычисляется по формуле: 

  



n

i
in

b

a
yhhyhyhydxxf

1
21 ... .            

(2.11) 
     Пусть за высоту каждого i -го 
прямоугольника принято значение 1iy , 
восстановленное из левого конца его 
основания, как показано на рисунке 2.6.  
 
Тогда площадь ступенчатой фигуры, 
приближенно равной определенному 
интегралу вычисляется по формуле:  

Рисунок 2.6 – Метод прямоугольников 

  



 

1

0
110 ...

n

i
in

b

a
yhhyhyhydxxf .           (2.12) 

     За высоту каждого i -го 
прямоугольника можно  принято 
значение подынтегральной функции, 
вычисленное в середине каждого 
частичного отрезка (рисунок 2.7). Тогда 
формула численного интегрирования 
имеет вид:  

  









 

1

0 2

n

i
i

b

a

hxfhdxxf .      (2.13)  

Рисунок 2.7 – Метод прямоугольников 
   
      Формулы (2.11), (2.12), (2.13) называются формулами прямоугольников. 
     
 
     М ет о д  т р а п ец и й .  
    Площадь криволинейной трапеции можно вычислить приближенно другим 
способом. Соединим точки графика функции       nn yxyxyx ,,...,,,, 1100  
отрезками прямых (рисунок 2.8). При этом каждая частичная криволинейная 
трапеция заменяется обычной трапецией. Используя формулу вычисления 
площади трапеции, вычислим приближенно интеграл. 

               hyyhyyhyydxxf nn
b

a 2
...

22
12110 







  . 
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     Перегруппируем слагаемые в правой части, получим: 

  hyyyyydxxf n
n

b

a







 


  121
0 ...
2

.                   (2.14) 

     Формула (2.14) называется формулой трапеций. 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 2.8 – Метод трапеций 
 
 

 
    М е т о д  С и м п с о н а .  Пусть отрезок интегрирования  ba,  разбит на n2  

одинаковых частей точками ax 0 , hax 1 , hax 22  , …, bx n 2 , 

где 
n
abh

2


 .  Через каждые три точки  

     1111 ,,,,,  iiiiii yxyxyx ,  ...,2,1i  проведем график 

квадратичной параболы. Тогда график функции  xfy   будет заменен n  
частями графиков квадратичных парабол. Полученная таким образом  кривая 
более точно заменяет график функции  xfy  , чем ступенчатая или 
ломаная линии. Так получена формула Симпсона для приближенного 
вычисления интеграла: 

        123122420 ...4...2
3   nnn

b

a
yyyyyyyyhdxxf .  

     Формулы (2.11)-(2.14) осуществляют вычисление интеграла с погрешностью, 

пропорциональной 2h . Например, если число точек деления увеличить в 2 
раза, то точность увеличится примерно в 4 раза. Формула Симпсона 
значительно точнее. Она вычисляет интеграл с погрешностью, 

пропорциональной 4h . Это означает, что при увеличении числа точек деления 
в 2 раза, точность увеличивается в 16 раз, то есть, более чем на порядок.   
 
     2.8.2   Вычисление интегралов в математическом пакете Mathcad  
 
     Инженерные расчеты невозможно представить без применения 
математических пакетов программ, одним из которых является Mathcad [5]. В 
указанном пакете удобно вычислять все типы интегралов. Приведем примеры 
определения первообразных и вычисления интегралов.       
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     1) Неопределенный интеграл 

     
     2) Определенный интеграл 

 

 
Примеры показывают, что результат вычисления определенного интеграла 
можно вывести как в аналитическом, так и в численном виде. 
     3) Несобственный интеграл 

 
 
Интеграл расходится, не существует 
 
 
 

 
 
Интеграл сходится, существует 
 
 

     Значительным удобством является то, что интегралы в пакете Mathcad 
записываются так, как они изображаются на бумаге. 
 
 
 

  Приходит однажды приятель и рассказывает: 
- Приснился мне сон, будто помер я. А на 
могиле моей вместо памятника стоит знак 
интеграла: внизу - дата рождения, сверху - дата 
смерти. 
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     2.9  Приложения определенных интегралов      
  
       2.9.1  Вычисление площадей 
 
     В параграфе 2.1 указано, что если на отрезке   0)(; xfba , то 

площадь криволинейной трапеции вычисляется как интеграл 
b

a
dxxfS )( . 

     Если функция )(xf меняет знак на  ba; , то интеграл по всему отрезку 
разбиваем на сумму частичных 
отрезков. Интеграл положителен там, 
где функция положительная и 
отрицателен там, где функция 
отрицательная, смотри рисунок 2.9. 
Чтобы получить сумму площадей, нужно 
найти сумму абсолютных величин 
интегралов по частичным отрезкам:  

Рисунок 2.9 – Вычисление площади 
 

 
b

d

d

c

c

a
dxxfdxxfdxxfS )()()( ,     

b

d

d

c

c

a
dxxfdxxfdxxfS )()()( . 

     Если нужно вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми )(xfy   

и )(xgy  на отрезке  ba; , причем 

)()( xgxf  , то   
b

a
dxxgxfS )()(  

(см. рисунок 2.10). 
 
 
Рисунок 2.10 – Вычисление площади 
 
 

     В полярной системе координат (рисунок 
2.11) площадь криволинейного сектора 
вычисляется по формуле 

           



 drrS )()(

2
1 2

1
2

2 . 

 
Рисунок 2.11 – Вычисление площади 
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
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
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3
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

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     П р и м ер   2.7  Вычислить площадь плоских фигур, ограниченных линиями: 

a) xxy 42  , xy  ;  b) 3cos2r . 
Решение 

a) Две кривые образуют замкнутую кривую, пересекаясь 
в точках 0x  и 5x  (см. рисунок 2.12).  

 
6
125

32
54

5

0

325

0

2 









 
xxdxxxxS . 

 
 
Рисунок 2.12 – Вычисление площади в декартовой 
системе координат 
 

b)  Кривая задана в полярной системе координат и представляет из себя так 
называемую «трех лепестковую розу» (см. рисунок 2.13). Для вычисления 
площади внутри лепестков вычислим площадь половины лепестка при 

60   , умножив результат на 6. 

 
6
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2
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0

2 3cos43
2
6 

 ddrS

 
6

0
)6cos1(

2
12 

 d  

Рисунок 2.13 – Трёх лепестковая роза 
 

     2.9.2  Вычисление работы с помощью определенного интеграла 
     Пусть материальная точка движется по прямой Ox под действием силы )(xF , 

направление которой совпадает с направлением движения точки. Пусть сила )(xF  

непрерывно изменяется в зависимости от положения материальной точки. Работа A  
силы )(xF  по перемещению материальной точки из положения ax   в положение 

bx   равна интегралу   
b

a
dxxFA )( . 

 
     2.9.3  Вычисление пройденного пути 
     
      Если )(tV  -  скорость материальной точки, зависящая от времени t , то пройденный 

путь S  за отрезок времени  21, tt  равен определенному интегралу  
2

1

)(
t

t
dttVS . 
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     Глава 5.  КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ  

     5.1 Объём цилиндрического тела. Двойной интеграл 
      
     Пусть в некоторой замкнутой области D  плоскости xOy  определена 

ограниченная функция  yxfz , , причём   0, yxf . К определению 
двойного интеграла приходим, вычисляя объём фигуры, основание которой - 
область D ; сверху фигура ограничена  поверхностью, уравнение которой 

 yxfz , ; боковая поверхность - цилиндрическая, образованная 

прохождением прямой, параллельной оси Oz  вдоль границы L  областиD . 
Такая фигура называется цилиндрическим телом (рисунок 5.1). 
     Объём цилиндрического тела можно вычислить приближённо, заменив его 
ступенчатой фигурой следующим образом. 

1.  Область D  произвольным 
образом разбивается на конечное 
число n  элементарных областей 

(ячеек) 1D , 2D ,..., nD , площади 
которых обозначим 

соответственно 1S , 2S ,...,

nS .  Диаметром ячейки 
называют наибольшее расстояние 
между двумя точками на её границе 
и обозначают iDdiam .  

       Рисунок 5.1 -  Цилиндрическое тело 

2.   Выберем в каждой ячейке iD произвольную точку  iii yxM ,  и 

вычислим в ней значение  ii yxf , .   Составим сумму  вида: 

                                                



n

i
iii Syxf

1
, .                                         (5.1) 

     Каждое слагаемое в сумме (5.1) вычисляет объём прямого цилиндра с 

основанием iD  и высотой  ii yxf , .  

     Сумма (5.1) называется интегральной суммой для функции  yxf ,  по 

области D .  Предел интегральной суммы (5.1) при  
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  nDdiam i 0max    называется двойным интегралом от 

функции  yxf ,  по области D :  

       .,,,
1

0max

lim   



 D D

n

i
iii

Ddiam
n

dxdyyxfdSyxfSyxf

i

       (5.2) 

     В обозначении двойного интеграла D  - область интегрирования,  yxf ,  - 

подынтегральная функция, dS  - дифференциал площади, который можно 

заменить произведением дифференциалов независимых переменных dxdy . 
     Формула (5.2) позволяет вычислить объём цилиндрического тела при 
  0, yxf , в чём и заключается геометрический смысл двойного 

интеграла. 
     В общем случае, если функция  yxf ,  непрерывна в замкнутой области 
D , то двойной интеграл существует (существует предел интегральной суммы 
(5.2)) и не зависит от способа разбиения области D  на частичные и от выбора 
точек  iii yxM ,  в них. 
      

     5.2  Основные свойства и приложения двойного интеграла 
 
1.   Линейные свойства двойного интеграла: 
             

D
dSyxfCyxfC ,, 2211  

                                    
D D

dSyxfCdSyxfC ,, 211 . 

2.    Если область D  разделена на несколько частей D1 , D2 ,...,Dk  без 
общих внутренних точек, то                                                

                        .,,
1
 



k

i DD i

dSyxfdSyxf     

3.  Если функция  yxf ,  непрерывна в замкнутой области D , то в этой 

области найдётся такая точка  00 , yx , что:  

                     
D

DSyxfdxdyyxf 00,, , 
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   где DS  - площадь области D  (теорема о среднем). 

4.  Если Mm, - наименьшее и наибольшее значения непрерывной функции 

 yxf ,  в области D, то справедливо двойное неравенство (оценка двойного 
интеграла): 
                                            

D
DD SMdxdyyxfSm , . 

      
     С помощью двойных интегралов можно вычислить следующие величины. 

     Площадь плоской фигуры D :                 .
D

D dxdyS .                     (5.3) 

     Если D  - плоская пластинка с поверхностной плотностью  yx, , то по 
следующим формулам определяются: 

     а) масса пластинки               ;,
D

dxdyyxm                                   (5.4) 

     б) статические моменты пластинки относительно осей Ox  и Oy : 

                 
D D

yx dxdyyxxSdxdyyxyS ;,;,            (5.5)                     

     в) координаты центра масс пластинки: 

                           ;;
m

S
y

m
S

x y
C

x
C                                               (5.6) 

     г) моменты инерции пластинки D  относительно осей координат и начала 
координат: 

        
D D

yxyx IIIdxdyyxxIdxdyyxyI .,,,, 0
22         (5.7) 

   5.3  Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 
 
     Область D  называется правильной относительно оси Ox , если прямая, 
параллельная этой оси, проходящая через внутреннюю точку области D , 
пересекает границу области в двух точках. Аналогично определяется 
правильная область относительно оси Oy . 
     Область D , правильную относительно как Ox , так и Oy , называют 
просто правильной областью. 
      Если область D - правильная относительно Oy  (рисунок 5.2), двойной 
интеграл вычисляется по формуле:  
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                    
 

 
.,,

2

1

  
D

b

a

xy

xy
dyyxfdxdxdyyxf                        (5.8) 

     Правую часть формулы (5.8) называют повторным (двукратным) 
интегралом. 
     Вычисление повторного интеграла начинаем с вычисления внутреннего 

интеграла   
 

 

f x y dy
y x

y x

,
1

2

 , в котором переменную x  надо принять при 

интегрировании за постоянную величину. После подстановки пределов 
интегрирования в первообразную получаем некоторую функцию от x , которую 

затем интегрируем на отрезке  ba; . 

     Если область D  является правильной относительно оси Ox  (рисунок 5.3), 
двойной интеграл вычисляется по формуле: 

                  
 

 
.,,

2

1

  
d

c

yx

yxD
dxyxfdydxdyyxf .                        (5.9) 

      
Рисунок 5.2 – Область, правильная       Рисунок 5.3 – Область, правильная 
         относительно оси 0y                                    относительно оси 0x 
 
     Если область D  - просто правильная, можно применять как формулу (5.8), 
так и формулу (5.9). При этом переход от одной формулы к другой называют 
изменением порядка интегрирования. 
     Сам процесс перехода от двойного интеграла к повторному и расстановка 
пределов интегрирования для внешнего и внутреннего интегралов называют 
приведением двойного интеграла к повторному. 
     Правило расстановки пределов. 
1.  В пределах внутреннего интеграла (интеграла по первой переменной) в 
общем случае стоят функции второй переменной. 
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2.  В пределах внешнего интеграла (по второй переменной) стоят постоянные 
числа. 
     В результате вычисления двойного интеграла получается некоторое 
постоянное число. 
     Если область не является правильной ни относительно оси Ox , ни 
относительно оси Oy , её разбивают на конечное число областей 

1D , 2D ,..., kD , правильных относительно одной из осей и при вычислении 
применяют свойство 2. 

     П р и м е р  5.1  Вычислить двойной интеграл   
D

dxdyyx2  двумя 

способами, если граница области D  задана уравнениями: 

     a) ;; 22 yxxy           b) .;1; 2xyyxy   
Решение 

 a)  Построив кривые, получим  область D  (рисунок 5.4). Область правильная.  
Применим формулу  (5.8). При этом уравнение верхней границы области 

2yx    преобразуем к виду  :xy     
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x

x

x

xD

yxydxdyyxdxdxdyyx
22

1

0

21

0 2
222      

.
20
9

104
2

4
2
5
2

2
2

2
2

1

0

5422
5

1

0

4
3 










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 Рисунок 5.4 – Область                           Рисунок 5.5 – Область интегрирования  к  
 интегрирования  к примеру 5.1,а           примеру 5.1,b 
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     Изменим порядок интегрирования и применим формулу (5.9): 

         
y

y

y

yD
xyxdydxyxdydxdyyx

22

1

0

2
1

0
22  

    .
20
9

45
2
52

1

0

1

0

452
5

2
34 

yyyydyyyyyy  

b)  Область D  построена на рисунке 5.5. Область D   правильная. Выбираем 
для интегрирования  формулу (5.9): 

       



y

y

y

yD
xyxdydxyxdydxdyyx 2

1

0

1

0
22

  

















1

0

1

0

2
5

2
22 .

10
9

2
52
yydyyyyyy  

     Изменим порядок интегрирования.  При этом нижняя граница области  D  

задана двумя аналитическими выражениями ., 2xyxy   В этом случае 

область D  нужно разбить на две области 21, DD  с помощью прямой, 

проходящей по оси y0 . На основании свойства 2 двойного интеграла 
получаем: 

             
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2 
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     5.4  Двойной интеграл в полярных координатах                                      
     
     Если область интегрирования  D - круг или часть круга, то обычно двойной 
интеграл вычислить легче, если перейти к полярным координатам. Полярный 
полюс помещается в начало декартовых координат, полярная ось направлена 
вдоль оси x0 . Формулы перехода к полярным координатам:  

                                  .sin,cos  ryrx                                       (5.10) 
Дифференциал площади в полярных координатах равен  

                                   .rdrdds                                                            (5.11) 
С учётом формул (5.10),  (5.11) находим: 

               .sin,cos),(  
DD

rdrdrrfdsyxf    

Двойные интегралы в полярных координатах выражаются через двукратные 
интегралы вида 

               
 

 
.,,

2

1

2

1

rdrrfdrdrdrf
r

rD
 







                         (5.12) 

Расстановка пределов соответствует рисунку 5.6. 
 

                                                           
 Рисунок 5.6 - Область интегрирования,              Рисунок 5.7- Область интегрирования,  
       не содержащая начало координат                     содержащая начало координат                                                          
 
Если область D  содержит начало координат (рисунок 5.7), то   

             
 

  
D

r
rdrrfdrdrdrf

 


2

0 0
.,,               (5.13) 
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     П р и м е р  5.2    Изобразить на плоскости фигуру D. Вычислить массу 
пластины D с поверхностной плотностью распределения  yx,  . 
Рекомендуется использовать полярную систему координат. 

..;0
;02;1: 2222

yxyy
yxxyxD





 

Решение 
     Границы области D: окружность радиуса 1 с центром в начале координат 

;122  yx  окружность со смещённым центром   ;11 22  yx  

прямые 0y  и  .xy    Изображение области D – на рисунке 5.8.  
      Используя формулы (5.10), преобразуем уравнения границ в полярную 
систему координат: 

;1122  ryx   

;cos202 22  ryxx     

;00  y     .
4


  xy  

Массу  пластинки  с заданной   поверхностной 
плотностью вычисляем по формуле (5.4) с 
учетом формул (5.10) и (5.11): 

 
 Рисунок 5.8 – К примеру 5.2 
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    5.5  Определение тройного интеграла 
      
     Пусть в замкнутой пространственной области V определена непрерывная 
функция трёх переменных   .,, zyxf  Разобьём область V на частичные, 

объёмы которых обозначим .,...,, 21 nVVV   Выберем в каждой 

частичной области произвольную точку   iii zyx ,, , в которой вычислим 

значение функции   ....,,2,1,,, nizyxf iii     Составим сумму  

                            ,,,
1




n

i
iiii Vzyxf                                          (5.14) 

которая называется интегральной суммой для тройного интеграла. 
 

     Предел интегральной суммы (5.14) при 0max  iVdiamиn , 
не зависящий от способа разбиения области V на частичные и от выбора точек 

 iii zyx ,, , называется тройным интегралом от функции  zyxf ,,  

по области V  и обозначается     .,,
V

dvzyxf  

     В тройном интеграле  zyxf ,,  называется подынтегральной функцией, 

dv  - дифференциалом объёма. 
     Свойства тройных интегралов аналогичны свойствам двойных интегралов. 
      
     П р и л о ж ен и я  т р о й н о г о  и н т ег р а л а  
     С помощью тройного интеграла наряду с другими величинами можно 
вычислить: 
1)  объём области V по формуле 

                                             ;
V
dvV                                                   (5.15) 

2)  массу m  тела V с переменной плотностью  zyx ,,   по формуле  

                                    .,, dvzyxm
V
                                             (5.16) 
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     5.6  Вычисление тройного интеграла в декартовых и других 
координатах  

     Т р о й н о й  и н т ег р а л  в  д ек а р т о в ы х  к о о р д и н а т а х  
     Вычисление тройного интеграла сводится к последовательному  
вычислению трёх однократных интегралов. При этом дифференциал объёма 
равен произведению дифференциалов независимых переменных  

dxdydzdv  . Область интегрирования называется правильной, если 
прямая, проходящая через произвольную внутреннюю точку области 
интегрирования параллельно каждой оси координат пересекает границу 
области в двух точках. В правильной области можно выбрать любую 
последовательность интегрирования по переменным x, y, z.  Вычисление 

начинается с построения рисунка 
области интегрирования по 
заданным уравнениям границ 
области. Выбрав первую 
переменную интегрирования, 
нужно построить проекцию 
области интегрирования на 
плоскость двух других 
переменных. Например, если 
первое интегрирование 
производится по переменной z, 
то будет нужна проекция области 
на плоскость x0y. 

 Рисунок 5.9- Пространственная область        
      интегрирования V и её проекция D            
 
      Пусть поверхность, ограничивающая область V снизу, имеет уравнение 

 yxFz ;1 , а поверхность, ограничивающая область V сверху 

 yxFz ;2  (рисунок 5.9). Проекцию области V на плоскость x0y обозначим 

D. Она имеет уравнения границ   xyy 1  и  xyy 2 . Тогда тройной 
интеграл по области V равен трёхкратному  интегралу: 

 
 

 
 

 

 
.,,,,

,

,

2

1

2

1

dzzyxfdydxdxdydzzyxf
yxF

yxF

xy

xy

b

aV
           (5.17)  

        По формуле (5.17) можно сформулировать правило расстановки 
пределов  в трёхкратном интеграле: 
     1)     в пределах интеграла по первой переменной в общем случае стоят 

функции двух других переменных; 
2) в пределах интеграла по второй переменной в общем случае стоят 

функции третьей переменной; 
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     3) в пределах интеграла по третьей переменной всегда стоят числа, равные 

предельным значениям  проекции области V на соответствующей оси. 
     В частном случае, когда границами области V являются плоскости, 
параллельные координатным плоскостям, в пределах всех однократных 
интегралов стоят постоянные. 

     Т р о й н о й  и н т ег р а л  в  ц и л и н д р и ч ес к и х  к о о р д и н а т а х  
     Цилиндрические координаты при вычислении тройного интеграла удобно 
применять тогда, когда область V проектируется на одну из координатных 
плоскостей в круг или часть круга. Если этой координатной плоскостью 
является плоскость x0y, то цилиндрические координаты zr ,,    связаны с 

прямоугольными координатами  zyx ,,  соотношениями 

                     ,,sin,cos zzryrx                          (5.18) 

где  .;20;0  zr   
Дифференциал объёма в цилиндрических координатах выражается как 

                                                           .dzrdrd  
Формула замены переменных в тройном интеграле имеет вид: 

    
VV

dzrdrdzrrfdxdydzzyxf  ,sin,cos;;           (5.19)     

 
     Т р о й н о й  и н т ег р а л  в  с ф ер и ч ес к и х  к о о р д и н а т а х  
     Если область V  ограничена сферой или частью сферы, тройной интеграл вычислить 

проще переходом к сферическим координатам. 
   Сферические координаты точки M  - три числа 

 ,, , определяющие положение этой точки в 
пространстве. Пусть центр сферы радиуса  , 
точка О, совпадает с началом декартовых 
координат Oxyz . Тогда OM  есть 
расстояние точки М от точки О. Угол 

MOz , т.е. угол, составленный радиус-

вектором OM с положительным направлением 

оси Oz . 
 

Рисунок 5.10 – Сферические координаты 
    Угол xON , где N  проекция М на плоскость xOy .  Связь между 

прямоугольными декартовыми координатами  zyx ,,  точки M   и её сферическими 

координатами  ,,  определяется соотношениями 

             ,cos,sinsin,sincos   zyx        (5.20) 

где  .0;20;0      

92 
         Дифференциал объёма в сферических координатах выражается  как 

                                                  .sin2  ddd  
Формула замены переменных в тройном интеграле имеет вид: 

   
VV
fdxdydzzyxf ,sincos,,   

               .sincos,sinsin 2  ddd                 (5.21) 
     П р и м е р   5.3 
     Вычислить  с помощью тройного интеграла объём тела, ограниченного указанными 
поверхностями. Сделать рисунок данного тела и его проекции на плоскость xОy.  

a) xyxyzxz 2,,42,0  ; 

b) ;3,0,922  yzzyx  

c) ,4,1 222222  zyxzyx    

.0,,0  xxyz  
 
     П р и м е ч а н и я   к  п о с т р о е н и ю  р и с у н к а  т е л а .  
     Плоскость в пространстве задаётся общим уравнением вида 

.0 DCzByAx  Если D=0, то плоскость проходит через начало 
координат. Если равен нулю один из коэффициентов A,B,C, то плоскость параллельна 
оси отсутствующей переменной. Если два коэффициента из трёх (A, B, C) равны нулю, то 
плоскость параллельна координатной плоскости, проходящей через оси отсутствующих 
переменных. 
     Если уравнение поверхности не содержит одну из трёх независимых переменных, это 
является признаком того, что поверхность – цилиндрическая, с образующей, 
параллельной оси отсутствующей переменной. Заданное уравнение при этом – 
уравнение направляющей линии. 

    Уравнение сферы радиусом R с 
центром в начале координат имеет вид: 

  .2222 Rzyx   
 
Рисунок 5.11 - Область V и её проекция D  
к примеру 5.3а 
 

 
Решение 

а)  С учётом примечаний, определяем 
виды заданных поверхностей. Так 

уравнение 0z    определяет координатную плоскость  x0y. Уравнение 

42  zx  - уравнение плоскости, проходящей параллельно оси 0y.  Уравнения 

xyxy 2,  задают две цилиндрические поверхности с образующими, 
параллельными оси 0z. Объёмное тело и его проекция на плоскость x0y показаны на 
рисунке 5.11. Объём тела определяем по формуле (5.15): 
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    
 x

x

xx

xV
xdydxdzdydxdxdydzV

22

0

24

0

22

0
24  

    .2
15
3224224

2

0

2
3

2
12

0














  dxxxxxdxx  

b) Одна из граничных поверхностей тела – цилиндрическая, так что проекцией 

тела на плоскость x0y является круг  922  yx   радиусом 3.  Две другие 

граничные поверхности – плоскости  0z  и 3 yz   (рисунок 5.12). Для 
вычисления объёма тела применяем формулу (5.15) в цилиндрической 
системе координат: 

                                              
V

dzrdrdV .  

 Порядок интегрирования в цилиндрических координатах всегда один и тот же: 
.,, rz   Приведём тройной интеграл к повторному используя формулы 

(5.18) и вычислим:                   

    


V

r
dzrdrddzrdrdV

 


2

0

3

0

3sin

0

 





 




2

0

3
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2

0
.27

2
27sin9)3sin( ddrrrd  

              

 
Рисунок 5.12 - Область V к примеру 5.3Ь           Рисунок 5.13 - Область V к примеру 5.3с      
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c) Две поверхности, ограничивающие тело – сферы с радиусом 1 и 2: 

4,1 222222  zyxzyx .  В качестве остальных границ 

служат плоскости .0,,0  xxyz  Тело представлено на рисунке 
5.13.   Для вычисления объёма применяют формулу (5.15) в сферической 
системе координат. 
      Применяя формулы (5.20), найдём уравнения границ тела и приведём 
тройной интеграл к повторному: 

            
V

ddddddV
2

0

2

4

2

1

22 sinsin

 


  

                         .
12
7

3
cos

2

1

32

4

2

0



















  

  

     5.7 Вычисление кратных интегралов в пакете Mathcad 
 
     При вычислении кратных интегралов в математическом пакете Mathcad 
главная сложность – расстановка пределов в повторном интеграле – остается 
заботой пользователя [5]. 
     Покажем примеры вычисления кратных интегралов в пакете Mathcad. Чтобы 
легче было ориентироваться в полученных результатах, будем вычислять 
интегралы, рассмотренные ранее в примерах 5.1, 5.2, 5.3. 

     П р и м е р  5.1 (Mathcad) Вычислить двойной интеграл   
D

dxdyyx2  

двумя способами, если граница области D  задана уравнениями: 

     a) ;; 22 yxxy           b) .;1; 2xyyxy   
Решение в Mathcad 
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     П р и м е р  5.2 (Mathcad) В примере требуется вычислить массу пластины. 
После перехода в полярную систему координат и расстановки пределов 
интегрирования получен повторный интеграл 





cos2

1

2
4

0
sin drrdm . 

     Вычисления выполняем в Mathcad 

 
Результат вычисления выведен в аналитической и числовой формах. 
 
   П р и м е р   5.3 (Mathcad) 
     Вычислить  с помощью тройного интеграла объём тела, ограниченного 
указанными поверхностями.  
     Тройные интегралы записаны в виде повторных и расставлены пределы 
интегрирования. Далее указаны интегралы и их вычисление в Mathcad. 
     a) Интеграл в декартовых координатах 

          



xx

xV
dzdydxdxdydzV
24

0

22

0
 

     

     b) Интеграл в цилиндрических координатах 
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   
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
V

r
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   c)   Интеграл в сферической системе координат 

   
V

ddddddV
2

0

2

4

2

1

22 sinsin

 


  

 
     П р и м еч а н и е  – при вычислении интегралов в пакете Mathcad сохранены 
обозначения цилиндрических и сферических координат, что, вообще говоря, не 
обязательно. 
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      Глава 3.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

                         НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

      3.1  Определение функции нескольких переменных. Области, 
линии и поверхности уровня 

 
     Если каждой паре ),( yx  значений двух, независимых друг от друга, 

переменных величин x  и y , из некоторой области их изменения D , 

соответствует определённое значение величины U , то говорят, что U  есть 
функция двух переменных x  и y , определённая в области D . 

     Функция двух переменных обозначается так: ),(),,( yxfzyxfU  . 
Функция может иметь не только две, но и три и более независимых 
переменных, например,      ),,,( tzyxfU  .   
     Всё новое, что возникает в дифференциальном исчислении при переходе от 
функции одной переменной к функции нескольких переменных, свойственно 
уже функции двух переменных. Поэтому рассматриваем функцию двух 
переменных с кратким обобщением на функции нескольких переменных. 
     Совокупность пар ),( yx  значений x  и y , при которых определяется 

функция ),,( yxfU   называется областью существования или областью 

определения этой функции. При этом пара ),( yx  определяет точку ),( yxM  
в области существования. Следовательно, область определения – часть 
плоскости xOy . Окрестностью точки ),( yxM  является открытый круг  
малого радиуса с центром в этой точке. 
     В области D  существует множество точек, в которых функция 

),,( yxfU   принимает одинаковые значения. Пусть ConstCU  . 

Тогда уравнение Cyxf ),(  определяет линию в плоскости xOy , во всех 

точках которой CU  . Такая линия называется линией уровня. Если задана 
функция трёх переменных  zyxfU ,, , то уравнение   Czyxf ,,  

определяет поверхность в пространстве, во всех точках которой CU  . Такая 
поверхность называется поверхностью уровня. 
 

      П р и м е р  3.1  Пусть 22 2yxU  . Значениям функции 

9,4  UU  соответствуют линии уровня  42 22  yx , 

92 22  yx .  Это эллипсы, канонические уравнения которых  
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                   
.1

5,43
,1

22 2

2

2

2

2

2

2

2


yxyx
 

 

     3.2  Частные приращения и частные производные. Теорема о 
равенстве частных смешанных производных 

     Если независимой переменной x  функции ),( yxfU   дать приращение 

x  не изменяя при этом вторую переменную y , то функция U  получит 

частное приращение по x : ).,(),( yxfyxxfUx   

Аналогично определяется частное приращение функции U  по переменной 
y : 

                          ).,(),( yxfyyxfUy   

     Частной производной по x  функции ),( yxfU   называется предел 
отношения частного приращения функции по переменной x , к приращению 
аргумента x  при стремлении последнего к нулю. 
     Частная производная обозначается одним из символов: 

           
x
UyxfU xx 
,,,  . 

Таким образом, 

            
x

yxfyxxf
x
UU

x
x

x
x 










),(),(limlim
00

.            (3.1) 

Аналогично, частная производная по y 

            .),(),(limlim
00 y

yxfyyxf
y
U

U
y

y

y
y 










            (3.2) 

      Из определений (3.1) и (3.2) следует, что частная производная по одной 
переменной вычисляется при условии, что другие независимые переменные 
являются постоянными величинами. Все правила  дифференцирования 
функции одной переменной сохраняются. 
     П р и м е р  3.2   Дана функция двух переменных, найти её частные 
производные. 

                      yxxyxyyxU 32 22  . 
Решение 

  .322,122 22  xyxxUyyxyU yx  
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   Частные производные  yx UU  ,  функции двух переменных в общем случае 
также являются функциями двух переменных, которые можно 
дифференцировать по каждой независимой переменной. При этом получим 
четыре производных второго порядка: 

           .,,, yyyyxyyxyxxyxxxx UUUUUUUU   

 Частные производные  yxxy UU  ,  называют смешанными. 

     П р и м е р  3.3      yxyxz 32sin2  . 
Решение 

Определяем первые и вторые  частные производные:  

 yxxyzx 32cos22  ,    )32cos(32 yxxz y  ; 

 )32sin(42))32cos(22( yxyyxxyz xxx  ; 

)32sin(9))32cos(3( 2 yxyxxz yyy  ; 

)32sin(62))32cos(22( yxxyxxyz yxy  ; 

).32sin(62))32cos(3( 2 yxxyxxz xyx   

     Равенство в примере двух частных смешанных производных  yxxy zz   
не является случайным. На этот счёт существует теорема о равенстве 
частных смешанных производных: 
      Если функция ),( yxfU   и её частные производные первого и второго 

порядка определены и непрерывны в некоторой области D , то    

yxxy ff  . 

     Частные производные обозначаются также символами 2

2
,
y
U

x
U







,  
yx
U


2
,  

что позволяет указать по какой независимой переменной определяется частная 
производная.  
  

     3.3   Полное приращение и полный дифференциал 
 
     Если в функции  ),( yxfU   обе независимые переменные получают 
приращение, то функция получает полное приращение    

             yxfyyxxfU ,,   .                                    (3.3) 
     Главная часть полного приращения функции называется полным 
дифференциалом функции, обозначается  dU   и вычисляется по формуле 
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                                  yUxUdU yx  .                                      (3.4) 
     Полный дифференциал отличается от полного приращения на бесконечно 
малую высшего порядка малости.  При малых значениях  yx  ,  имеет 

место приближённое равенство UdU  ,  которое используется  при 
приближённом вычислении функции в приращённой точке: 

       .),(, yUxUyxfyyxxf yx                   (3.5) 
 
     Для функции трёх переменных  ),,( zyxfU    полный дифференциал 
вычисляется по формуле 

                                  .zUyUxUdU zyx                    (3.6) 
 
     П р и м е р  3.4  Заменяя приращение функции дифференциалом, 

приближённо вычислить      .03,1 96,2  
Решение 

     Рассматриваем функцию двух переменных  yxU  . Исходными 

значениями независимых переменных принимаем 3,1  yx . Тогда их 

приращения  .04,0;03,0  yx    Значение функции в исходной 

точке  .11)3;1( 3 U   Полный дифференциал вычисляется в исходной  
точке. 

       ,ln1 yxxxxyyUxUdU yy
yx  

 

        .09,0)04,0(0103,013
3
1













y
x

dU  

Теперь по формуле (3.5) вычисляем заданное число как значение функции в 
приращённой точке: 

          .09,109,01)3;1(03,1 96,2  dUU  
      
     Приращения независимых переменных  x  и y  называют 

дифференциалами независимых переменных и обозначают dxx  , 
dyy  . Тогда выражение полного дифференциала примет вид 
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      dy
y
Udx

x
UdyUdxUdU yx 







 .            (3.7) 

     Полный дифференциал функции нескольких переменных, как и 
дифференциал функции одной переменной, обладает свойством 
инвариантности формы. Это выражается в том, что формула  (3.7) 
справедлива не только когда переменные x  и y  -  независимые, но и в том 
случае, когда переменные x  и y  сами являются функциями независимых 
переменных. 

     3.4   Дифференцирование неявной функции 
 
     Функция двух независимых переменных yx,  называется неявной, если она 
определяется из неразрешенного уравнения, связывающего аргументы и 
функцию U :     0,, UyxF . Часто разрешить это уравнение невозможно 
или нецелесообразно.  При этом можно определить частные производные 
функции. 
     Пусть задана неявная функция уравнением   0,, UyxF . Определяем 
полный дифференциал от левой и правой частей уравнения. С учетом 
свойства инвариантности формы полного дифференциала, получим 

                            0









 dU

U
Fdy

y
Fdx

x
F

, 

откуда                dy
UF
yFdx

UF
xFdU 








 . 

Но полный дифференциал функции U  определяется по формуле (3.7) 

dy
y
Udx

x
UdU








 . Приравняем выражения при одинаковых 

дифференциалах dx  и dy : 

                     
UF
xF

x
U








,          
UF
yF

y
U








.                               (3.8) 

 
     П р и м е р  3.5  Определить частные производные первого порядка  неявной 

функции z , заданной уравнением  033 32  zezyx . 
Решение 

Обозначим   zezyxzyxF  33,, 32 . 
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    Тогда x
x
F 2



,  29y
y
F





, ze
z
F



 3 . Подставляем найденные 

частные производные в формулы (3.8). 

 ze
x

zF
xF

x
z











3
2

,      
ze

y
zF
yF

y
z











3
9 2

. 

      

     3.5  Производная по направлению 
 

     Частные производные yx UU  ,  от функции ),( yxfU   

определяют скорость изменения функции в направлении осей Ox , Oy .  Если 

требуется знать скорость изменения функции в заданной точке ),( 00 yxM  

в направлении, образующем угол   с осью Ox , то эта задача  решается 
нахождением  производной по направлению. 

     Определение. Производной  00 , yxf  функции ),( yxfU   в 

точке  000 , yxM  в направлении   называется предел отношения 

приращения U  функции, возникшего при 

перемещении точки M  из положения 0M  
вдоль луча, составляющего угол   с 
положительным направлением оси Ox , к 
величине   такого перемещения, когда   
стремится к нулю.   

       



Uyxf 


0

00 lim,  

 Рисунок 3.1 – К определению производной по направлению 
     Из рисунка 3.1 следует, что  sin,cos  yx .  Используя 
эквивалентность полного приращения функции и полного дифференциала, из 
определения производной по направлению получим: 

  
   

 


yMfxMfdUUyxf yx 







00

000
00 limlimlim, = 

   





sincos
lim 00

0

MfMf yx 



. Окончательная формула для 

вычисления производной по направлению: 
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      .sin,cos,, 000000   yxfyxfyxf yx           (3.9) 
    
     П р и м е р  3.6  Вычислить в точке )2;1(M  производную от функции  

12  xyU  в направлении, составляющем угол 
6


 с осью 0x. 

Решение.          
6

sin2
6

cos)( 2 
 MM xyyMU  

.322
2
122

2
34   

 

     3.6  Градиент и его свойства 
 
     Наибольший интерес представляет вопрос  о направлении быстрейшего 
возрастания функции U в точке M. Вопрос просто решается с помощью вектора  
- градиента функции U. 
      Градиентом  функции ),( yxfU   в данной точке ),( yxM  называется 

вектор, расположенный в плоскости xOy  с началом  в точке ),( yxM  

     jyxfiyxfyxgradU yx

 ),(),(),( .                      (3.10) 

     Представим выражение для производной по направлению   (3.9) как 
результат скалярного произведения двух векторов: вектора градиента (3.10) и  

вектора ji

  sincos , который  имеет длину, равную единице и с 

осью Ox  образует угол  . Действительно, 

       


0000 ,, yxgradUyxf     .sin,cos, 0000   yxfyxf yx  

     По определению скалярного произведения cos baba


, запишем 

     coscos, 00  gradUgradUyxgradU 
, где   - угол 

между векторами. Скалярное произведение принимает наибольшее значение, 
когда 1cos  , т.е. когда 0 .  
     Тем самым доказано основное свойство градиента: направление 
градиента функции в точке является направлением быстрейшего возрастания 
функции, его модуль равен наибольшей скорости возрастания  U   в заданной 
точке. 
     
     Другое свойство градиента: он перпендикулярен касательной линии уровня, 
проходящей через точку начала градиента. 
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      Иллюстрация свойств градиента – на рисунке 3.2. Показаны линии уровня 

  1; CyxU  , . . .,   4; CyxU  , причем 

4321 CCCC  .  Через точку 0M , 

лежащую на линии с уровнем 2C  
проведены касательная и градиент, 
которые перпендикулярны друг другу. 
Градиент направлен в сторону 
возрастания функции  yxU , .     
      
 
 

  Рисунок 3.2 – Свойства градиента 
       Для функции трех переменных  zyxfU ,,  градиент вычисляется по 
формуле: 

  kzyxfjzyxfizyxfzyxgradU zyx

 ,,),,(),,(),,( . (3.11) 

     П р и м е р  3.7  Дана функция  ,3 22 yyxZ   точка  2;1 A  и 

вектор ).6;3(a  

Найти: 1) gradZ  в точке A;  2) производную в точке A по направлению 

вектора a . 
Решение 

1) По формуле градиента           ,,, jyxZiyxZgradZ yx


  

         .712
2
1

236 2 ji
y
x

jyxixygradZ













  

2) Производная по направлению вектора a  определяется по формуле 

              ,coscos   yx ZZZ    

где  ,  - углы между вектором a  и осями координат Ox , Oy .  

              .cos,cos
a
a

a
a yx

    

В нашем случае    .
5
2

45
6cos,

5
1

369
3cos 


   

  Ответ:     .
5
52

5
27

5
112 Z  
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     3.7  Экстремум функции двух переменных. Необходимые и 
достаточные условия экстремума  

     
     Точка 0M  называется точкой максимума функции  MU , если значение 
функции в этой точке больше, чем её значение в любой другой точке некоторой 
(хотя бы малой) окрестности точки 0M . Аналогично (с заменой «больше» на 
«меньше») определяется точка минимума функции. 
     Точки минимума и максимума объединяются под общим названием точки 
экстремума. 
     Для функции двух переменных точка M  имеет две координаты  yx; , для 

функции трёх переменных - три координаты  zyx ;; . При этом окрестностью 

точки ),,( zyxM является открытый шар с центром в этой точке. 
     Поиск критических точек, т.е. точек в которых может быть экстремум 
функции ),( yxfU  , производится при помощи необходимого условия 
экстремума: 

                                        







.0),(
,0),(

yxf
yxf

y

x                                                           (3.12) 

Решение системы (3.12) определяет координаты критических точек 
   ,...,,, 2211 yxyx  
      Однако необходимого условия мало для существования точек экстремума. 
Нужно провести исследование критических точек с использованием 
достаточных условий экстремума. 
     Для функции двух переменных ),( yxfU   введём обозначения для 

вторых частных производных в критической точке  000 , yxM : 

          .,,,,, 000000 CyxfByxfAyxf yyxyxx   
Достаточные условия приводим в таблице 2. 
 
Таблица 2 – Достаточные условия экстремума функции двух переменных 
№ Соотношения 

между  A, B, C 
Величина 

A 
Вывод о наличии экстремума 

1 02  BAC  
A<0, (С<0) Максимум в критической точке 

2 02  BAC  
A>0, (С>0) Минимум в критической точке 

3 02  BAC  
A – любое Нет экстремума 

4 02  BAC  
A – любое Требуется дополнительное 

исследование 
                                

52     
 
     П р и м е р  3.8   Найти экстремум  функции двух переменных 

                         .42 32 yxyxZ   
Решение 

 Вычисляем первые частные производные и приравниваем их нулю: 

           




















.016
,

,06
,

,0122
,022

22 yy
yx

yy
yx

yx
yx

 

Получаем две критические точки   0;0  и  







6
1,

6
1

. 

     Вычисляем частные производные второго порядка: 

                  .24,,2,,2, yyxfyxfyxf yyxyxx   
В критической точке (0,0)  A=2, B=-2, C=0.  Следовательно, выражение 

                             042  BAC . 
Согласно пункту 3 таблицы 2  в точке (0,0) экстремума нет. 

Исследуем вторую критическую точку  







6
1,

6
1

:  A=2, B=-2,  C=4. 

                            .04482  BAC  

Согласно пункту 2 таблицы 2 в точке 







6
1,

6
1

 функция имеет минимум.  

     Значение функции в точке минимума – минимум функции: 

108
1

6
14

6
12

6
142

6
1,

6
1 322

6
1,

6
1

32
min 





































yxyxZ . 

 
 
 
 
 
 

- Я смотрю, товарищ студент, вы слишком 
умный. 
- Кто, я? 
- Ну, не я же! 
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     Глава 1.   НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 
     1.1 Первообразная. Неопределённый интеграл и его свойства 
    
     О п р е д е л е н и е  1. Функция )(xF  называется первообразной  от 

функции )(xf  на отрезке  ba; , если  для всех  bax ;  выполняется 
равенство 

                                            ).()( xfxF                                                   (1.1) 
     Определение первообразной от заданной функции называется 
интегрированием этой функции. Интегрирование - действие обратное 
дифференцированию и практически более сложное. 
     Первообразная для заданной функции не является единственной. Так, 

xxF cos)(   - первообразная для функции xxf sin)(  , так как 

  xx sincos  . Но и    xx sin5cos  .   Пример показывает, что 

если известна одна первообразная  )(xF , то любая другая имеет вид  

CxF )( , где C  - произвольная постоянная.  

     Теорема. Если )(1 xF  и )(2 xF  - две первообразные от функции  xf  на 

отрезке  ba; , то разность между ними равна постоянному числу. 
 
     О п р е д е л е н и е  2. Если функция )(xF  является первообразной для  

)(xf , то выражение CxF )(  называется неопределённым интегралом и 
обозначается 

    .dxxfCxF                                             (1.2) 

Здесь )(xf  - подынтегральная функция, dxxf )(  - подынтегральное 

выражение, x  - переменная интегрирования, dx  - дифференциал переменной 
интегрирования. 
     Из определений (1.1), (1.2) и правил дифференцирования  вытекают 
свойства неопределённого интеграла. 
 
1. Производная от неопределённого интеграла равна подынтегральной 

функции: 

                 xfCxFdxxf 


 . 
2. Дифференциал от неопределённого интеграла равен подынтегральному 

выражению: 
                   dxxfdxxFCxFddxxfd  . 
 

5 
 
3. Неопределённый интеграл от дифференциала некоторой функции  равен  

этой функции плюс произвольная постоянная:      
        CxFdxxfxdF . 

4. Неопределённый интеграл от алгебраической суммы функций равен 
алгебраической сумме интегралов этих функций:  

           dxxqdxxfdxxqxf .  Последнее равенство 
справедливо с точностью до произвольной постоянной. Если найти 
производные от левой и правой частей равенства 

            )()( dxxqdxxfdxxqxf , то        xqxfxqxf  . 

5. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла: 
     dxxfadxxaf , где consta . 

       С л е д с т в и е  с в о й с т в  4 и 5 – неопределенный интеграл линейной 
комбинации конечного числа функций равен линейной комбинации 
интегралов этих функций  ( kaaa ,...,, 21 - постоянные числа): 

      dxfadxfadxfadxfafafa kkkk ...... 22112211 . 

6. Если    CxFdxxf )()( , то    CUFdUUf )()( , где )(xU  - 
произвольная дифференцируемая функция. Это свойство есть следствие 
свойства инвариантности формы дифференциала функции, согласно 
которому       dUUfdUUFUdF  , если      dxxFxdF  

 dxxf .  
   

     1.2  Таблица интегралов и табличное интегрирование 
 
      Метод табличного (непосредственного) интегрирования заключается в 
том, что с помощью эквивалентных преобразований подынтегральной функции 
и на основании свойств неопределённого интеграла заданные интегралы 
преобразуются в табличные. Это даёт возможность непосредственно записать 
первообразную. 
     П р и м е р  1.1   Найти неопределённый интеграл 

       





 

 xdxdxxdx
x
xxx sin412sin4 22

 

       .ln2cos4
3

2
3

Cxxxx
x
dxdx     

     При интегрировании были использованы свойства №3, 4, 5  
неопределённого интеграла и табличные интегралы №1, 2, 5. 
     Значения интегралов от основных элементарных функций получены на 
основе формул дифференцирования. 
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Таблица 1 – Таблица интегралов 

 

1. 1,
1

1






nC

n
xdxx
n

n
     9.   .tg

cos2
Cx

x
dx

 

2. .ln Cx
x
dx

                   10.    .ctg
sin2

Cx
x

dx
 

3.   .
ln

C
a

adxa
x

x
                11.    .

2
tgln

sin
Cx

x
dx

 

4.    .Cedxe xx
                      12. .

42
tgln

cos
Cx

x
dx







 


    

5.    .cossin Cxxdx          13.   


.arcsin
22

C
a
x

xa

dx
                                                                     

6.   .sincos Cxxdx           14.   


Caxx
ax

dx 22
22

ln  

7. Cxxdx  coslntg         15.   






.ln
2
1

22 C
ax
ax

aax
dx

 

8   .sinlnctg Cxxdx           16.  


C
a
x

axa
dx arctg1

22 . 

 

17.   





C
a
x

aaxa
x

xa
dx arctg

2
1

)(2)( 3222222  

 
     Из свойств дифференциала вытекает, что )( bxddx   и )(1 axddx a , 

где a и b - постоянные величины. Поэтому из свойства №6 неопределенного 
интеграла  следуют формулы, полезные при нахождении неопределенных 
интегралов:  если    CxFdxxf )()( , то 

       CaxF
a

dxaxf )(1)( ;                                             (1.3) 

       CbxFdxbxf )()( ;                                        (1.4) 

7 

     CbaxF
a

dxbaxf )(1)( .                               (1.5) 

          П р и м е р  1.2   Найти неопределённые интегралы a)  xdx4cos ;   

b)    dxx 3652 . 
Решение 

a)   По формуле (1.3): Cxxdx  4sin
4
14cos , так как Cxxdx  sincos .  

b) По формуле (1.5)     Cxdxx 


 37
52

2
152

37
36 , так как 

  Cxdxx
37

37
36 . 

 
   
     1.3  Интегрирование по частям     
 
     Не существует формулы, выражающей интеграл от произведения функций 
через интегралы от сомножителей. Но иногда интеграл от произведения 
функций можно вычислить по формуле интегрирования по частям. 
     Пусть  xUU   и  xVV   - дифференцируемые функции. Тогда 

дифференциал произведения    UdVVdUVUd  . Проинтегрируем обе 
части формулы: 
         UdVVdUUVd     UdVVdUUV . Окончательно, 
получим формулу 

.  VdUUVUdV                                         (1.6) 
Формула (1.6) называется формулой  интегрирования по частям. 
 
     Метод интегрирования по частям заключается в следующем. 
     Подынтегральную функцию исходного интеграла рассматриваем как 
произведение функции U и дифференциала некоторой функции dV ,  За  
дифференциал dV  мы должны выбрать выражение, для которого сможем 
найти первообразную.  
     После этого применяем формулу (1.6). Применять формулу имеет смысл в 
том случае, когда  интеграл VdU  окажется проще исходного или подобен 
ему. 
     Для получения окончательного результата иногда требуется применить 
метод последовательно несколько раз. 
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     П р и м е р  1.3   Найти интеграл   .cos xdxx  
Решение 

     Положим   xU  ,  xdxdV cos .   Тогда  dxdU  , 

  xxdxV sincos .  Произвольную постоянную учтем, когда получим 
первообразную для исходного интеграла. Применяем формулу (1.6): 

        .cossinsinsincos Cxxxxdxxxxdxx  
     Методом интегрирования по частям вычисляются интегралы следующих 
типов (список интегралов можно расширить). 

1.   dxex axn .                                6.  bxdxxn arcsin  

2.   bxdxxn sin                             7.  bxdxxn arccos  

3.   bxdxxn cos                            8.  bxdxxnarctg  

4.   bxdxeax sin                            9.  bxdxxnarcctg  

5.   bxdxeax cos                          10.  bxdxxn ln  
     П р и м еч а н и я :  

1) в интегралах 1, 2, 3 за функцию U  следует принимать nx  (вместо 

сомножителя nx  в интеграле может стоять многочлен по степеням x , см. 
§1.6);  

2) в интегралах 6 - 10 следует принять dxxdV n ; 
3) в интегралах 4, 5 безразлично, что принимать за U , но формула 

применяется дважды.  
 
     Последнее примечание рассмотрим на примере. 

     П р и м е р  1.4  Найти интеграл  xdxe x sin2 . 
Решение 

     Обозначим xeU 2 , xdxdV sin . Тогда dxedU x22 , 

  xxdxV cossin .  Применяем формулу интегрирования по частям: 

  xdxeexxdxe xxx cos2cossin 222 













xVxdxdV
dxedUeU xx

sin,cos
;2, 22

 

   xdxeexex xxx sin2sin2cos 222

 xdxexexe xxx sin4cossin2 222 . 

9 
 

     Таким образом, после двукратного применения формулы в правой части 
появился исходный интеграл:  

 xdxe x sin2  xdxexexe xxx sin4cossin2 222 . 
«Интеграл вернулся». Его и называют «возвратным». Получили уравнение 
относительно исходного интеграла. Перенесем «возвратный» интеграл в левую 

часть.      xdxe x sin5 2 xexe xx cossin2 22  . Окончательно, прибавив 
произвольную постоянную, получим:  

 xdxe x sin2 Cxxe x  )cossin2(
5
1 2 . 

 
     1.4  Интегрирование подстановкой 
 
      Пусть требуется вычислить интеграл  dxxf )( , причем первообразную 

нельзя подобрать непосредственно по таблице. Сделаем замену переменной 
по формуле )(tx  , где )(t  - непрерывная функция с непрерывной 
производной, имеющая обратную функцию. Тогда справедливо равенство 
                                         dtttfdxxf )())(()(  .                                   (1.7) 

Равенство (1.7) подразумевает, что после интегрирования в правой части 
равенства вместо t  будет подставлено выражение через x . 

     П р и м е р  1.5   Найти интеграл 
 32 )4( x

dx
.       

     Решение. В последующем изложении показано, что для такого интеграла 
нужно применить подстановку tx sin2 . Тогда tdtdx cos2 , 

tx 332 cos8)4(  . Интеграл с новой переменной – табличный: 

 C
x

xCt
t

dt

x

dx






 2232 44

1tg
4
1

cos4
1

)4(
. 

 
     Иногда замену переменной целесообразнее подбирать не по формуле 

)(tx  , а по формуле )(xt  .  
 

    П р и м е р  1.6    Найти интеграл   dxxx  23 )1( . 
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Решение.      Обозначим 31 xt  . Тогда dxxdt 23 . Умножим и разделим 
интеграл на 3, получим 

CxCdttdxxx t   232
9
2

233
1

3
123 )1(1

23
. 

 
     При подстановке )(xt   применяется приём подведения функции под 
знак дифференциала,  основанный на свойстве №6. С учётом того, что 
дифференциал функции определяется по формуле 
                                        dxxfxdf )()(  , 
в подынтегральном выражении нужно отыскать функцию, которую принимаем 
за )(xf   и подводим под знак дифференциала. 

     Пример 1.7   Найти интеграл  dx
x
xln

. 

 Решение. В подынтегральном выражении )(ln1  x
x

, поэтому 

)(ln1 xddx
x

 , выражение подводится под знак дифференциала. Затем 

выбираем подстановку xt ln , которая делает интеграл табличным. 

   CxCttdtxtxxddx
x
x

2
ln

2
)ln()(lnlnln 22

. 

 
     1.5  Интегрирование простейших рациональных дробей 
     
  Различают 4 типа простейших рациональных дробей.  

1. Простейшая дробь 1-го типа имеет вид 
ax

A


, где A  - коэффициент,  a - 

действительный корень знаменателя. Интеграл от дроби 1-го типа приводится 
к табличному интегралу: 

              CaxA
ax
axdAdx

ax
A






  ln)(

.                         

2. Простейшая дробь 2-го типа имеет вид kax
A
)( 

, где A  - коэффициент,  

a - действительный корень знаменателя кратности k . Интеграл от дроби 2-го 
типа приводится к табличному интегралу: 

    C
k
axAaxdaxAdx

ax
A k

k
k 







 




1
)()()(

)(

1
. 

11 

    3.  Простейшая дробь 3-го типа имеет вид  
qpxx

BAx



2 , где BA,  - 

коэффициенты,  знаменатель дроби не имеет действительных корней, его 
дискриминант 0D . 
     При интегрировании дроби вначале в числителе нужно выделить 
дифференциал знаменателя (если 0A ). 

  













   qpxx

qpxxdAdx
qpxx

Bpx
dx

qpxx
BAx

ApA

2

2

2
22

2
)(

2
)2(

 




  )ln(
2

)( 2
22 qpxxA

qpxx
dxB Ap

12 )( IB Ap   

     Интеграл 



qpxx

dxI 21   превращается в табличный, если в 

знаменателе выделить полный квадрат суммы или разности и применить 

подстановку Ux p  2 .    

22
4

2
2442

22 )()(2
222

RUqxqxxqpxx ppppp  . 

Так как дискриминант знаменателя 042  qpD , то  0)( 4
2 2

 pqR . 

Таким образом, 





  C
R
U

RRU
dU

qpxx
dxI arctg1

2221  

C
R
px

R





2arctg1
. 

 
     П р и м е р  1.8 

   















  54

54
2
3

54

6742

54
73

2

2

2
2
3

2 xx
xxddx

xx

x
dx

xx
x

 

  
 

   








12
21354ln

2
3

54
13 2

2
2 x

xdxx
xx

dx
  

     .2arctg1354ln
2
3 2 Cxxx   

     Использованы табличные интегралы №2 и №16. 
     П р и м еч а н и е  – если знаменатель дроби 3-го типа имеет действительные 
корни, то дробь не считается простейшей. Однако и в этом случае можно 
применять рассмотренный способ интегрирования, что показано в примере 1.9. 
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       П р и м е р  1.9 

     
 

   






 22222 3

1
3182 U

dUUx
x

dx
xx

dx
 

 .
4
2ln

6
1

13
13ln

6
1

3
3ln

6
1 C

x
x

x
xC

U
U













  

 

4.  Простейшая дробь 4-го типа имеет вид  kqpxx
BAx

)( 2 


, где BA,  - 

коэффициенты,  знаменатель дроби не имеет действительных корней, его 
дискриминант 0D . Выделяя в знаменателе полный квадрат, придем к дроби 

вида kkk aU
B

aU
UA

aU
BUA

)()()( 22
1

22
1

22
11










. Интеграл от первого 

слагаемого  







k
aUA

aU
UdUA k

k 1
)(

2)(
2

2

122
1

22
1 .  

     При интегрировании второго слагаемого для 2k  используется 
табличный интеграл 17.  При 2k   используется рекуррентная формула [1]: 

   







 1222122222 )()1(2
32

))(1(2)( kkk aU
dU

ka
k

aUka
U

aU
dU

 

 
 
     1.6   Разложение многочлена на множители 
    
     О п р е д е л е н и е .  Многочленом (полиномом) от x  называется функция 
вида: 

                    01
1

1 ... AxAxAxAxf n
n

n
n  

 .                     

Здесь n  - целое положительное число,  0,...,AAn  - коэффициенты, 
действительные или комплексные. Число n  называется степенью многочлена. 
     Корнем (нулем) многочлена называется такое значение x , при котором он 
обращается в нуль. 
     Любой многочлен можно представить в виде произведения линейных 
множителей (разложить многочлен на множители). Это утверждение 
базируется на следующих основных теоремах. 
 
     Теорема 1 (теорема Безу).  При делении многочлена  xf  на разность 

 ax   получается остаток, равный  af . 
 

13 
     . 
     Следствие теоремы Безу.   Если a  - корень многочлена  xf , то есть 

  0af ,  то  xf  делится без остатка на  ax  . При этом 

     xfaxxf 1 . 
 
     Теорема 2 (основная теорема алгебры).  Всякий многочлен  xf  имеет, 
по крайней мере, один корень – действительный или комплексный. 
 
  
     Теорема 3.  Всякий многочлен n  - й степени на множестве комплексных 
чисел разлагается на n  линейных множителей вида  ax   и множитель, 

равный старшему коэффициенту nA : 

                 nn axaxaxAxf  ...21 . 
 
     Теорема 4.  Если многочлен  xf  с действительными коэффициентами 

имеет комплексный корень iba  , то он имеет и сопряженный корень iba  .   
     При перемножении линейных множителей с сопряженными комплексными 
корнями получается квадратный трехчлен с действительными 
коэффициентами и отрицательным дискриминантом:      

        22 ibaxibaxibax )(2 222 baaxx  . 
 
 
     И з  т ео р ем  1  –  4  с л ед у е т  в ы в о д : многочлен с действительными 
коэффициентами разлагается на множители с действительными 
коэффициентами первой и второй степени. Множители первой степени 
соответствуют действительным корням многочлена. Среди действительных 
корней могут быть кратные (одинаковые). Множители второй степени 
соответствуют парам комплексных сопряженных корней. Пары комплексных 
корней также могут быть кратными. 
 

         mk
n qxpxqxpxbxaxAxf 22

2
11

2 .........  .       (1.8) 
 

В записанном выражении  (1.8)  a  - действительный простой корень, b  - 

действительный корень кратности k , множитель  11
2 qxpx   

соответствует простой паре комплексных сопряженных корней, множитель 

 mqxpx 22
2   соответствует паре комплексных сопряженных корней 

кратности m . 
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1.7   Разложение рациональной дроби на сумму элементарных 
дробей 

 
     Рациональной дробью  называют частное двух многочленов одного и того 
же аргумента  

       ,
...
...

)(
)(

01
1

1

01
1

1

axaxaxa
bxbxbxb

xP
xG

n
n

n
n

m
m

m
m




 






             (1.9) 

где  ,...,,...,, 1010 bbaa - действительные числа. 
     Рациональная дробь (1.9) называется  правильной, если mn  . При 

nm   дробь называется неправильной, в этом случае делением числителя на 
знаменатель можно выделить целую часть, которая будет многочленом 
степени  mn   и дробный остаток, который является правильной дробью. 
Такую процедуру называют выделением целой части.  

 
     П р и м е р  1.10  В неправильной рациональной дроби выделить целую часть 
и правильный рациональный остаток:  

 
  14

1757
23

234






xxx
xxxx

xP
xG

. 

Решение 
     Разделим числитель на знаменатель «уголком».  

В результате получим: 
 
   

14
203163 23

2






xxx
xxx

xP
xG

. 

 
     Пусть дробь (1.9) - правильная. Предположим, что её знаменатель )(xP  
можно разложить на множители 

        ..........)( 22
21

rk
n cbxxqpxxxxxxaxP   

   (1.10) 

15 
 
Здесь 1x - простой корень многочлена )(xP , 2x  - корень кратности  .k  

Квадратные трёхчлены  cbxxqpxx  22 ,  не имеют 
действительных корней.  Тогда правильную дробь (1.8) можно представить 
суммой простейших дробей. 
 

Зависимость  типа простейшей дроби от характера корней 
знаменателя 

1. Каждому простому действительному корню соответствует простейшая 
дробь 1-го типа. 

2. Каждому кратному действительному корню кратности k  соответствует  
одна дробь 1-го типа и )1( k  дробей 2-го типа, показатель степени 

знаменателя которых возрастает от 2-й до k -й. 
3. Каждой простой паре комплексных сопряженных корней соответствует 

простейшая дробь 3-го типа. 
4. Каждой кратной паре комплексных сопряженных корней соответствуют 

простейшие дроби 3-го и 4-го типа.  

   
.........

)(
)(

2
2

2

2

2

1

1
































 k
k

xx
B

xx
B

xx
B

xx
A

xP
xG

    
....

22
11

2 






































 r

rr

cbxx

NxM
cbxx

NxM
qpxx

DCx
         (1.11) 

Выражения в каждой квадратной скобке соответствуют каждому множителю в 
разложении (1.10). 
 
     Неизвестные коэффициенты   ,,...,, 11 kBBA   ,,, 1MDC  

rr NMN ,,...,1   определяются путём приведения правой части (1.11) к 
общему знаменателю. 
     Затем используют равенство числителей полученной и исходной дроби, 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  x . 
     Другой прием заключается в том, что переменной x  в равенстве 
числителей задают ряд числовых значений, причем «удобными» значениями 
являются действительные корни знаменателя. 
     И в том и в другом случае образуется система алгебраических уравнений 
относительно неизвестных коэффициентов.  
      П р и м е р  1.11    Разложить на простейшие дроби         

                             .
)1()1(

4
22

2




xxxx
x
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Решение 

     Простому корню знаменателя x=0 соответствует одна простейшая дробь,  
корню x=-1 кратности 2 соответствуют две простейшие дроби. Квадратный 

трёхчлен  12  xx   не имеет действительных корней, ему соответствует 
одна простейшая дробь, в числителе которой  - линейный двучлен. 

      
.
1)1(1)1(1

4
2222

2
















xx
EDx

x
C

x
B

x
A

xxxx
x

 

Приводим правую часть к общему знаменателю, приравнивая затем числители 
левой и правой частей. Получим тождество: 

      
     .11

11114
22

2222





xEDxxxxCx

xxxBxxxxAx
 

Подставляя в тождество различные значения  x, получаем уравнения 
относительно неизвестных коэффициентов (в первую очередь используем 
значения x , равные корням знаменателя 0 и -1). 

     Пусть  0x , тогда 4,4  AA . 

Пусть  1x , тогда 3,3  CC . Задавая далее  2,2,1 x , 
получаем систему уравнений: 

                              












.1523
,35367
,18223

EDB
EDB
EDB

 

Решаем систему одним из методов (Крамера, Гаусса или матричным). Получим  
1,4,8  EDB . Запишем окончательный вид разложения 

заданной дроби на простейшие: 

        .
1
14

)1(
3

1
84

)1()1(
4

2222

2
















xx
x

xxxxxxx
x

 

 
В ы в о д  

     Определение интеграла от рациональной дроби производят в следующей 
последовательности. 
1. Выясняют, правильная дробь, или неправильная. Если дробь правильная, 

переходят к пункту 2. Если дробь неправильная, то выделяют целую часть 
и правильную рациональную дробь.  

2. Знаменатель правильной рациональной дроби разлагают на простейшие 
множители. 

3. Правильную рациональную дробь представляют суммой простейших 
дробей 1-4 типов и определяют неизвестные коэффициенты. 

4. Интеграл от исходной дроби равен сумме интегралов от целой части и 
простейших дробей. 
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     1.8   Интегралы от иррациональных функций 
 
   1.  Если подынтегральная функция является рациональной функцией R  

переменной x  в дробных степенях,  dxxxxR q
p

m
n















,...,, , то применяется 

подстановка  
rtx   где  r  - общий знаменатель дробей  q

p
m
n ,..., . 

          Знак рациональной функции показывает, что над переменной x  в 
дробных степенях производятся только рациональные операции (сложение, 
вычитание, умножение, деление). 
     П р и м е р  1.12 

   


























1

66
6

3

23

5

5

6

3
1

2
13 t

dtt
tt
dtt

dttdx
tx

xx

dx
xx

dxI . 

Подынтегральная функция – неправильная рациональная дробь. Выделим 

целую часть:       
1

11
1

2
3




 t
tt

t
t

. 

         








  1ln66

2
6

3
6

1
116

23
2 ttttdt

t
ttI  

                .1ln6632 663 Cxxxx   

 
         2.  Если подынтегральная функция является рациональной функцией R  

выражений в дробных степенях,      dxbaxbaxxR qpmn  ,...,, , то  

применяется подстановка  rtbax  )(  где  r  - общий знаменатель дробей 

q
p

m
n ,..., . 

 
     П р и м е р  1.13 

  


 tdtdxtxtxdx
x
xI ),3(,32

32
2

2
12

  


 dtttdt
t

t )3(
2
1)3(

2
1 2

2
 3

3
)32(

6
1

2
3

6
xCtt
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           Cx  32
2
3

. 

 
      3.  Если подынтегральная функция является рациональной функцией R  

выражений в дробных степенях,  dx
dcx
bax

dcx
baxxR q

p
m
n





































 ,...,, , то  

применяется подстановка  rt
dcx
bax












,  где  r  - общий знаменатель 

дробей  q
p

m
n ,..., .   Из равенства rt

dcx
bax












 выражают x  и dx  через 

новую переменную t  и записывают интеграл с новой переменной.  
    

     1.9   Интегрирование тригонометрических функций 
 
1.   Интегралы вида  dxxxR cos,sin  всегда можно преобразовать к 

интегралам от рациональной дроби с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки  tx


2
tg . 

     Пусть     tx


2
tg . Тогда  ,arctg2 tx    и 

                                          
1

2
2 


t
dtdx .                                                  (1.12) 

     Функции xsin  и xcos  можно выразить через новую переменную t . 

 
)2(cos)2(sin

)2cos()2sin(2sin 22 xx
xxx


 .  Разделим числитель и знаменатель на 

2
cos2 x .       Тогда   

1
2

tg

2
tg2

sin
2 

 x

x

x , или, окончательно, 

                               
1t
t2sin

2 
x .                                                 (1.13) 
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Аналогично, 

1
2

tg

2
tg1

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

cos
2

2

22

22









 x

x

xx

xx

x . Иначе, 

                                         
1t
t1cos 2

2




x .                                                  (1.14) 

     П р и м е р  1.14  Найти интеграл   xx
dx
cossin

. 

Решение: преобразуем интеграл, используя формулы (1.12), (1.13), (1.14). 

 
 

       








 2222

2

12
2

1112
12

cossin tt
dt

tttt
tdt

xx
dx

 

   
Cx

x

t
t

t

dt













 
2

tg12

2
tg12

ln
2
1

12
12ln

22
2

12

2
22 . 

     Универсальная тригонометрическая подстановка приводит к сложным 
рациональным дробям, когда функции xsin  и xcos  присутствуют в степенях 
выше первой. Поэтому в отдельных частных случаях применяются другие 
подстановки, которые быстрее приводят к цели. 
 

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  в ы р а ж е н и й  
 

1) Интеграл вида   dxxxR cossin  приводится к виду  dttR  

подстановкой dtxdxtx  cos,sin . 
     П р и м е р  1.15    

     





tx
xx

xd
xx

xdx sin
3sin2sin

sin
3sin2sin

cos
22  

 
   















 .

3sin
2sinln

4
1

21
21ln

4
1

21
1

32 222 C
x
xC

t
t

t
td

tt
dt

 

2) Интеграл вида   dxxxR sincos  приводится к виду  dttR  подстановкой 

dtxdxtx  sin,cos . 
     П р и м е р  1.16 

        








Cx
t
dttx

x
xd

x
xdx cosarctg

1
cos

1cos
cos

1cos
sin

222 . 
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3) Интеграл вида  dxxR tg  приводится к виду  
12 

 t
dttR  подстановкой 

1
,arctg,tg

2 

t
dtdxtxtx . 

     П р и м е р  1.17 

 


























 dt

tt
t

dt
t

dx

tx
dx

x
x

)1(5
1

1
1

tg

5tg
1tg

2

2

2

2
.  

Правильную рациональную дробь разложим на сумму простейших дробей. 

 














15)1(5
1

22

2

t
CBt

t
A

tt
t

  )1(5
55

2

22





tt
CCtBtBtAAt

. 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях t  в числителе исходной 
и полученной дроби. 

       












,15
,05
,1

CA
CB
BA

    .
13
5,

13
1,

13
12

 CBA  

 
 

   










 dt
t
t

t
dtdt

tt
t

1
135131

513
12

)1(5
1

22

2
 

 
  













113

5
1
)1(

26
1

5
5

13
12

22

2

t
dt

t
td

t
td

 

   Cttt arctg
13
51ln

26
15ln

13
12 2  

    .tgarctg
13
51tgln

26
15tgln

13
12 2 Cxxx   

 

4)  В интегралах вида  dxxxR mn cos,sin , где показатели степени mn,  - 

четные,  используется подстановка, похожая на универсальную: tx tg .  

Тогда 
1

,arctg
2 


t
dtdxtx ;  

1cossin
sinsin 2

2

22

2
2







t
t

xx
xx ;  

1
1cos
2

2



t

x . 
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       П р и м е р  1. 18 

  











 )1)(12()1(1)1(
)1(1

1sin
cos

22222

2

2

2

tt
dt

t
dt

tt
tdx

x
x

 

   Ctt arctg2arctg2     .tgarctgtg2arctg2 Cxx   
 

5)  Интегралы вида   xdxx nm cossin , где mn,  - целые числа, 
положительные или отрицательные. 
     a) Один из показателей степени – нечетное число, например, 12  pn , 
где p  - целое число. Тогда возможно следующее преобразование: 

        xdxxxdxx
pmpm sinsin1sincossin 212 . Затем tx sin . 

 
     П р и м е р  1.19 

    xdxxxxdxx cossin1sincossin 2434  xxd sinsin 4  

Cxxxxd   756 sin
7
1sin

5
1sinsin . 

 
     b)  Показатели степени положительные и четные: 

.,,2,2,0,0 Nqpqmpnmn    
     При вычислении интеграла применяются формулы понижения степени 

   xxxx 2cos1
2
1cos,2cos1

2
1sin 22  . 

     П р и м е р  1.20 

  xdxxxdxx 2sincos
4
1sincos 2224

    dxxx 4cos12cos1
16
1

 xxx 2sin
32
14sin

64
1

16
1

   dxxx 6cos2cos
32
1

Cxxxx  6sin
192
12sin

64
14sin

64
1

16
1

. 

 
6)  Интегралы от произведения тригонометрических функций 

  mxdxnx coscos ,     mxdxnx cossin ,    mxdxanx sinsin  

вычисляются с использованием формул, которые преобразуют произведение в 
сумму.    Напомним, что  
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    xmnxmnmxnx  coscos
2
1coscos ; 

    xmnxmnmxnx  sinsin
2
1cossin ; 

    xmnxmnmxnx  coscos
2
1sinsin . 

     П р и м е р  1.21 

    xdxxxxdxx 5,5cos
11
15,0sin5,5sin

2
15,2cos3sin  

Cx  5,0cos . 
 

     1.10  Интегрирование иррациональных функций с помощью 
тригонометрических подстановок 

 
     С помощью тригонометрических подстановок вычисляются интегралы вида 

 




  dtcbtattR 2, , то есть содержащие под знаком квадратного корня 

квадратный трехчлен. 
     Путем выделения полного квадрата под знаком радикала и перехода при 
этом к новой переменной x  в зависимости от знака старшего коэффициента 
a  и от знака дискриминанта D  подкоренного выражения возможны 
следующие случаи. 
 1)  Если  0,0  Da , то интеграл преобразуется к виду 

 




  ., 222 dxnxmxR   Подстановка  

um
nx

cos
1

 , du
u
u

m
ndx

2cos
sin

 .  

     П р и м е р  1.22 









 du

u
udx

u
xdxx 2

2

cos
sin

2
3;

cos
1

2
394   

 






  du
u
udu

u
uudu

u
u

u 3

2

222 cos
sin

2
9

cos
sintg

2
9

cos
sin

2
31

cos
19  

 





u
udu

3cos
cossin

2
9

. Последний интеграл вычисляем по формуле 

интегрирования по частям.  
 

23 
 

 Обозначим: 
 

u
uddVuU

3cos
cos,sin  . Тогда ,cosududU   

u
uudV

2
3

cos2
1)(coscos    . Следовательно, 

 












   u

u
u

udu
u

u
u
udu

cos
1tg

4
9

cos2
cos

cos2
sin

2
9

cos
cossin

2
9

223  

 Cxxx
u

du







   43

2arccos
2
1tgln

4
994

2
1

cos4
9 2 

. 

 
2)  Если 0,0  Da , интеграл преобразуется к виду  

 




  ., 222 dxxmnxR   Подстановка  ,sinu

m
nx  udu

m
ndx cos . 

 
     П р и м е р  1.23 

 





  xuududxuxdxx

3
2arcsin,cos

2
3,sin

2
349 2  

      duuuduuduu 2cos1
2
1

2
9cos

2
9cos

2
3sin19 22  

 Cuu 2sin
8
9

4
9 Cuuu  cossin

4
9

4
9

 x
3
2arcsin

4
9

 

Cxx  249
2
1

. 

 
3)  Если  0,0  Da , интеграл преобразуется к виду 

 




  ., 222 dxnxmxR   Подстановка   u

m
nx tg ,  du

um
ndx

2cos
1

  

     П р и м е р  1.24 









 xudu

u
dxuxdxx

3
2arctg;

cos
1

2
3;tg

2
394 2

2  

 









u
du

u
udu

u 32
2

2
2

cos2
9

cos
11tg

cos
1

2
39tg9  
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 
   




u
uud

u
dudu

u
uu

33

22

cos
cossin

2
9

cos2
9

cos
sincos

2
9

(Решение 

второго интеграла рассмотрено в примере 1.22)= 

Cxxx 





 

43
2arctg

2
1tgln

4
994

2
1 2 

. 

 
 
 

   1.11  О функциях, интегралы от которых не выражаются через 
элементарные функции 

     По сути вопроса можно сказать следующее: 
     во-первых, всякая непрерывная на отрезке функция имеет на нем 
первообразную [1];  
     во-вторых, не всякая первообразная может быть выражена комбинацией 
конечного числа элементарных функций.   

     Такие первообразные выражены интегралами  dxex
2

,   dxx2sin ,  

 dx
x
xsin

,   x
dx
ln

 и многими другими.  

     Определение первообразных указанных «не берущихся» интегралов будет 
рассмотрено в разделе «Ряды».  
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