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УДК 51 
Обыкновенные дифференциальные уравнения. Методические указания для 

самостоятельной работы по дисциплине «Высшая математика» студентов 
инженерных и экономических специальностей дневной формы обучения / Сост. 
Н.Г. Плаксина.– Севастополь: Изд-во СевНТУ, 2011. – 68 с. 

 
 
Целью настоящих методических указаний является помощь студенту при 

изучении раздела «Обыкновенные дифференциальные уравнения» дисциплины 
«Высшая математика». Рекомендуется параллельно в работе над этой темой 
пользоваться литературой, приведенной в конце методических указаний. Большое 
внимание уделено вопросу  составления дифференциальных уравнений по условию 
задачи. 

Кроме методических указаний по решению дифференциальных уравнений 
первого и высших порядков, данная работа содержит вопросы для самопроверки, 
отдельные упражнения и расчетную часть - варианты индивидуальных заданий, 
которые можно использовать для проведения индивидуализированных 
практических занятий по этой теме и для модульного контроля. 

 
 
 
Методические указания предназначены для студентов дневной формы 

обучения инженерных и экономических специальностей. 
 
 
 
Методические указания утверждены на заседании кафедры высшей 

математики, протокол № 8 от 24.03.2011 г. 
Допущено учебно-методическим центром и научно-методическим советом 

СевНТУ в качестве методических указаний. 
 
 
Рецензенты – Попов И.В., канд. техн. наук, доцент кафедры высшей 

математики; 
   Ледяев С.Ф., канд. техн. наук, доцент кафедры высшей 

математики. 
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1. УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА И К ИХ 
СОСТАВЛЕНИЮ ПО УСЛОВИЮ ЗАДАЧИ 

Из теории студенту должно быть известно, что обыкновенным 
дифференциальным уравнением первого порядка (ОДУ-I) называется   уравнение  

вида                                  yxfy ,  , 

 где x - независимая переменная,  y  и y  - неизвестная функция и ее производная  

(в неявном виде:   0,, yyxF ). Решением или интегралом ОДУ-I называется 

дифференцируемая функция  xyy  , удовлетворяющая этому уравнению.  
Дифференциальное уравнение имеет бесконечно много решений. Чтобы выделить 
единственное решение уравнения, достаточно задать начальное условие   

00 )( yxy  . 

Студент должен обратить внимание на теорему Коши о существовании и 
единственности решения: 

Если функция   yxf ,  непрерывна в области, содержащей точку 

 000 , yxM , то уравнение  yxfy ,   имеет решение  xyy   такое,  

что    00 yxy  . Если, кроме того , непрерывна и частная производная
y
f



 ,  

то это решение уравнения единственно. 
Это принципиально важная теорема  теории ОДУ-I допускает простое 

геометрическое истолкование: если выполняются условия теоремы, то из семейства 
интегральных кривых всегда можно выделить, и притом только одну, кривую 

семейства, которая проходит через данную точку  00 ; yx . 

Нахождение частного решения (частного интеграла) ОДУ-I составляет 
содержание задачи Коши. 

Основными типами  ОДУ-I являются: 
1)Уравнение  с разделенными переменными вида 

 

Преобразуем уравнение:    dxxfdyyf 12  . 

    .021  dyyfdxxf
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После интегрирования обеих частей равенства получим общий интеграл 
  0,,  Cyx . 

2) Уравнение с разделяющимися переменными    yfxfy 21  

(или         02211  dyyNxMdxyNxM  ), приводящееся к уравнению 
с разделенными переменными путем деления обеих частей равенства на 
произведение «лишних» для каждого дифференциала сомножителей. 

Преобразуем уравнение:  
 

Разделим обе части на «лишний» для dx множитель  yf2 :                    

                              
 dxxf

yf
dy

1
2

  . 

Получили уравнение с разделенными переменными. 
Проинтегрируем обе части полученного равенства:  

В результате получим общий интеграл   0,,  Cyx . 

Задача. Найти частное решение уравнения 0tgx  dydxy , 

удовлетворяющее начальному условию 4
3







y . 

Решение 
0tgx  dydxy , разделим обе части равенства на «лишний» для dx  

множитель y . В результате получим  уравнение с разделенными  переменными   

y
dytgxdx   

Проинтегрируем обе части полученного уравнения:  

 
y

dydxxtg  

Cyx lnlncosln   ;          Cxy lncoslnln  . 

xCy cos - общее решение данного уравнения. 
Подставим начальное условие  и определим  C : 

    .21 dxyfxfdy     ;21 yfxf
dx
dy



 
  .1

2
  dxxf

yf
dy
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3
cos4 C ;     

2
14 C  ;     8C   . 

Следовательно, искомое  частное решение, удовлетворяющее  указанным 
начальным условиям, имеет вид xy cos8 . 

Ответ: xy cos8 . 

3) Однородное  уравнение   yxfy , , особенностью которого является то, 
что оно не меняется при замене x  и  y  соответственно на  tx и ty , где  0t  . 

При помощи подстановки  xxuy  , где  xu  - новая неизвестная функция, 
однородное уравнение преобразуется в уравнение с разделяющимися 
переменными. 
Задача.  Найти общий интеграл уравнения: 

Решение 
 Если подставить вместо x  и  y  соответственно   tx и ty , где  0t  , то 

уравнение не изменится. Значит, оно однородное и решается при помощи 
подстановки xuy  .  

Тогда uxuy  . 

Подставим y и y   в данное уравнение: 

1cos2 uux ;   1cos2 
dx
duux  -  получили уравнение с 

разделяющимися переменными относительно функции   xu . Разделим 

переменные: 
x

dxudu cos2 . Проинтегрируем обе части равенства и 

заменим  xu   на 
x
y

, в результате чего получим общий интеграл уравнения: 

Cxu lnlnsin2  ;    
x
yu   ; 

x
C

x
y lnsin2   - общий интеграл. 

.0cos2cos2 












 xdxdx

x
yydy

x
yx

  ;cos2cos2 xuxuuxuux 

;cos2cos2cos2 2 xuxuuuxuux 
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Ответ: 
x
C

x
y lnsin2  . 

4) Линейное уравнение    xQyxPy     ,  содержащее y  

 и   yв первой  степени и не содержащее произведения     yy  . 

 Для   его решения можно использовать подстановку     xvxuy   , где 

 xu  и  xv -новые неизвестные функции, причем одна из них выбирается 
произвольно, а вторая должна быть определена в зависимости от первой таким 
образом, чтобы их произведение vu   удовлетворяло данному линейному 
уравнению. 

Рассмотрим решение линейного уравнения на примере 
 .cos xxyxy   

Это уравнение содержит y    и y  в первой   степени, в уравнении нет 

произведения  yy  , значит, оно линейное. 

Используем подстановку uvy  , тогда vuvuy  . 

Подставим y   и y  в уравнение: 

 
Выберем в качестве  xu   одно из частных решений уравнения   0 uxu . 

Тогда для отыскания второй неизвестной функции   xv  получим уравнение 

xxvxu cos0 2 . 
Решим первое уравнение  0 uxu  (оно обязательно должно быть 
уравнением с разделяющимися переменными). 

 u
dx
xdu

  ;                           udxxdu   . 

Разделим обе части равенства на произведение xu :  
x

dx
u
du

 , после 

интегрирования получим  xu lnln  , откуда xu  . 

Подставим  xu    во   второе уравнение ( оно должно быть уравнением с 
разделяющимися  переменными  ) : 

  ;cos xxvuvuxvu 

  .cos

;cos
2

2

xxvxuuxuv

xxvxuvuxvu




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xxvxu cos0 2  ; 
 
 
 
 

Проинтегрируем обе части неравенства:  
 
Значения  xu   и  xv   подставим в выражение  uvy   : 
                                    - общее решение данного линейного уравнения. 
 
Ответ:                                            .     
5) Уравнение Бернулли,                                                     , где  0n    1n .                          

Это уравнение , кроме y     и y      в первой степени, содержит  ny ,  где 0n        
и    1n . 

При 0n   уравнение Бернулли превращается  в линейное ,а при   1n    - 
в уравнение с разделяющимися переменными. 

При других значениях n  оно сводится к линейному при помощи следующего 

приема: делим обе части уравнения на ny  :                                                               , 
 

введем вспомогательную неизвестную функцию                              , тогда     
 
                                             и    уравнение примет вид:  
 
                                                                             . 
Это линейное уравнение ; решив его, перейдем от  z   к y  и получим общий 
интеграл уравнения Бернулли. С  учетом  вышеизложенного, можно 
непосредственно  для решения уравнения Бернулли применить 
подстановку uvy    , которая применяется в линейных уравнениях. 
Задача.  Найти общий интеграл уравнения                                      . 
Решение 
Это уравнение Бернулли, так как оно содержит y    и y  в  первой степени и 

содержит 2y  2n . 
Применяем подстановку:                       ;                                  .    ; 
 
                                                         ;                                                                      ; 
 
 
                                                                                         . 
Выберем в качестве   xu одно из частных  решений уравнения                              . 

x v x x2 2  cos ;
dv
dx

x cos ; dv xdx cos .

v x C sin .

 y x x C sin

 y x x C sin
     y P x y Q x yn

   y y P x y Q xn n    1

y zn  1

     z n y yn1

             z n P x z n Q x1 1

  y y y ex2 2

y u v      y u v uv

    u v uv uv u v ex2 2 2      u v uv uv u v ex2 2 2

 v u u uv u v ex    2 2 2

  u u2 0
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В результате  этого для нахождения  второй функции  xv  получим уравнение   
                                                                             . 
 
 
Решаем первое уравнение:                                 ,                                 ;                             ; 
 
  
после интегрирования получим                            ,    откуда                         . 
 
Подставим                                во второе           уравнение : 
 
                                    
         
 

dxe
v
dv x2     после интегрирования получаем:           

 

Ce
v

x 
1

 ; 

 
                                             
 
 

x

x

Ce
ey





1
          или         xx Cee

y 2
1


         - общее решение уравнения. 

 

Ответ: xx Cee
y 2

1


 . 

 
6) Уравнение в полных дифференциалах                                                                . 
 
 
Признаком такого уравнения является выполнение условия  
 

uv u v ex  2 2

du
dx

u 2 0 du udx 2
du
u

dx 2

ln u x 2 u e x 2

u e x 2

 v uv ex2 ;   v e v ex x2 2 ;   v v e x2 ; dv v e dxx 2 .

v
e Cx


1 ;  

y uv e
e C

e e
Ce

x
x

x
x

x 








2 21
1

;

   P x y dx Q x y dy, ,  0







P
y

Q
x

 .
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Левая часть уравнения является полным дифференциалом некоторой функции 
 yxu , :      dyyxQdxyxPdyudxudu yx ,,  . 

Отсюда  yxPux ,  и        yxQu y , . Эти условия дают возможность 

найти функцию  yxu , , которая равна произвольной постоянной C , так как 

0du . 
Задача. Найти частный интеграл уравнения 

01 
























 dy

y
x

edxex y
x

y
x

, удовлетворяющий начальному условию 

  20 y . 
Решение 

 01 
























 dy

y
x

edxex y
x

y
x

. Сравнивая данное уравнение с 

уравнением в общем виде, получаем, что   ,, y
x

exyxP   

  






 
y
xeyxQ y

x

1, . 

Найдем 



























2

'

y
xeex

y
P y

x

y

y
x

 и 























































2

'
1111

y
xe

y
e

y
x

y
e

y
xe

x
Q y

x

y
x

y
x

x

y
x

. 
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x
Q

y
P







, значит, данное уравнение в полных дифференциалах. Это означает, 

что левая часть уравнения есть полный дифференциал некоторой функции 
 yxu , , т.е. 0du , а сама функция   ., Cyxu   

Для нахождения функции  yxu ,  запишем условия  y
x

x exu   и 











y
xeu y

x

y 1 . 

Интегрируем по x   первое равенство: 
 

   yCyexdxexyxu y
x

y
x















  2

,
2

,      ?yC  

Найдем  yu   и подставим во второе равенство : 

  


















y
xeyC

y
xyee y

x
y
x

y
x

12   ; 

 
y
xeeyCe

y
xe y

x
y
x

y
x

y
x

    ;                    0 yC . 

Интегрируем это уравнение и получаем   constCyC  . 

Значит, общий интеграл данного уравнения имеет вид: Cyex y
x


2

2
. 

Подставим начальное условие   20 y :      C2 . 

Частный интеграл данного уравнения имеет вид: 2
2

2
 y

x

yex
. 

Ответ: 2
2

2
 y

x

yex
. 
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Перечисление типов уравнений первого порядка и способов их решения говорит о 
том, как важно научиться распознавать дифференциальные уравнения того или 
иного вида. Студенту рекомендуется определить тип следующих уравнений. 

1. yxy tgtg ;    2.  22 2xyyxy  ; 

3. 0
1

2 


 y
x

yy  ;                     4.    
x
ytg

x
yyx



 ; 

5.   02sin2cos2 22  dyyxyydxx  ; 

6.   011 322  dxyxdyxy  ; 

7.     02  dyxydxyx ;      8.     01 2  ydxdyx ; 

9. xx yeey  2 ;    10. yxyyx  ; 

11. xxyy 2sinctg   ;                     

12.    011 2222  ydyyxdxyxx . 
Применение к этим уравнениям рассмотренных выше определений поможет 

студенту правильно определить их тип. В результате оказалось, что уравнениями с 
разделяющимися переменными являются 1,6,8; однородными-2,4,7,10; линейными-
9, 11; уравнениями Бернулли-2 (его можно переписать в виде 

122  yxyyx ) , 3, 10 (его можно переписать в виде 2
1

yxyyx  ); 
уравнениями  в полных дифференциалах являются 5,12. 

Как уже упоминалось, вопросу составления дифференциальных уравнений 
будет уделено большое внимание. Остановимся на этом подробнее. Каких-либо 
общих правил для составления уравнений не существует. Условия задачи должны 
быть таковы, чтобы позволяли составить соотношение, связывающее независимую 
переменную, функцию и ее производную ( или производные).Если задача 
геометрического характера, то часто может быть использован геометрический 
смысл производной как тангенса угла, образованного касательной к кривой с 
положительным направлением оси X0 . В других случаях используется 
геометрический смысл определенного интеграла как площади криволинейной 
трапеции или длины дуги кривой. При этом непосредственно из условий задачи 
получается интегральное уравнение, поскольку искомая функция содержится под 
знаком интеграла.  
Однако после дифференцирования обеих его частей получается дифференциальное 
уравнение. 
 Рекомендуем студенту разобрать решение всех задач, приведенных в данной 
работе. 
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Задача 1. Найти кривую, обладающую тем свойством, что площадь криволинейной 
трапеции, ограниченной дугой кривой, равна длине самой дуги. Кривая проходит 
через точку  1;0 . 
Решение 
Выразим площадь криволинейной трапеции и длину соответствующей дуги кривой 
с помощью определенного интеграла с переменным верхним пределом: 

 y x dx
x


0

 1 2

0

  y dx
x

. После дифференцирования получаем 

 21 yy  . Разрешаем уравнение относительно y  :  12  yy . 
Получили уравнение с разделяющими переменными. Преобразуем его: 

dy
y

dx
2 1

  .  

После интегрирования получаем: ln y y x C    2 1 . 

Подставим начальное условие в общий интеграл уравнения : 

ln1 C ;  C  0. Частный интеграл имеет вид : ln y y x   2 1 . 

Выполним следующие преобразования : 

y y e x   2 1 ;                       xe
yy


 1

1
2

; 

 

       xe
yy
yy 





1
1

22

2
;    xeyy  12 . 

Сложим два уравнения y y e x   2 1   и xeyy  12 . В 

результате получили уравнение цепной линии: y e ex x


 

2
. 

Ответ: y e ex x


 

2
. 

Задача 2. Найти кривые,  у которых отрезок, отсекаемый касательной на оси OY  
, равен квадрату ординаты точки касания. 
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Решение 
 
        y f x  
         M(x,y)  
                  y   
 
                                                  y           
                  A                                     
                                              C   
         B        O                         x                                     x             
                                        
                                            
 
 

По условию  задачи OA y 2 . Из подобия BAO  и BM C  имеем : 

AO
BO

M C
BC

  ; 
y

BO
y

BO x

2



; y  0; 

 y BO x BO  .Из BAO : tg y AO
BO

y
BO

    
2

 ; 

BO y
y




2
. Подставим значение BO  в уравнение  y BO x BO  : 

y y
y

x y
y

2 2












 


;                

y
y

x y
y

2


 


;              

y y
y

x
2 


  ; 

 

yxyy  2 -ДУ-I    c разделяющимися переменными .    Преобразуем его: 

 yy
dx
xdy

 1   ;              dxyyxdy  1 ; 

 
dy

y y
dx
x1

  .       После интегрирования получаем: 

 
  


x

dxdy
yy

yy
1

1
;              


x

dx
y
dy

y
dy

1
 ; 



 15 

ln ln ln lny y x C   1 ; 
y

y
Cx




1
- общий интеграл уравнения 

или семейство интегральных кривых, обладающих свойством , о котором идет речь 
в условии задачи. 

Ответ: 
y

y
Cx




1
. 

В задачах  механического или физического характера важное значение имеет 
знание законов той области науки,  с которой связана природа изучаемой задачи. 
Так, например, в механике это могут быть законы Ньютона, в электротехнике- 
законы Кирхгофа, в химии- закон действия масс, согласно которому скорость 
химической реакции при постоянной температуре пропорциональна произведению 
концентраций веществ, участвующих в данный момент в реакции, и т.д. Если в 
задаче задается скорость какого-либо процесса, то бывает возможно сразу же 
написать соответствующее дифференциальное уравнение. 
 Задача3. На тело массой 1г действует сила, пропорциональная времени с 
коэффициентом пропорциональности k1.Кроме того, тело испытывает 
противодействие среды, пропорциональное скорости тела с коэффициентом 
пропорциональности k2 . Найти закон движения тела. 
Решение 
 По второму закону Ньютона ma k t k v 1 2 . По условию 

m  1 г. Известно, что a v  . Тогда   v k t k v1 2 . Получилось линейное 

уравнение относительно функции  v t . Применяем подстановку 

   v u x z x  , где одна из функций выбирается произвольно. 

v u z uz    . 
Подставим v  и v  в уравнение: 

 uzktkzuzu 21  ;     z u k u uz k t    2 1 .  

 В качестве  u x  возьмем одно из частных решений уравнения 

  u k u2 0 , тогда uz k t  1 . Решим первое уравнение: 
du
dt

k u  2 ;   

du
u

k dt  2 ;  
du
u

k dt   2 ; 
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ln u k t  2 ;       u e
k t


 2 ; подставим это значение во второе уравнение:   

e z k t
k t

  2
1 ;       

tktek
dt
dz 2

1 ; 

         dttekdz tk2
1 ;                       dttekz tk2

1  





















 tktk e

k
vdtedv

dtdutu
k 22

2
11

11

1 1   

;1

1

1
22

1

2

1

22
1

2

222

Ce
kk

k

te
k
kdte

k
e

k
tk

tk

tktktk











 

 

 Составим общее решение уравнения: 

  ;12
2

1

2

1 222










  Ce

k
kte

k
ketv tktktk  

 v t
k
k

t
k

k
C e k t   1

2

1

2
2 1

2 - зависимость скорости движения от времени. 

 Закон движения- это зависимость пути от времени. Известно, что 

   v t S t  .  Поэтому получим еще одно ОДУ-I 

относительно функции  S t :      S t
k
k

t
k

k
C e k t1

2

1

2
2 1

2 . Это 

уравнение с разделяющимися переменными. После интегрирования получим закон 
движения:  

  2
2

1
2

2

12

2

1 2
2

Ce
k
Ct

k
kt

k
ktS tk  

. 

Ответ:   2
2

1
2

2

12

2

1 2
2

Ce
k
Ct

k
kt

k
ktS tk  

. 
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Задача 4. Пуля массой г10 , двигавшаяся со скоростью 

м/с2000 V , врезалась в доску и углубилась в нее на расстояние   

cм4l . Определить среднюю силу сопротивления доски и время движения 
пули в доске, считая движение пули внутри доски равномерно замедленным. 
 
Решение 
 Так как движение равномерно замедленное, то сила сопротивления постоянна 

и направлена против движения. Поэтому  maF  ,  
dt
dva  . Получили 

уравнение  с разделяющимися переменными : mdvFdt  . Интегрируем: 

1CmvFt  . 

            Определим 1C  с помощью условия   00 vv  : 
 

100 Cmv  ;             01 mvC  ;        mvmvFt  0 . 

m
Ftmvv 

 0   - частное решение уравнения. 

Принимая во внимание, что 
dt
dsv     , получим dt

m
Ftmvds 

 0 . 

После  интегрирования  имеем: 
 

2

2
0

2
1 CFtmv

Fm
S 


 . 

Определим 2C  при помощи  условия   00 S .     2

2
0

2

2
10 Cvm

Fm
 ; 

F
mvC
2

2
0

2   ,      
 

F
mvFtmv

Fm
S

22
1 2

0
2

0 


  - частное решение. 

Для определения силы сопротивления  F  и времени движения t  пули в 
доске используем конечные условия:   ltS  ,   0tv . Ftmv  00 ,   

F
mvt 0 .                     

 
F

mvFtmv
Fm

l
22

1 2
0

2
0 


  ,    

   
F

mvl
2

2
0  ,     

l
mvF

2

2
0  . 
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Подставим выражение F  в t : 
0

2
v

lt  . 

Определим силу сопротивления и время движения пули в доске при: 
 кг01,0m ,    м04,0l ,   м/с2000 V : 

Н105м/скг105 424 F   ,   с104 4t . 

Ответ: Н105 4F , с104 4t . 
 Для некоторых задач не существует готовых законов механики или физики, 
устанавливающих дифференциальные соотношения между величинами, данными в 
условии. В этом случае ОДУ составляют так. Предполагают, что в некоторый 
промежуточный момент времени t  искомая величина равна, например, x . Считая  
далее, что в течение достаточно малого времени  dt  все остальные величины 
остаются постоянными, находятdx , т.е. определяют, на сколько изменится 
искомая величина за время  dt . Полученное соотношение между  величинами и их 
дифференциалами и будет дифференциальным уравнением. 
Задача 5. В резервуаре находится л50  раствора, содержащего кг4  

растворенной соли. В резервуар втекает вода со скоростью л/мин6 , а смесь 

вытекает со скоростью л/мин4 , причем концентрация поддерживается 
равномерной путем перемешивания. Сколько соли останется в резервуаре по 
истечении мин25 ? 
Решение 
 Предположим, что в некоторый момент времени t  в резервуаре содержится 

кгx соли. За время t  в резервуар вольется t6  л воды и вытечет t4  л смеси. 

Всего к  моменту t  в резервуаре будет  ttt 2504650     л раствора. 
 Чтобы найти, сколько соли содержит 1 л раствора в момент t , надо 

количество соли разделить на количество раствора : 
t

x
250

. За время dt  втечет 

dt4  л раствора и с ним   кг4
250

dt
t

x



 соли. За время dt  количество соли 

в резервуаре уменьшится на 
t

xdtdx



25
2

, знак минус указывает на 

уменьшение количества соли с увеличением времени. 

 Получили уравнение с разделяющимися переменными: 
t

dt
x

dx



25
2

. 
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Ctx ln25ln2ln  , 
 225 t

Cx


 ;  

Определим C из условия   40 x .          225
4 C ;  

  2254 C  ;     

2

25
254 











t
x . 

Чтобы ответить на вопрос задачи, подставим конечное условие: 

  xx 25 ,        кгx 1
2525

254
2










  

Ответ: кгx 1 . 
Вопросы для самопроверки 

 
1.  Что называется общим решением ОДУ-I ? В чем его геометрический смысл? 
2.  В чем состоит начальное условие ОДУ-I ? Дать определение и геометрическую 

иллюстрацию частного решения уравнения.  
3.  Дать определение ОДУ -I c разделяющимися переменными и указать метод его 

интегрирования. 
4.  Какое ОДУ-I называется однородным, как оно решается и к какому типу 

приводится? 
5.  Какое ОДУ-I называется линейным? В чем метод его решения? 
6.  Написать в общем виде уравнение Бернулли. Как оно решается? 
7.  Определить тип уравнений: 

1) 1 2 x dy xydx ;                     2)      y y x2 3; 
 

3)     02222  dyyxdxyx ;   

4)   y xy y2 4 ;                              5) 2 3xy y xy    ;                

6)  x y dx xdy  5 5 0 ;               7 )xy y x y
x

   tg  ; 

8)   y y x xtg sec  . 
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2.   УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА, ДОПУСКАЮЩИХ ПОНИЖЕНИЕ 
ПОРЯДКА 

 
Рассмотрение  лишь ОДУ-I  недостаточно, так как многие задачи механики, 

физики, а также технических дисциплин приводят к понятию ОДУ, содержащих 
производные второго, третьего и более высоких порядков.  

Рассмотрим необходимые сведения из теории. По аналогии с определением 
ОДУ-I обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка (ОДУ-II) 
называется уравнение вида    y f x y y, , , содержащее независимую 
переменную, функцию и ее производные (в неявном виде ОДУ-II  
выглядит так: F x y y y( , , , )   0 ). Общее решение этого уравнения 

содержит две произвольные и имеет вид:  21,, CCxy  (общий интеграл 

ОДУ-II:    0,,, 21  CCyx ). 

Чтобы определить C1 и C2 , задают начальные условия  y x y0 0  и  

   y x y0 0 . Опыт показывает, что студент испытывает определенные 

трудности при нахождении частного решения ( частного интеграла) ОДУ-II. 
Поэтому на этот факт рекомендуется обратить внимание при рассмотрении ниже 
приведенных решений ОДУ-II, допускающих понижение порядка. 
1) Уравнение вида     y f x y,  в котором отсутствует y . 

 Используется подстановка   y p x , из которой следует, что 

   y p x  . 

Задача. Найти частный интеграл уравнения    y y
x

x , удовлетворяющий 

начальным условиям  y 1 1
3

 ;   y 1 1. 

Решение   y p x ,    y p x . Подставим  y и y в уравнение: 

  p p
x

x  – ОДУ-I линейное относительно функции  p x . 

Используем подстановку p u v  , из которой p u v u v      .        

      u v u v uv
x

x ; v u u
x

uv x 




   .  Функцию  u x  находим 
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как одно из частных решений уравнения   u u
x

0 ; 
du
dx

u
x

 ; xdu udx ; 

x
dx

u
du

  ln lnu x ;   u x . 

Находим  v x из уравнения uv x  , где u x . Тогда  v 1; dv dx ; 

v x C  1,    p x u v x x C    1 . Заменим  p x  на y и по 

начальным условиям определяем C1: 

   y x x C1 ;     1 1 1 C ;    C1 0 . 

 y x 2 - второе ОДУ-I с разделяющимися переменными относительно функции 

 y x .    dy x dx 2 ;     y x C 
3

23
. 

Подставим начальные условия : 
1
3

1
3 2 C ; C2 0  . 

Частное решение имеет вид y x
3

3
. 

Ответ: 3
3
1 xy   

2) Уравнение вида     y f y y, ,   в котором отсутствует x . 

Используется подстановка   y p y , из которой следует , что  y pdp
dy

, т.к. 

функция  p y -сложная. 

Задача. Найти частный интеграл уравнения  y y y    2,  удовлетворяющий 

начальным условиям:  y 0 1  ;   y 0 2 . 
 
Решение 
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  y p y ,  y pdp
dy

. Подставим  y и y в уравнение: y pdp
dy

p  2 ; 

p y dp
dy

p 




 0 ;        







pdyydp

p 0
 .              













y
dy

p
dp
y 0

; 

Cconsty  . 

dp
p

dy
y  ;      ln ln lnp y C  1 . 

 

yCp 1   

Подставим yp  : yCy 1 .;  Подставим начальные условия 12 1  C ; 

21 C . 
 
 

dx
y

dy 2 :  после интегрирования имеем 22ln Cxy  . Отсюда 

22 Cxey  ; подставим   10 y ; 21 Ce , 02 C ; xey 2 - частное 
решение данного уравнения. 

Ответ: xey 2 ; Cy  . 
 

Упражнения для самостоятельного решения 
1. Найти общий интеграл уравнений: 

а)   yyx  ;    в)   022  yyy ; 

б) xyy  ;                               г)   yyyyy  22
. 

      
2. Найти частный интеграл уравнений: 

а)   yxxy  212 ,     10 y ,       30 y  ; 

б)  2yyy  ,               10 y ,          20 y . 
 
                                     Вопросы  для самопроверки 
1. Что называется  ОДУ-II? 
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2. Записать в общем виде уравнения второго порядка, допускающие понижение 
порядка. Каковы особенности этих уравнений? 

3. Как решается уравнение  yyxfy  ,,  в случаях, когда правая часть не 
содержит: 

1) y   и y ; 
2) y ; 
3) x ? 
4. Каковы начальные условия ОДУ-II? Каков их геометрический смысл? Как 
находить частные решения для ОДУ-II, допускающих понижение порядка? 
  

3. УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

(И ВЫСШИХ) С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
В общем виде такие уравнения записываются следующим образом : 

 xfqyypy  , где p  и q - числа. Из теории студенту должно быть 
известно, что общее решение линейного уравнения y  является суммой общего 

решения соответствующего однородного уравнения  y  и любого частного 

решения *y данного неоднородного уравнения , т.е. *yyy  . Отыскание y и 
*y изложим без обоснования, рецептурно. 
А  Отыскание y .Обратим  внимание на то, что: 

1) решением однородного уравнения 0 qyypy  является функция 
kxey  , так как только она при дифференцировании дает себе подобную; 

2) выражение y  зависит от корней характеристического уравнения  

02  qpkk  (какова связь между однородным уравнением и 
характеристическим?). Согласно теореме об общем решении однородного 
уравнения    xyCxyCy 2211  , где  xy1   и  xy2  - линейно 
независимые частные  решения этого уравнения. 
Рассмотрим случаи решения характеристического уравнения и 

соответствующие формулы y . 

 а) Если корни характеристического уравнения 1k и 2k  - действительные и 

неравные между собой ( дискриминант 0D ), то 
xkxk eCeCy 21

21  . 

б) Если корни характеристического уравнения 1k и 2k  - действительные и 

равные между собой  kkk  21    ( 0D ), то xeCeCy kxkx
21  . 
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в) Если корни характеристического уравнения 1k и 2k - комплексно-

сопряженные  ik  2,1 , то  xCxCey x  sincos 21   . 

Проиллюстрируем сказанное на примерах: 
1. 034  yyy  

Характеристическое уравнение : 0342  kk ;  

0D ;  11 k ;   32 k ;   xx eCeCy 3
21

  . 
. 

2. 096  yyy  

Характеристическое уравнение 0962  kk  
 

   0D , 321  kk ;  xx xeCeCy 3
2

3
1  . 

3. 052  yyy  

Характеристическое уравнение 0522  kk ; 

0D ; ik  212,1 ;  xCxCey x 2sin2cos 21   . 
Замечание.  Если однородное уравнение высшего порядка, то 

     xyCxyCxyCy nn ...2211 , где iy   ni ,...,1 - образуют 

фундаментальную систему решений этого уравнения. Выражение   xyi  

 ni ...1  зависит от вида корней характеристического уравнения. Рассмотрим 
некоторые примеры :  
1. 08126  yyyy  

Характеристическое уравнение : 08126 23  kkk ; 

  02 3 k  ; 2321  kkkk  Частные решения:   xexy 2
1  ; 

  xxexy 2
2  ;   xexxy 22

3  ; xxx exCxeCeCy 22
3

2
2

2
1  . 

2.   04  yy IV  

Характеристическое уравнение: 044 k ; 
 

   022 22  kk ; 22,1 k ; 24,3 ik  ; 
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Частные решения:     xexy 2
1  ;    xexy 2

2
 ;     xxy 2cos3  ;   

  xxy 2sin4   

xCxCeCeCy xx 2sin2cos 43
2

2
2

1   . 

3. 0652  yyyy  

Характеристическое уравнение: 0652 23  kkk ; 
 
    0312  kkk ; 21 k ; 12 k  33 k ; 

Частные решения:   xexy 2
1

 ;   xexy 2 ;   xexy 3
3  ; 

 

xxx eCeCeCy 3
32

2
1   . 

4.   08118  yyy IV  

Характеристическое уравнение: 08118 24  kk ; 

  09
22 k ; ik 32,1  ; ik 34,3  ; 

 

Частные решения:   xxy 3cos1  ;   xxy 3sin2  ;     xxxy 3cos3  ;  
 

  xxxy 3sin4  ; 

 xCxCxxCxCy 3sin3cos3sin3cos 4321  . 
 

Упражнения для самостоятельного решения 
1. 023  yyy ;   4. 044  yyy ;  

2. 0102  yyy ;   5. 09  yy ; 

3. 025  yy ;    6.   016  yy IV . 
 

Вопросы для самоподготовки 
1. Написать в общем виде линейное однородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами? 
2. Какой вид имеет формула общего решения этого уравнения? 
3. Какой вид имеет его частное решение и почему? 
4. Какие частные решения этого уравнения называются линейно независимыми? 
5. Какое уравнение называется характеристическим? Как оно составляется? 
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6. Указать вид общего решения рассматриваемого уравнения при действительных 
и различных корнях характеристического уравнения, при действительных и 
равных, при  комплексно-сопряженных. 

 

В. Отыскание *y .Для достижения этой цели существует два способа: 
1)метод неопределенных коэффициентов, применяемый только в случае 
специальной правой части  xf  уравнения; 
2) метод вариации произвольных постоянных, применяемый при произвольной 

правой части  xf . 

Рассмотрим частные случаи  xf  в первом способе. 

I .      xPexf n
x  , где  xPn - многочлен “n ” –ой степени . Тогда 

частное решение *y имеет вид:   r
n

x xxQey  * , где nQ - многочлен той же 

“n ”-ой степени, что  xPn ,но записанной в общем виде; r  принимает значения 

2;1;0 , в зависимости от того, сколько раз  число    из функции 
xe  встречается среди корней характеристического уравнения. 

Принимая решение в указанной форме, мы находим неизвестные 
коэффициенты многочлена  xQn  по методу неопределенных коэффициентов. 

Обратим внимание на то, что правило сохраняет свою силу и в том случае, 
когда 0 .В частных случаях  xPn  может быть многочленом нулевой 
степени, т.е. постоянной величиной. 
Проиллюстрируем правило на примерах: 

1) xxeyyy  56 , 

  xxexf        1 ;   1n . 
Можно убедиться в том, что корнями характеристического уравнения являются 1 и 
5 . Значит, 1r . 

Составим частное решение *y : 

 xBAxey x * . 
 

2) xeyy 2 , 

  xexf 2     2 ;  0n . 
 
Корни  характеристического уравнения  0  и  1. 
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Значит, 0r . 

Составим частное решение *y : xAey 2*  . 

3) 386 2  xxyyy . 

  32  xxxf   0 ; 2n . 
 

21 k ; 42 k ; 0r ; 

Составим частное решение *y : CBxAxy  2* . 
 
II.   xNxMxf  sincos  , где M и  N - числа, одно из которых 

может обращаться в 0 . Тогда xBxAy  sincos*  , если числа i  не 
являются корнями характеристического уравнения, и 

 xxBxAy  sincos*  , если числа i  служат корнями 
характеристического уравнения. 
 
Проиллюстрируем на примерах: 
1) xyy 2cos3  

  xxf 2cos3   2 ; корни характеристического уравнения 0  и 1; 
числа i2  не являются корнями характеристического уравнения. Значит, 

xBxAy 2sin2cos*  . 

2) xyy 2sin54   

  xxf 2sin5  2 ; корни характеристического уравнения i2 ; 
числа i2   являются корнями характеристического уравнения. 

Значит,  xxBxAy 2sin2cos*  .  

Замечание.        Если правая часть уравнения  xfqyypy    равна 
сумме указанных выше правых частей специального вида, то имеет место теорема  
суперпозиции частных решений. 
 
Покажем подробно действия метода: 

Найти частное решение уравнения  xxeyyy 5107    при заданных 

начальных условиях   10 y ,  
9
10 y . 

Решение 
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Общее решение имеет вид: *yyy   
1) Найдем y . 
Составим для данного уравнения соответствующее однородное уравнение: 

0107  yyy .Решаем соответствующее характеристическое уравнение: 

01072  kk , его корни 5,2 21  kk . Поэтому 
xx eCeCy 5

2
2

1  . 

2) Найдем *y .  

Рассмотрим   xxexf 5  и сравним с    xPexf n
x . 

Получим, что 5 , 1n . 

Поэтому  xBAxey x  5* . 
Найдем неопределенные коэффициенты  A  и B . 

Для этого *y подставим в данное уравнение. 

   BAxeAxexBAxey xxx  555* 5

   
     

.210

10255

55525

55

55555

5555*

xx

xxxxx

xxxx

AeAxe

BAxexBAxeAeBAxeAe

AxeBAxeAxexBAxey








   
   

  .10

77352

101025

55

5555

555

xx

xxxx

xxx

xexBAxe

BAxeAxexBAxeAe

AxeBAxexBAxe







 

  xxxx xeAeAxeBAxe 5555 233   
xAAxBAx  2333 . 

x                 16 A      ,          
6
1

A , 

0x              023  AB    ,    
9
1

B .      
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xexxy 5*
9
1

6
1







  . 

Суммируя y и *y , получим общее решение данного уравнения: 

xxx exxeCeCy 55
2

2
1 9

1
6
1







   . 

Найдем частное решение при заданных начальных условиях   10 y  и 

 
9
10 y . 

Вычислим предварительно y: 
xxxxx exxexexeCeCy 5555

2
2

1 9
1

6
15

6
1

9
1

6
152 






 






 

 











9
152

9
1

1

21

21

CC

CC
    







052
1

21

21

CC
CC

     
3
5

1 C ; 
3
2

2 C . 

xxx exxeey 552
9
1

6
1

3
2

3
5







  . 

Ответ: xxx exxeey 552
9
1

6
1

3
2

3
5







  . 

Задача. Пусть груз массы m  покоится на пружинной рессоре. Отклонение груза от 
положения равновесия  обозначим через y . Отклонение вниз будем считать 
положительным, вверх отрицательным. В положении равновесия сила 
уравновешивается упругостью пружины. Предположим, что сила, стремящаяся 
вернуть груз в положение равновесия, пропорциональна отклонению, т.е. ky , где 

k  – некоторая постоянная для данной рессоры величина. Также предположим, что 
сопротивление движению груза отсутствует, а нижняя точка ( опора) рессоры 
совершает колебание по закону tl sin , т.е. колебания груза совершаются при 
наличии внешней периодической силы. Найти закон колебания груза. 
Решение 
 Так как колебания груза совершаются при наличии внешней периодической 
силы, то сила, стремящаяся вернуть груз в положение равновесия, будет равна 
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 tlyk sin . На основании второго закона Ньютона имеем 

  matlyk  sin . 

Уравнение перепишем так: taqyy sin  , 
m
kq  , 

m
kla  . 

Решаем рассмотренным выше методом: 

)a Отыскание y . 02  qu  - характеристическое уравнение. 

Так как  0q , то общее решение y  уравнения без первой части будет 

iiqu 2,1 ,  021 sinsincos   tCtCtCy . 

б) Отыскание *y . 

Случай первый:   , т.е. частота внешней силы не равна частоте собственных 

колебаний.   taxf sin     A . 
Числа ini   не являются корнями характеристического уравнения, 
поэтому 

tBtAy  sincos*  .         Подставим его в данное уравнение 

tBtAy  cossin*   

tBtAy  sincos 22* 


 

tatqBtqAtBtA  sinsincossincos 22 

. t
t




sin
cos

                
 
  ,

,0
2

2

aqB

qA








                .

,0

2




q
aB

A
                                                                                    

t
q

ay 


sin2
*


 ,   t

q
atCy 


 sinsin 20


 -общее 

решение, т.е. закон колебаний груза, когда    . 
Таким образом , колебания груза получаются в результате наложения собственного 
колебания с частотой   и вынужденного колебания с частотой  . 

Второй случай.   ,т.е.  частота внешней силы  равна частоте собственных 
колебаний. 
Числа ini   являются корнями характеристического уравнения., поэтому 
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  tBtAty  sincos*  . 
Подставим его в данное уравнение. 

   tBtAttBtAy  cossinsincos* 


, 

   ,sincos2cossin 22* tBtAttBtAy  


   
  .sinsincos

sincoscossin2 22

tatBtAqt
tBtAttBtA







 

t
t




cos
sin

        
,02

,2



B
aA




           

.0

,2





B

aA
        

ttay 


cos
2

*  ,   ttatCy 


 cos
2

sin 0  - 

общее решение, т.е. закон колебаний груза. 
 Второе слагаемое в правой части показывает, что в этом случае амплитуда 
(размах) колебания неограниченно возрастает при возрастании времени t . Это 
явление, имеющее место при совпадении частоты собственных колебаний системы 
с частотой внешней силы, называется резонансом. 
 

Упражнения для самостоятельного решения 

1. 25 xyy  ;                 3. xyyy sin67   ,     000  yy ; 

2. xyy 2cos ;            4. xyy cos13      ;  
 

Вопросы для самопроверки 
1. Сформулируйте правила отыскания частного решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения с правой частью одного и 
другого специального вида. 

2. Как можно находить решение уравнения, если правая часть его представлена в 
виде суммы нескольких функций? 
Кроме метода неопределенных коэффициентов, существует общий метод 

нахождения частного решения неоднородного уравнения, когда функция  xf - 
произвольная. Он называется методом вариации произвольных  постоянных и 
состоит в том, что частное решение можно найти из общего решения 
соответствующего однородного уравнения при условии, что произвольные 
постоянные являются функциями независимой переменной. 
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Пусть    xyCxyCy 2211  - общее решение линейного однородного 

уравнения, соответствующего неоднородному. Если считать, что  xCC 11   , а  

 xCC 22  , то        xyxCxyxCy 2211
*  - частное решение 

данного неоднородного уравнения. 

Функции  xC 
1  и  xC 

2  определяются из следующей системы уравнений: 

       
         








xfxyxCxyxC

xyxCxyxC

2211

2211 0
 

После интегрирования получаем значения  xC1  и  xC2 , т.е. частное 

решение *y определяется. Суммируя y  и *y , найдем общее решение  y . 
Проиллюстрируем сказанное на примере: 

  3cos  xyy . 
*yyy   

1) ?y  

Записываем однородное уравнение 0 yy , для него составляем 

характеристическое: 012 k , корни ik 2,1 . 

Тогда xCxCy sincos 21  ,   где     xxy cos1  ,   xxy sin2  . 

2) ?* y  
Согласно методу вариации произвольных постоянных 

    xyCxxCy sincos 21
*  . 

Функции  xC1  и  xC2  найдем из системы уравнений 

   
      








3
21

21

coscossin

0sincos

xxxCxxC

xxCxxC
 

Систему решаем по методу Крамера: 

01sincos
cossin
sincos 22 


 xx

xx
xx
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 
  3

31 cossin
cos    cos

sin      0 
  xx

xx

x
 

 

 
  2

32 cos
cos      sin -

0     cos 
  x

xx

x
. 

  ;
cos
sin

3
1

1 x
xxC 




  
x

xC 2
2

2
cos

1




. 

Найдем интегрированием  xC1   и  xC2 : 

    







x
xxxddx

x
xxC 2

2
3

31 cos2
1

2
coscoscos

cos
sin

; 

    tgx
x

dxxC 22
cos

 

Тогда xx
x

xxx
x

y sintg
cos2
1sintgcos

cos2
1

2
*  . 

xtgx
x

xCxCy sin
cos2
1sincos 21  - общее решение. 

 
Упражнения для самостоятельного решения 

1) xyyy sin67  ; 

2) xyy sec . 
 

Вопросы для самопроверки 
 

1) В чем заключается метод вариации произвольных постоянных? 

2) Написать систему уравнений для определения  xC 
1   и  xC 

2 . 
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4. УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

 
      Будем рассматривать решение только одного вида систем - нормальной, в 
которой каждое уравнение разрешено относительно производной первого порядка, 
а правые части не содержат производных, и только одним методом-сведением 
системы к однородному уравнению второго порядка(если уравнений в системе 
два). В обычно встречающихся случаях нормальная система дифференциальных 
уравнений может быть заменена одним дифференциальным уравнением, порядок 
которого равен числу уравнений системы. Именно на это должен обратить 
внимание студент, решая систему дифференциальных уравнений предложенным 
способом. Рассмотрим его на примере:  










yxy

yxx

t

t

3

25
 

В системе  txx  ,  tyy  . 

Продифференцируем  второе уравнение и подставим в результат выражение  tx , 
после чего избавимся от x , определив его из второго уравнения:  

yxy  3 ;   yyxy  325 ; yyx 3 ; 

yyyyy  32155 ; 0178  yyy - получили линейное 
однородное уравнение второго порядка. 

Соответствующее характеристическое уравнение  имеет вид: 01782  kk ,  
ik  42,1 . 

Значит,  tCtCey t sincos 21
4  . Но yyx 3 , поэтому 

   
       .sincossincos3

sincossincos4

1221
4

21
4

21
4

21
4

tCCtCCetCtCe

tCtCetCtCex
tt

tt





Общее решение системы будем записывать в виде: 

    
  









tCtCey

tCCtCCex
t

t

sincos

sincos

21
4

1221
4

 

При разборе решения системы студент должен обратить внимание  на то, что 
решением ее является пара функций, обращающих каждое уравнение системы в 
тождество. 
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Упражнения для самостоятельного решения 

1) 







yxy
xyx
22

 ;         2) 







xyy
yxx

2
2

. 

 
Вопросы для самопроверки 

1) Какая система дифференциальных уравнений называется нормальной? 
2) Описать приемы сведения нормальной системы к одному уравнению высшего 

порядка. 
3) Какой вид имеет общее решение нормальной системы дифференциальных 

уравнений? 
 

К рассмотренным методическим указаниям даны варианты индивидуальных 
заданий. Они охватывают все основные разделы темы «Обыкновенные 
дифференциальные уравнения», предусмотренной программой. 
        При внимательном рассмотрении вариантов можно заметить, что вначале идут 
дифференциальные уравнения первого порядка: с разделяющимися переменными 
(1-3); однородные (4-6); линейные уравнения Бернулли (7-10); уравнение в полных 
дифференциалах (11); 
уравнения второго порядка, разрешенные относительно второй производной и 
допускающие понижение порядка (12,13); линейные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами с правой частью, которые надо 
решить методом неопределенных коэффициентов (14-17) и методом вариации 
произвольных постоянных (18-19). 
 Приведены задачи механического (физического) и геометрического 
содержания, а также две системы, которые сводятся к одному уравнению второго 
порядка. 
 Методические указания можно использовать параллельно с учебными 
пособиями на практических занятиях, а также во время самостоятельной работы 
студентов под руководством преподавателя. Формы их применения могут быть 
различными, но в любом случае будут зависеть от опыта преподавателя. 
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  5. ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 
Условия заданий:  
1.Найти общие и частные интегралы уравнений. 
2. Решить задачи. 
3. Решить системы. 

Вариант 1 

1. 1) 012 2  ydydxyx  ;  

    2) dxxyydyxydyxdx 22 2334  ; 

     3) 02  yyx    11 y ;             4) 
xy

dy
yx

dx





; 

    5) yyxyx  2224 ;          6) y
x

x
yy ln  ,   11 y ;  

    7) xxxyy cossinsin  :          8) 2x
x
yy   ; 

    9) 3
23
x

y
x

y  ,   11 y ;          10)   21 yexxyy x ; 

   11)   02 22  dyyxxydx ;          12)   12 2  yyyx       ; 

   13)   22 432 yyyy       110  yy ; 

   14) xexyy 23sin9  ;     

   15)   221654 xexyyy x   ;  

   16) xeyyy 3396   ,  
3
40 y ,  

27
10 y ; 

   17) ,sin4 xyy      100  yy ; 

   18) 
x

yy 2sin
14   

   19) x

x

e
eyyy 2

2

1
486 

 ,     000  yy . 

2.1)Определить путь S , пройденный телом за время t , если его скорость 
пропорциональна проходимому пути и если это тело проходит 100м  в 10с и 200 м 
в 15 с. 
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2) Найти кривую, у которой подкасательная вдвое больше абсциссы точки касания 
и  проходит через т. 1;4 . 

3.1)  






yxy
yxx 4

.     2) 







xyy
xyx

2
32

. 

 
Вариант 2 

1.1)     011 22  dxydyx ;    2) ydyxydydxy 224  ; 

    3)   ,1 2 xydydxy    12 y ;   4) 0ln 
x
yyyx ; 

    5) yyxyx  224 ; 

    6)   x
x
yarctgyyx  ,   01 y ; 

    7) 
x

yey x


 

1
;                    8) xxyy 2sin

2
1cos  ; 

    9) xyxy tgcos2  ,   10 y ; 

    10) xyyyx ln2 2 ;          
 

 11)     06492 322  ydyxydxxxy ; 

 12)  22 yyy  ; 

 13)  1
1





 xx
x

yy ,   12 y ,   12 y ; 

 14) xexyyy  sin345 ;     15) 54 2  xxeyy ; 

 16) 396 2  xxyyy ,  
3
40 y ,  

27
10 y ; 

  17) xyy cos9  ,     100  yy ; 

  18) xyy sec ; 

   19) xe
yyy 


3
123 ,   2ln810 y ,   2ln140 y . 
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2. 1) Известно, что скорость охлаждения тела пропорциональна разности между 
температурой тела TT  и температурой окружающей среды Tc . Найти 

зависимость температуры тела TT  от времени t , если   00 TTT  . 

   2) Найти кривую, проходящую через точку  0;2  и обладающую тем 
свойством, что отрезок касательной между точкой касания осью ординат имеет 
постоянную длину, равную2 .  

3.   1) 







yxy
yxx 3

;                  2)  







yxy
yxx
3

5
. 

 
Вариант 3. 

1.  1)   052  dxydyx ;                       2) yyyx  122 ; 

  3)   xyy ctg12  , 
2
1

4







y ;           4) yyxyx  2232 ; 

  5) x
x
yy

x
yyx  coscos ;                         

  6) 





 

x
yyyx ln1 ,   2

1

1


 ey ; 

   7) xxyctgxy sin2 ;                           8) 0)(  xdydxexy x
; 

   9)  xyxy tgcos2   ,   00 y ;        10) xyyyx  22 ; 

   11)   02  dyxeydxe yy ;                 12) yxxy  ln ;       

   13) yeyy  ,   00 y ,   10 y ;       14) xexyy 2384  ; 

   15) xxexyyy  cos1052 ; 

   16) xeyyy 534  ,   30 y ,   90 y ; 

   17) xyy 2sin4  ,     100  yy ; 

    18) 
x

eyyy
x

 2 ; 

    19) xyy 3sec99  ,   10 y ,   00 y . 
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2. 1) Тело массой m  падает под действием силы тяжести и тормозящей силы 
сопротивления воздуха, пропорциональной квадрату скорости. Найти закон 
изменения скорости падения тела, если   00 v . 

   2)Найти кривую, проходящую через точку  aa;  если  отрезок любой 
касательной к ней, заключенный между осями координат, делится точкой 
касательной пополам.   

3.  1)  







yxy
yxx

3
3

;                   2)  







xy
yx 9

. 

Вариант 4. 

1.1)    dxydyxx 122  ;      2)   05 22  dxyedye xx ; 

  3)   xyxyyx  22 11  ,   10 y ; 

    4)  
x
y

x
yy cos   ;                         5) 22

23

62
123

xy
yxyyx




 ; 

6) 
2

4 







x
y

x
yy   21 y ; 

7) xytgxy 2cos ;                   8)   19 2  xyyx ; 

9)    2
3

22 11 xxyyx  ;      00 y   ; 

10)   xxyyyx ln2ln2  ; 

11)   0ln3  dyxydx
x
y

;     12) 1tg  yxy ; 

13) 0)( 2  yyy ,     10 y ,   20 y ; 

14) xexyyy 23sin1365  ; 

15) xxexyyy  2244 ; 

16) 12  yy ,   00 y ,   10 y ; 

17) xyy 7cos2 ,     100  yy ; 

18) 
x

eyyy
x

 2  ; 
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    19)
x

x

e
eyy 3

3

3
93 




 ,   4ln40 y ,    14ln330 y . 

2. 1) Материальная точка движется прямолинейно, причем так, что ее 
кинетическая энергия в момент t  прямо пропорциональна средней скорости 
движения в интервале от  0  до t . Известно, что при 0t  путь 0S . 
Показать, что движение равномерно. 
     2)Найти кривую, проходящую через точку  1;1 , если угловой коэффициент 
касательной в любой точке кривой равен квадрату ординаты точки касания. 

3. 1)  







yxy
yxx

64
24 ;                   2)  







052
023

yxy
yxx

. 

Вариант 5. 

1.1) yxey 2 ;                            2) 013 22  dyxydxyx ; 

   3) 01 2  dyxdx ,  
2

1 
y ; 

  4)    
x

yxy 2
 ;                        5) yyxyx  2223 ; 

   6) 022 




  xdydxyxy ,   01 y ; 

   7) xx
x
yy sin ;                   8) xx

x
yy sin2   ; 

       9) x
x
yy 3 , 0x ,   11 y ; 

      10)     212 yexxyy x ;  

      11) 0523
3

3

2

22





 dy
y

yxdx
y

yx
; 

       12) xxyy 3sinctg2   ; 
 

   13) 14 43  yyy ,   20 y ,  
22

10 y ; 

   14) xxyyy 22sin244  ; 
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   15)  184 2  xeyyy x ; 

   16) xxyy cos23  ,   00 y  ,  
9
10 y ; 

   17) 3sincos2052  xxyyy ,     100  yy ; 

   18) 
x

yy 3cos
1

 ; 

    19) xxyy 2ctg44  , 3
4







y , 2

4







 y . 

2. 1) Тело массой m  брошено вертикально вверх с начальной скоростью 

0V .Определить, через какое время  оно достигнет своего наивысшего положения, 

если сила сопротивления воздуха равна kV . 
      2) Найти кривую, проходящую через точку  2;1 , у которой отрезок нормали в 
любой точке кривой, заключенной между осями координат, делится пополам в этой 
точке кривой. 

3  1. )  







yxy
yxx
34

2
;                   2)  








yxy
yxx

25
52

. 

 
Вариант 6. 

1.  1)  yxyyxyx  ;    2) 056 22  dyxydxyx ; 

   3) 42  xy ,   14 y  ;          4) yxyyx  222  ; 

  5)  22

23

2
23

xy
yxyyx




 ;              6) 022  yxyxy    01 y ; 

   7) xxyxy 2sin2sincos   ;   8) 552
2 


 y
x
xy ; 

  9) 322  ts
dt
dst ,   11 s ;           10)   xyyyx ln2 ; 

  11)   01112 22  dyxdxxx ;   

  12)   22 yyy  ;      
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 13)
x

y 2cos
1

 , 
2
2ln

4







y ;. 1

4







 y ; 

  14) xxeyy x 2sin2   ;       15)  142 2  xeyy x ; 

  16) 12sin4  xyy ,  
4
10 y ,   00 y ; 

  17) xxyy  3 ,   00 y ,   10 y ; 

  18) ctgxyy  ;        

  19) 
x

yy
3sin

99  , 4
6







y , 

2
3

6








y . 

2.    1)  Пуля входит в доску толщиной 10  см со скоростью 200 м/с  , а вылетает 
из доски , пробив ее, со скоростью 80 м/с . Считая, что сила сопротивления доски 
движению пули пропорциональна квадрату скорости движения , найти время 
движения пули через доску. 

    2) Найти кривую, проходящую через точку  2;1  , если поднормаль ее в 
каждой точке равна 2 . 

3.      1)  







yxy
yxx

45
32

;                   2)  







yxy
yxx

3
83

. 

 
Вариант 7 

1. 1) 0ctgcossintg 22  ydyxydxx  ;     2) 01
1
1

2

2





y
xyy ; 

  3)   xx eyye 1 ,   10 y ;                        4)  1
x
yy ; 

  5)  

2
42 








x
y

x
yy ;  

  6)   xexydydxyx  023 22   ,    42 y ; 

  7) x
x
yy  ;                                   8)      1

1



 xe

x
yy x   ;       
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9) 0 xeyyx ,   bay  ;  

10)
 

y
xxxyy cossin1cos2 

 ; 

      11)   0cos22sin1 22  xdyydxxy ; 

      12) 0 yyx ;                               13) 13 yy , 1
2
1

2
1














 yy ; 

      14) 226 xxeyyy x  ;   15) xchyy 222  ; 

      16) xyy sin4  ,     100  yy ; 

      17) xxyyy  2cos44 ,     100  yy ; 

      18) xyy tg ; 

   19) x

x

e
eyy 






2
;   27ln0 y ,   19ln0 y . 

2. 1) Тело массой m  падает вертикально вниз под действием силы тяжести и 
тормозящей силы сопротивления воздуха, пропорциональной скорости. Найти 
закон изменения скорости падения этого тела, если в момент времени 

0t 0V . 
     2) Найти кривую, проходящую через точку  2;2 , если подкасательная в 
любой точке равна удвоенной абсциссе точки касания. 

3.1)  







yxy
yxx
63

2
;                   2)  








yxy
yxx

32
23

. 

 
Вариант 8 

1.1) 02 2  yyx  ;                  2)   04  dxedyey xx ; 

   3)   01  ydxdyx ,    10 y ; 

  4) y
x
yyyx  ln  ;              5) 

yx
yxy




 ; 

  6)   023 22  xydydxyx ,   42 y ; 

  7) xxyyx sin ;         8) xxyctgxy ctgcos2 2 ; 

  9) 0
1
 xeyyx ,   bay  ; 
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  10)  3423 144 xeyyxy x  ;               

  11) dy
y

xydxyx 









3
2 2)ln1(3 ; 

  12) xexyyx 2 ;          13) 025 yy         100  yy ; 

  14)   xexxyy  244 3 ;       15) xyy 5ch25  ; 

  16) xxyy cos3  ,    
9
10  , 00  yy ; 

  17) xyyy 7sin32  ,     100  yy ; 

  18) xyy eccos ; 

  19) 
x

yy
4sin

1616  , 3
8







y ,  3

8







y . 

2. 1) Материальная точка массой m  движется прямолинейно под действием силы 
прямо пропорциональной времени от начала движения и обратно 
пропорциональной скорости движения. Установить зависимость между 
скоростью и временем, если при 0t  0VV  . 
  2)Найти кривую, у которой отрезок касательной между точкой касания и осью 
абсцисс делится пополам в точке пересечения с осью ординат и которая проходит 
через точку  1;5 . 

 3. 1)  







yxy
yxx
3

5
;                   2)  








xyy
yxx

22
. 

 
Вариант 9 

1. 1) 0
y

dy
x

dx
 ;                     2) dxxyydyxydyxdx 22 222  ; 

 3) xyy cos ,   10 y ;         4) 
x

yxy 
 ; 

 5) 362
2









x
y

x
yy ;     

 6)   0222  xydydxyx ,   01 y ; 
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 7)   xxxyyx  32 1 ;   8) 32 xy
x

y  ; 

 9) 01
1

2
2 


 x

x
yy ,   00 y ; 

 10) 
222223 xexyxyy  ; 

 11) 
  0

12cos
cos12

sin

2













 dy

y
yxdx

y
x

; 

 12)    251 yyy  ;          

 13)   01  yxy ,   22 y ,     122  yy ; 

 14) 2344 xeyyy x  ; 

 15) xexyy 183sin369  ; 

 16) xyy 2cos84  ,   00 y ,   10 y ; 

 17) 12  xyy ,     100  yy ; 

 18) xexyy 2242  ; 

 19) 
x

yy



sin

2
2  , 1

2
1







y ,

22
1 2







y . 

 2 1) Тело движется прямолинейно с ускорением, пропорциональным 
произведению скорости движения V на время t . Установить зависимость 
между скоростью движения V  и временем t , если при 0t 0VV  . 

      2)  Найти кривую, у которой подкасательная пропорциональна абсциссе 
точки касания и которая проходит через точку 1;4 . 

 3. 1)  







xy
yx

;                   2)  







yxy
yxx

3
35

. 

 
Вариант 10 

1.  1) 
1
1





x
yy  ;                                  2)   02 2  dxeydye xx  ; 
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     3) 0 ydxxdy ;   11 y ;    4) 
x
yyyx lncos ; 

     5) yyxyx  224 ;  

     6)   023 22  xydxdyxy ,   21 y ; 

     7) xe
yy 1
 ;                                   8) 2

2 1
1

2 x
x

xyy 


 ; 

      9)
x

xyy
cos

1tg  ,   10 y  ;    10)   32 3532 yxyyx  ; 

     

11)    04663 3222  dyyyxdxxyx ;12)   0
1

2 2 


 y
y

y ; 

     13) 0ln1 





 





x
y

x
yy ,  

2
11 y ,   ey  1 ; 

     14) xexyyy 2sin2544  ; 

     15) xyy 4sh164  ; 

     16) xxeyy 29 ,   00 y ,   50 y ; 

     17) xyy 3sin9  ,     100  yy ; 

     18) xeyyy x ln44 2 ; 

     19) xyy 2ctg84  , 5
4







y , 4

4







 y . 

2. 1) Материальная точка массой 1m  движется прямолинейно, приближаясь к 

центру , отталкивающему ее с силой, равной xk 2  ( x -расстояние точки от 
центра) При  0t   ax  ,   katx  . Найти закон движения. 
   2) Найти кривую, у которой длина нормали есть постоянная величина a    и 
которая проходит через  точку  a;0 . 

   3. 1)  







yxy
yxx

54
45

;                   2)  







yxy
yxx 2

. 
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Вариант 11 

1.  1)    02222  dyyxydxxxy  ; 2)   xx eyye 224  ; 

     3)     01 2  xydydxy ,   12 y ;         4) 
x
y

x
yy tg ; 

     5) 
xyx

yxyxy
22

2
2

22




    ;      

   6)  0222  xydydxyx ,   04 y ;   7) xxxyy sin2ctg  ; 

   8)  21
1

2



 xey

x
y x ;                           9) yxyx 2 ,   01 y ; 

    10)   45453 yxyyx  ;                     

      11)     02  dyyxdxyx ; 

     12)   yyy  2
,   00 y ,  

2
10 y ; 

     13)   x
x
yxy ln2ln1 


 ;  
2
11 y ,   11 y ; 

     14) 22107 xeyyy x  ; 

     15) xxexyyy  sin252 ; 

     16) xxyy cos6sin2  ,     100  yy ; 

     17) 12 2  xeyy ,  
8
10 y ,   10 y ; 

      18) 
24

2
x

eyyy
x


 ; 

      19)  xyy ctg4 ;   4
22














  yy  . 

2 1)Распад радия происходит таким образом, что скорость распада 
пропорциональна наличному количеству радия с течением времени, если 
известно, что через 1600 лет останется половина количества радия. 
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     2) Найти кривую, проходящую через  точку  1;1  и обладающую в каждой 
точке свойством, что отрезок касательной, заключенный между осями координат, 
делится в точке касания пополам. 
 

3. 1)  






yxy
yxx

82
23

;                   2)  






yxy
yxx

4
3

. 

 
Вариант 12 

1.   1)   0 ydxdyxxy ;    2) 04 22  xxyyx  ; 

      3) dydxxy 2   ,   11 y ;        4)  xy
x
yy lnln1  ; 

      5) yyxyx  223  ;            6) 
x
y

y
xy   ,   21 y ; 

      7) 3xyyy  ;                                8) 
x
yxy  3 ; 

      9) yxy 2 ,   11 y ;               10) 222 xyyy  ; 

     11)   02222  xydydxxyx ; 

     12)   yyy  12
;           

     13)   02 22  yyyy ,     100  yy ; 

      14) xxeyyy  1478 ;    15) 2sin5 xxyy  ; 

      16) xexyy 3183sin189  ,     100  yy ; 

      17) 22sin44  xyyy ,     100  yy ; 

      18) xchyy 2 ; 

  19) x

x

e
eyyy 2

2

2
486





,     000  yy . 

  2. 1)  Моторная лодка массой кг300   движется прямолинейно с начальной 
скоростью м/с16  . Сопротивление  воды пропорционально скорости движения и 
равно кг10  при скорости м/с1 . Какое расстояние пройдет лодка, прежде чем ее 
скорость станет м/с8 ? 
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     2) Найти семейство кривых, подкасательная которых есть среднее 
арифметическое координат точек касания. Выделить из семейства кривую, 
проходящую через точку  1;2  . 

 

3. 1)  







yxy
yxx
32

4
;                   2)  








yxy
yxx 5

. 

 
Вариант 13 

1.1) 01 xyy ;                    2) yxxy  ln ; 

  3) 0lnsin  yxy , ey 







2


; 

      4) 
x
yey x

y

 ;                          5) 882 2

2


x
y

x
yy ; 

   6) dxyxydxxdy 22  ,   02 y ; 

      7)   32 122032 yxyyx  ; 

  8) 2
12
xx

yy  ; 

  9)  xeyy  ,   10 y ;        10) yxyy  ; 
  

      11)     0323 2223  dyyyxdxxyx ; 

 12)  22 yyyyy  ; 

  13)   021 2  yxyx ,   00 y ,   30 y ; 

  14) 63  xyyy ;     15) 32  shxyy ; 

  16) xxyy sin37cos2  ; 

  17) xexyyy 22cos44  ,     100  yy ; 

  18) xyy 2sh24  ; 

  19) x

x

e
eyy 3

3

1
3


 ,   4ln0 y ,    2ln130 y  
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2. 1) Материальная точка массой г20  медленно погружается в жидкость. Найти 
закон движения, считая, что при медленном погружении сопротивление 
жидкости пропорционально скорости погружения (коэффициент 
пропорциональности равен 2) 
   2) Найти кривую, радиус-вектор любой точки которой равен отрезку нормали 
между кривой и осью абсцисс  и которая проходит через точку  3;1 . 

 3. 1)  







yxy
yxx

5
37

;                   2)  







xyy
yxx
4

. 

  
Вариант 14 

1.  1) 0tgtg  xdyydx ;              2)   xx eyye 221  ; 

  3)     22 11 yxyx  ,   11 y ; 

 4)     046  dyxydxyx ; 

 5) 
xyx

yyxxy
23

3
2

22




 ;           6) 
y
x

x
yy  ,   11 y ; 

 7) byxay  sin ;                  8) 33xxyy  ; 

 9) 0
1

2 


 x
x

yy ,   00 y ; 

 10) 2xyyyx  ; 

 11)     022 2323  dyyxyydxxyx ; 

 12)   02  yyy ;                  13) yyx  ;   01 y   11 y ; 

 14) 4127 3  xeyyy ; 

 15) xx exeyyy 22396  ; 

 16) xxyyy 2cos322sin84  ; 

 17) xyy sin , 0
22














  yy ; 

 18) xyy sh2 ; 
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 19) xe
yyy 22

486 
 ,   3ln310 y ,   3ln100 y . 

 
2.    1) Моторная лодка массой движется в спокойной воде со скоростью км/ч20 . 
На полном ходу ее мотор выключен и через с40  скорость лодки уменьшилась до  

км/ч8 . Сопротивление воды пропорционально скорости движения лодки 
мин20  после остановки мотора. 

        2) Найти  линию, у которой отрезок, отсекаемый на оси ординат касательной в 
произвольной точке, пропорционален кубу ординаты точки касания и которая 
проходит через точку  4;1 . 

 

3. 1)  







yxy
yxx 3

;                   2)  







xyy
yxx

4
2

. 

 
Вариант 15 

1. 1) 11 





 

dx
dye y ;                           2) dxxydyyxydyxdx 22  ; 

    3)   012 2  dxydyx ,   10 y ; 

 4)  0 xdydxyxy ;           5) 1282

2


x
y

x
yy   ; 

 6)   029 22  xydydxxy ,      11 y ; 

 7) 322 xxyy  ;                        8) xxyy 2sincos  ; 

 9) 1
1

2
2 


 y

x
xy ,   20 y ;   10) 

x
y

x
yy 2cos

22
 ; 

 11)   02  dyyxedxe yy
;        12) 

y
xy


 ; 

 13)   22  yyy ,     100  yy ; 

 14) xexyy  42 ;    

 15) xxyyy cos3sin584  ; 

 16) xeyy x cos2  ; 
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 17) xexyyy 2sin44  ,     100  yy ; 

 18) xxyy 2cos ; 

 19) 












 x

yy
cos

1
22 ,   20 y ,   00 y . 

2.1) Известно, что скорость точки, движущейся вдоль прямой, пропорциональна 
кубу времени. Через c2  после начала движения точка удалилась на м20 . Найти 
закон движения точки. 
 
   2) Найти кривую, для которой площадь треугольника, образованного осью 

абсцисс, касательной и радиус-вектором точки касания, постоянна и равна 2a  и 
которая проходит через точку  aa; . 
  

3.       1)  







yxxy
yx

3
;                   2)  








yxy
yxx

3
. 

  
Вариант 16 

1 . 1)   ydxdyx 351  ;                    2) 0222 22  yxxyx ; 

     3)   xx eyye 1 ,   10 y ;     4) 
x
yey x

y

 ; 

      5) 5104 2

2


x
y

x
yy ; 

      6)   xydydxyx 23 22  ,   02 y ; 

      7) 
x

x
x
yy 1
 ;                               8) 

x
x

x
yy ln
   ; 

       9) 2

2x

e
x
y



,     10 y ;                  10) 3322 yxxyy     ; 

      11)     03851810 2  dyxxdyxy ;    12)  0 yyx ; 
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      13)  32 yyy  ,   11 y ,   21 y ; 

      14) 22sin84 xxyy  ;         15) 32  xxeyy ; 

      16) xxeyyy x sin89  ;  

      17) xyy cos29  ,   10 y ,   20 y ; 

      18) xyy sh2 ; 

      19) 
x

yy



sin

2
2  , 1

2
1







y  , 

22
1 2







y . 

 
2.     1) Материальная точка массой г1  движется прямолинейно под действием 
силы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемому от начала движения, и 
обратно пропорциональной скорости движения точки. В момент времени c10t  

скорость равнялась м/c5,0 , а сила - Н104 5 . Какова будет скорость спустя 
минуту после начала движения? 
          2) Найти уравнение кривой,  проходящей  через точку  5;3 , для которой 
отрезок любой касательной, заключенный между координатами осями, делится 
пополам в точке касания. 

3. 1)  







yxy
yxx

2
4

;                   2)  







yxy
xyx 8

. 

  
Вариант 17 

 1.1)  0
11





 y
dy

x
dx

;            2) 0ln  yxyy ; 

 3) 2ctg  yxy ;   30 y ;      4) xyx
yxyxy

6
5

2

22





; 

    5) 
22 yxyxy  ;                  

 6)   022  xdydxyxy ,   01 y ; 

   7) xxyy 6sintg33  ;   8) 2
sin2

xe

xxxyy  ; 

   9) xxyy sectg  ; 10) xyyyx ln2 ; 
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   11)   02sin2cos2 22  dyyxyydxx ; 

   12)   yyy  tgx1 2
;  

   13)   x
x
yxy ln2ln1 


 ,  
2
11 y ,   11 y ; 

   14) 52sin82  xyyy ; 

   15) xyy 4sh16  ;                    16) xeyyy x  2244 ; 

   17)   xxeyy x cos1   ,   00 y ,   10 y ; 

   18) xyy sh2 ;    19) 
x

yy



cos

2
2  ,   30 y ,   00 y . 

2.  1) Известно, что скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности 
между температурой тела и воздуха. Найти зависимость температуры тела от 

времени, если за  мин10 , температура тела снизилась от до 100  до 60 , а 

температура воздуха была постоянной и равнялась 20 . 
     2) Найти кривую, проходящую  через точку M  3;4 , если подкасательная  
любой точки есть среднее арифметическое координат точки касания.  

3.            1)  







xyy
yxx
4

;                   2)  







yxy
yxx

3
3

. 

 
Вариант 18 

1.  1)  012 2  ydydxyx ;          2) 045 22  xyyy ; 

      3)   21 ye y ,   00 y ;           4) yyxyx  2224 ; 

      5) 
x
yyxy

x
yx sinsin  ;            6) 

x
y

x
yy ln ,   11 y ; 

      7) 4
12
xx

yy  ;                                     8) 
11

2







x
y

x
yy ; 

  9) 3
32
xx

yy  ,   11 y ;   

 10)   12cos128cos32  yexxyy x ; 
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 11)     075  dyyxdxyx ;  12)   21 2  yxyx   ; 

 13) 13 yy  , 1
2
1

2
1














 yy ;     

 14) xxyyy 2sin1286  ;    15) 22 xeyy  ; 

 16) xxyyy 2cos2cos96  ;   

 17) 32sin  xyy ,     1  yy ; 

 18) xyy 2ch ; 

 19) x

x

e
eyyy 3

3

1
9189 

 ,     100  yy . 

2.  1) Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству 
бактерий, имеющихся в наличии в рассматриваемый момент времени t  . 
Количество бактерий утроилось в течение 5  ч. Найти зависимость количества 
бактерий от времени. 
     2) Найти кривые, обладающие следующим свойством: если через любую точку 
кривой провести прямые, параллельные осям координат, до встречи с этими осями, 
то площадь полученного прямоугольника делится кривой в соотношении 2:1 . 
Выделить кривую,   проходящую  через точку  2;1 . 

3.                     1)  







xyy
yxx
23

;                   2)  







xy
yx 09

. 

   
 Вариант 19 

1.  1)    1323  yyx ;          2) 024 22  yyxy ; 

     3)   xydydxy  21 ,   12 y   ;    4) 
x
y

x
yy cos ; 

     5) 
xyx

yxyxy
62

3
2

22




 ;      6)   x
x
yyyx  arctg ,   01 y ; 

     7) 
x

yey x


 

1
;                             8) 344 xxyy  ; 

     9)   221 xyxyyy  ,  
2
10 y ; 
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     10)   2233 84 yexyxy x ; 

     11) 0
2
55 22 






  dyyxxydx ;  12) 1tg  yxy ; 

     13) yey y  ,   00 y ,    10 y ; 

     14) 42sin265  xyyy ;     15)  14 22  xeyy x ; 

      16) xexyy 33cos9  ;            

      17) 334  xeyyy x    ,   30 y ,   90 y ; 

      18) 132   xeyyy x ; 

      19) xyy 2ctg44  , 2
4

    3
4














  yy . 

2. 1) В любой момент времени скорость V  точки превышает среднюю скорость за 

время t  с начала движения на величину 2t . Найти закон движения, если при 

0   0 SSt  , 0V . 

2) Найти уравнение кривой, проходящей через точку  1;3  и обладающей тем 
свойством, что отрезок касательной между точкой касания и осью OX делится 
пополам в точке пересеченья с осью OY . 

 

 3.             1)  







yxy
xyx 8

;                   2)  







1
1

xy
yx

. 

 
Вариант 20 

1.  1) 12 2  yyx ;                                        2) 0122 2  yxxyx ; 

  3) xyy cos ,   10 y ;                       4) 
x
yxyyx tg ; 

  5) 
xyx

yxyxy
6

5
2

22




 ;                           

  6)  022 22  xydydxyx ,   11 y  ; 
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  7) xx
xx

yy ln
ln

 ;            8) 2
2 1

1
2 x

x
xyy 


  ; 

 
   9) 2yctg  xy ,   40 y  ;        

  10)   32 35128 yxyyx  ; 

  11)   013 22  dyexdxex yy  ; 

  12)     0232 2  yyy ; 

  13)   yxy  1 ,   22 y ,   12 y  ; 

  14)   425  xexyy ;   

  15) xexyyy 2cos56  ;  16) 55sin25  xxyy ; 

  17) xxyy 3cos32sin2  ,   20 y ,    00 y ; 

  18) xyy tg24  ;  

 19) x

x

e
eyy 2

2

1
42 




 ,   4ln0 y ,   24ln0 y . 

2. 1) Распад радия происходит таким образом, что скорость распада  
пропорциональна наличному количеству радия. Через сколько времени 
останется 1% от первоначального количества , если за 30 дней распалось 50% 
первоначального количества радиоактивного вещества. 
2) Найти уравнение кривой, которая проходит через точку  3;1 , если  угловой 
коэффициент касательной к ней вдвое больше углового коэффициента радиуса-
вектора точки касания. 

3. 3.             1)  







xyy
yxx

4
2

;                   2)  







yxy
yxx

3
83

. 

 
 

Вариант  21 

1.1) 12  ye y ;                         2)   dxxydyyxydyxdx 22 26  ; 

   3) 2
1

x
yy 

 ,   01 y ;        4)   022  xydydxyx ; 
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   5) 662 2

2


x
y

x
yy ;        6)   025 22  xydydxyx ,   11 y ; 

    7) 
2

2 xxexyy  ;               8) xe
x

x
x
yy 5
 ; 

    9) xexyyx 2 ,   bay  ;           10)   21 yexxyy x ; 

   11)   0222  dyyxydxxy ;     12)    0ln1ln 2  yyyyy ; 

   13)  1
1

2 



 xx
x

yy ,      100  yy ; 

   14) xxyyy 2sin16209  ;  

   15) xxeyyy x 2cos89  ;    16) 52sin4  xyy ; 

   17) xexyy 2sin  ,     20   00  yy ;                 

   18) 
1

123


 xe
yyy ;    

  19) 
2

ctg4 xyy  ,     .
2
1 , 2   yy  

2.    1)  Пуля входит в брус толщиной 12  см со скоростью 200 м/с  , а вылетает 
из бруса , пробив его, со скоростью 60 м/с . Брус сопротивляется движению пули 
с силой, пропорциональной квадрату скорости движения.  Найти время движения 
пули через брус. 
      2) Нормаль отсекает на оси абсцисс отрезок, равный квадрату радиус-вектора  
любой точки кривой. Найти уравнение кривой, если она проходит через точку   
 3;0 . 

 

3.      1)  







yxy
yxx

3
3

;                   2)  







yxy
yxx

45
32

. 

 
 

Вариант  22 

1.1)     022  dyyxydxxxy ;  

   2) 0333 22  yxxyx ;       3)   1)2(,01 2  yxydydxy ; 
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    4) 
x
y

x
yy 







2
4 ;                     5) yyxyx  2226 ; 

    6)   023 22  xydxdyxy ,   ;2)1( y  

    7) 542 xxyy  ; 8) 0ln


x
x

x
yy ; 

    9) xyy cos ,    10 y ;         10) 5434 yxeyyx x ; 

    11)     0843 22  dyexydxyx y ;      12) 
x
yyyx


 ln ; 

    13)   22 432 yyyy  ,     00   ,10  yy ; 

    14) xxyy  2cos24 ;    15) xexyy x225  ; 

    16) xxyyy 5sin45   ;   

    17) 334 5  xeyyy ,      90   ,30  yy ; 

    18) 
x

yy
2cos

1
 ;              

    19) x

x

e
eyy



2

,   27ln0 y ,   9ln10 y . 

    2. 1) Если тело медленно погружается в воду, то его скорость V  и ускорение a  
приближенно связаны уравнением kvga  , где g  и k  - постоянные. 
Установить зависимость между пройденным путем S  и временем t , если при 

0t     0VS . 
       2) Найти кривые, для которых сумма катетов треугольника, образованного 
касательной, ординатой точки касания и осью абсцисс, есть величина постоянная, 
равная a . Найти  кривую,  проходящую через точку    1;a . 
 

    3.    1)  







yxy
yxx 05

;                   2)  







yxy
yxx

64
24

. 
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Вариант 23 

1. 1) xyy 21 ; 2)   019 22  yxyx ; 

3) yyxy 2lnsin  , ey 







2


;    4)      yxeyx x
y

 ; 

5) yyxyx  224 ;     6)   023 22  xydydxyx ,    11 y ; 

7) xxyy 2sincos  ;    8) 43x
x
yy  ; 

9)  xxeyyx  ,    21 y ;   10) 42 yx
x
yy  ; 

11) 01212 2 





 






  dy

x
ydx

x
yx ; 

12)     122  yy ,  ypy  ; 

13)   ,021 2  yxyx    21 y ,    30 y ; 

14) 4127 3  xxeyyy ;       15) 335sin5 xxyy  ; 

16) 2245 xeyyy x  ;     

17) ,2cos4  xyy        0   yy ; 

18) xctgyy 24  ;   19) 
x

yy
cos

1
  ,   10 y  ,   00 y . 

2.  1) Изолированному проводнику сообщается заряд 0QQ  . Вследствие 
несовершенства изоляции проводник постепенно теряет свой заряд. Скорость 
потери заряда в данный момент времени t  пропорциональна наличному заряду 
проводника. Найти закон изменения заряда. 
        2) Найти кривую, у которой сумма длин касательной и подкасательной в 
любой ее точке пропорционально произведению координат точки касания. 
Определить кривую, проходящую через точку  0;1 , если коэффициент 

пропорциональности 2k . 
 

3.      1)  







xyy
xyx

4
32

;                   2)  







yxy
yxx

2
3

. 
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Вариант 24 

1. 1)   0 ydxdyxxy ;   2)   xx eyye  21 ; 

     3)  dyxdxy 12    01 y ;     4) 
yx
yxy




 ; 

     5) 22

23

63
42

xy
yxyyx




   ;                      6) 
x
y

y
xy

2
2

 ,   01 y  ; 

      7) xxyyx cos2 ;                       8) 2
2
xx

yy  ; 

     9) 22 xyy  ,   10 y ;            10) xyytgxy sin
3
2 4 ; 

     11)     032323 232  dyyxxdxyyx ;  12)  
y

yy


 ;   

     13)   021 2  yxx ,   00 y ,   30 y ; 

     14) 22sin24 xxyy  ;      15) xxeyyy x cos32  ; 

     16) xyyy cos344  ;   

     17) 1 xeyy x ,    
2
100  yy ; 

     18) xe
yyy 21

165


 ; 

     19) xyy  cosec , .
22

 , 1
2
















 yy  

2.  1)Сила тока в цепи с сопротивлением R , самоиндукцией   и электродвижущей 

силой   удовлетворяет дифференциальному уравнению   iR
dt
di

. Найти 

зависимость силы тока от времени t , считая R и  постоянными, если 
электродвижущая сила пропорциональна времени, т.е. kt , сила тока в 
начальный момент равна 0 . 
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       2) Найти кривую, у которой расстояние любой касательной от начала 
координат равно абсциссе точки касания и которая проходит через точку    1;1 . 

3.      1)  







yxy
yxx

4
3

;                   2)  







yxy
xyx

5
3

. 

 
Вариант 25 

1.1)   0 xdxdyxxy ;         2)   06 23  dxeydye xx ; 

   3) 12  ye yx ,    21 y ;                4)   022  yxdydxyx ; 

   5) yyxyx  224 ;                6) 
y

x
x
yy

3
3

 ,     11 y ; 

   7)  31
1

2



 x

x
yy  ;                   8) 388 xxyy  ; 

   9) xeyy 3 ,    
2
10 y ;            10)     212 yexxyy x ; 

   11)     0cos2)cos22(sin  dyyxdxyxx ; 

   12)   yyy  21 ;                        13) yyx  1  ,      111  yy ; 

   14) xexyyy  2sin42 ; 

  15) 23 xxeyy x  ;                16) 4cos45  xyyy ;  

  17) xeyyy x 2sin344 2  ,      20   , 10  yy ; 

  18) xshyy 2 ;     19) xyy 2sec4  ,      00   , 20  yy . 

2.   1)Вода в открытом резервуаре сначала имела температуру 70 , через мин 10  

температура воды стала 65 , температура окружающей резервуар среды 15 . 
Определить температуру воды в резервуаре через 30мин  от начала момента; 

момент времени, когда температура воды в резервуаре станет равной 20 . 
    2)  Найти кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого нормалью на оси 
OX  к радиусу-вектору точки касания есть величина постоянная, равная k  и 
которая проходит через точку    1;0 . 

3.      1)  






2
1

xy
yx

;                   2)  






yxy
yxx
4

6
. 
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Вариант 26 
 

1.1)   32 ye y ;                2) xdyydxyxdyydxx 23236  ; 

   3)   014 2  dxydyx ,    12 y ; 

   4)     075108  dyxydxxy ;  5) yyxyx  223 ; 

   6)   049 22  xydydxxy ,    11 y ; 

   7) xxxyy 22 costg2  ;         8) ;22 3xxyy        

   9) 22 xyy  ,    
4
10 y ;      10) xy

x
yy cos22    ; 

   11) 01
2 


 dy

x
xydx

x
y

;            12) xexyyx 2 ; 

   13)   22  yyy ,      100  yy ; 

   14) xeyy x cos69 3  ;        15) 2sin xxyy     ; 

   16) 52cos4  xyy    ;  

   17) 2396 3   xeyyy x ,     200  yy ; 

   18) xxyy 2sin4  ; 

   19) xe
yyy 21

486 
 ,     2ln60  ;2ln210  yy . 

2.  1)Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, 
пропорционально угловой скорости. В какой момент времени  скорость  диска 
окажется равной  рад/с2 , если при 0t  он вращается со скоростью 

рад/с20 , а при   c 8t - со скоростью рад/с 16 ? 
      2) Найти кривую, у которой отношение отрезка , отсекаемому нормалью на оси 
OY  к отрезку, , отсекаемому нормалью на оси OX   есть величина постоянная., и 
равная k . 
 

3.      1)  






yxy
yxx

3
35

;                     2)  






xyy
yxx

22 . 
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Вариант 27 

1.       1) ;3yyyx    2) ;10 yxy   

3) ;1)0(,)1(  yeyye xx   4) ;02)( 22  xydydxyx  

5) ;0)2(  dyxxyydx       6) ;
2

)1(,)tg( 
 yy

x
yyx  

7) ;x
x
y

dx
dy

   8) ;2 3x
x
yy   

9) ;1)0(,2  yeyy x   10) ;2xyyxy   

11) ;0)1(2 2  dyexdxxe yy   12) ;3 x
x
yy 


   

13) ;1)1()1(,23  yyyy         14) ;44 22 xxexyyy    

15) ;278 2xeyyy x     16) ;2sin4 xxyy    

17) ;0
22

,sin 














 yyxyy  18) ;2ch2 xyy    

19) .1
2

,2
2

,
2

tg4 














 yyxyy   

2.      1) Известно, что скорость точки, движущейся вдоль прямой, пропорциональна 
кубу времени. Через с3  после начала движения точка удалилась на м30 . Найти 
закон движения точки. 

2) Найти кривую, у которой расстояние любой касательной от начала 
координат равно абсциссе точки касания и которая проходит через т. )1;1(  

3.       1) 







;4
2

xyy
yxx

   2) 







.1
1

xy
yx

 

 
Вариант 28 

1.       1) ;0)1(  dyxxydx   2) ;12 xydydxy   

3) ;1)0(,12  yyxyy    4) ;1
x
yy   

5) ;0)( 2  dyxydxyx    6) ;1)1(,  ye
x
yy x

y
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7) ;xeyy     8) ;yxy    

9) ;2)0(,5ctg  yyxy    10) ;2 25 yxyyx    

11) ;0)32()1( 2  dyyxdxyx     

12) ;0)1(  yyx   

13) ;3)0(,0)0(,0)(2 3  yyyyy     

14) ;1267 xxeyyy    

15) ;996 xexyyy     16 ;3sin3 2 xxyy    

17) ;0)0()0(,2cos2sin  yyxxyy     

18 ;sh2 xyy    

19) .2)0(,1)0(,
cos

12 3  yy
x

yy   

2.     1)  За дней30  распалось %50  первоначального количества радиоактивного 
вещества. Через сколько времени останется %1  первоначального количества? 
        2) Найти кривую, у которой подкасательная пропорциональна абсциссе точки 
касания и которая проходит через т. )1;9(  . 

3.     1) 







;
3 yxxy

yx
    2) .

8








yxy
xyx

  

 
Вариант 29 

1.       1) ;1 2xyxy     2) ;22 22  yyyx   

3) ;1)4(,022  yyyx    4) ;0)2(  dxyxydy   

5) ;x
y

ey
x
y

    6) ;1)1(,12

2
 y

x
yy   

7) ;2 xeyy     8) ;22 3 xx
x
yy    

9) ;1)1(,2  yxyyx    10) ;3xyyy    

11) ;0)18()41( 2  dyxydxy   12) ;22 xx eey    

13) ;0)0(,1)0(,)(3 22  yyyyyy  
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14 ;23 2xeyyy x    

15) ;22 2 xxexyy     16) );1(2cos  xxyy   

17) ;0)0()0(,sin2   yyxeyyy x
 

18) ;ln44 2 xeyyy x   

19) .2ln2)0(,2ln)0(,
1




 yy
e

eyy x

x
  

2.  1) Тело движется прямолинейно с ускорением, пропорциональным 
произведению скорости движения V  на время t . Установить зависимость между 
скоростью движения V   и временем t , если 0)0( VV  . 

          2) Найти кривую, проходящую через т. )3;4(M , если подкасательная 
любой её точки равно среднеарифметическому координат точки касания. 

3.       1) 







;
4xyy
yxx

   2) .
3
83








yxy
yxx

 

 
Вариант 30 

1.       1) ;1 2 yxyxy     2) ;1 xyy   

2) ;1)4(,2  yyxy    4) ;0)2( 22  xydydxyx   

5) ;
x
yey x

y

    6) ;1)2(,23
2

22



 y

x
yxy   

7) ;2xyyx    8) ;cos xyy   

9) ;0)0(,3 2  yeyy x    10) ;3xyxyy    

11) ;0)2()23(  dyyxdxyx     

12) );(,1)()( 22 ypyyy    

13) ;0)1(,1)1(,)( 3  yyxyyxy  

14) ;623 xeyyy x    

15) ;33 2xxyy      

16) ;52510  xxeyyy   

17) ;0)0()0(,cos2sin2  yyxxyy  
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18) ;2tg2 xyy     

19)  .
2

,2
2

,
sin

1 














 yy

x
yy  

2.     1) Определить путь S , пройденный телом за время t , если его скорость 
пропорциональна проходимому пути и если это тело проходит м100  в с10   и 

м200  в  с15 . 
          2)  Найти кривую, для которой площадь треугольника, образованного осью 
абсцисс, касательной и радиус-вектором точки касания, постоянна и равна 25 и 
которая проходит через точку )5;5( . 

3.      1)  ;
3








yxy
yxx

   2) .
3

3








yxy
yxx
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