
АВТОМАТИЗАЦІЯ  ПРОЦЕСІВ  ТА  УПРАВЛІННЯ 

Вісник СевНТУ: зб. наук. пр. Вип. 125/2012. Серія: Автоматизація процесів та управління. — Севастополь, 2012. 

55 

УДК 519.873 
А.И. Песчанский, доцент, д-р техн. наук 
Севастопольский национальный технический университет 
Ул. Университетская, 33, г. Севастополь, Украина, 99053 
E-mail:root@sevgtu.sebastopol.ua 
ПОЛУМАРКОВСКАЯ МОДЕЛЬ ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ С 
ПОТЕРЯМИ И ДИАГНОСТИКОЙ КАЧЕСТВА ОБСЛУЖИВАНИЯ В МОМЕНТ 
ПОСТУПЛЕНИЯ СЛЕДУЮЩЕЙ ЗАЯВКИ 

 
Построена полумарковская модель однолинейной системы обслуживания 0/1//GGI , в 

которой осуществляется контроль качества обслуживания требования. Найден явный вид 
функции распределения времени пребывания заявки в системе с учетом возможных ее повторных 
обслуживаний и среднее значение этого времени. 

Ключевые слова: полумарковский процесс, однолинейная система обслуживания, контроль 
качества обслуживания, уравнение марковского восстановления. 

 
Введение. Различные аспекты теории систем массового обслуживания (СМО) с потерями 

освещены во многих монографиях и научных статьях. Обзор основных результатов по этой тематике 
можно найти, например, в работах [1–4]. Наиболее полные результаты для СМО с потерями получены в 
предположении показательного распределения длительности интервалов между моментами 
поступлениями заявок и времени их обслуживания. Если же входящий в систему поток заявок образует 
процесс восстановления, а распределение времени обслуживания заявок имеет общий вид, то при 
определении в явном виде характеристик системы возникают существенные трудности. Для их 
преодоления в работах [5–7] используется аппарат полумарковских процессов с общим фазовым 
пространством состояний. Так, в [6] найдены стационарные характеристики однолинейной системы 

0/1//GGI , а в [7] — для этой же системы с абсолютным приоритетом  
В данной работе рассматривается СМО 0/1//GGI , в которой после проведенного обслуживания 

заявки, в момент поступления следующей, проводится контроль качества обслуживания предыдущей 
заявки. В случае неудовлетворительного качества обслуживания заявка отправляется на повторное 
обслуживание. Так продолжается до тех пор, пока обслуживание не будет признано 
удовлетворительным. 

Цель статьи — найти функцию распределения длительности времени пребывания в системе 
принятой к обслуживанию заявки с учетом возможных ее повторных обслуживаний и среднюю 
продолжительность этого времени. 

Постановка задачи. Рассмотрим СМО 0/1//GGI с потерями. Время обслуживания заявки — 
случайная величина (СВ) α с абсолютно непрерывной функцией распределения (ФР) { }tPtF ≤α=)(  и 

плотностью )(tf . Время между поступлениями заявок в систему — СВ β с абсолютно непрерывной ФР 

{ }tPtG ≤β=)(  и плотностью )(tg . Если прибор занят обслуживанием, то поступающие в систему заявки 

теряются. После завершения обслуживания заявки в момент поступления следующей заявки начинается 
диагностика качества проведенного обслуживания. С вероятностью p  обслуживание признается 

успешным и начинается обслуживание поступившей последней заявки. С вероятностью pq −= 1  

обслуживание заявки признается неудовлетворительным и сразу же начинается ее повторное 
обслуживание. При этом вновь поступившая в систему заявка теряется. После окончания повторного 
обслуживания в момент поступления следующей заявки в систему проводится диагностика качества 
повторного обслуживания. В результате диагностики либо с вероятностью p  обслуживание признается 

успешным, либо с вероятностью q  начинается повторное обслуживание заявки и т.д. Время проведения 

диагностики качества обслуживания заявки — CВ σ с абсолютно непрерывной ФР { }tPt ≤σ=Ψ )(  и 

плотностью )(tψ , а время проведения повторно обслуживания заявки — CВ γ  с абсолютно непрерывной 

ФР { }tPt ≤γ=Φ )(  и плотностью )(tϕ . 

Требуется найти ФР времени 21τ  пребывания в системе принятой к обслуживанию заявки (с 

учетом возможных ее повторных обслуживаний) и математическое ожидание этой СВ. 
Построение полумарковской модели функционирования системы. Для построения 

математической модели системы обслуживания используем аппарат полумарковских процессов с 
дискретно-непрерывным множеством фазовых состояний [5, 6]. Опишем функционирование системы 
полумарковским процессом ПМП )(tξ  с фазовым пространством состояний 
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{ }xxxxxxxE 00,23,21,22,12,11,10,23,21= . 

Расшифруем коды состояния системы: 
21 — поступившая в систему заявка начала обслуживаться впервые;  

x10  — обслуживание заявки закончено, до начала контроля качества ее обслуживания и 
поступления в систему следующей заявки осталось время x ; 

x11  — обслуживание заявки признано удовлетворительным; начинается обслуживание заявки, 
поступившей в момент начала контроля качества; до поступления следующей заявки осталось время x ; 

x12  — начинается повторное обслуживание заявки; до поступления следующей заявки осталось 
время x ; 

x21  — поступившая в систему заявка потеряна; до конца первичного обслуживания заявки 
осталось время x ; 

x22  — поступившая в систему заявка потеряна; до конца повторного обслуживания заявки 
осталось время x ; 

23  — в систему поступила заявка и начинается диагностика качества обслуживания предыдущей, 
поступившая заявка ожидает окончания диагностики качества; 

x23  — пришедшая в систему заявка потеряна, до конца диагностики качества обслуживания 
осталось время x ; 

x00  — завершился контроль качества обслуживания заявки, обслуживание признано успешным, 
до поступления в систему следующей заявки осталось время x . 

Временная диаграмма функционирования системы изображена на рисунке 1, а граф переходов 
системы — на рисунке 2. 

 
Рисунок 1 — Временная диаграмма функционирования системы 

 

 
 

Рисунок 2 — Граф переходов системы 
 
Времена пребывания системы в состояниях определяются формулами: 

σ∧β=θ∧β=θ=θ=θ∧γ=θ∧α=θ=θβ∧α=θ 2323222112111021 ,,,,, xxxx xxxxxx ,  000 =θ x , 

где ∧  — знак минимума. 
Полумарковское ядро ),,( BxtQ  [5] процесса марковского восстановления { }0;, ≥θξ nnn  в 

дифференциальной форме имеет вид: 
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∫∫ >+=>+=
tt

ydydssygsfdytQydydssyfsgdytQ
00

;0,)()()10,21,(;0,)()()21,21,(  

∫∫ >+ψ=>+ψ=
tt

ydydssygspdytQydydssygsqdytQ
00

;0,)()()00,23,(;0,)()()12,23,(  

;0,)(1)()10,21,(;0,)(1)()21,21,( >+=<<−= − ydytyxgdyxtQxydytyxgdyxtQ xyx  

;0,)(1)()22,22,(;0,)(1)()10,22,( xydytyxgdyxtQydytyxgdyxtQ yxx <<−=>+= −  

;0,)(1)()22,12,(;0,)(1)()10,12,( >+ϕ=<<−ϕ= − ydytyxdyxtQxydytyxdyxtQ xyx  

;0,)(1)()12,23,(;0,)(1)()00,23,( >+=>+= ydytyxqgdyxtQydytyxpgdyxtQ xx  

;0,)(1)()23,23,( xydytyxgdyxtQ yx <<−= −    ∫ >+ψ=
t

ydydssysgdytQ
0

;0,)()()23,23,(  

;0,)(1)()10,11,(;0,)(1)()10,11,( xydytyxfdyxtQydytyxfdyxtQ yxx <<−=>+= −  

).(1)23,10,();(1)11,00,( txtQtxxtQ x==  

Представим множество всех состояний системы в виде двух непересекающихся подмножеств +E  

и −E : 

{ } { }.00,23,21,22,12,11,10,23,21, xExxxxxxEEEE === −+−+ ∪  

Пребывание системы в подмножестве +E  при условии, что при 0=t  система находилась в 

состоянии 21, равно времени пребывания в системе принятой к обслуживанию заявки (с учетом 
возможных повторных обслуживаний). Найдем распределения времени пребывания ПМП )(tξ  в 

подмножестве состояний +E . 

Пусть xxx 12222121 ,,, ττττ , xxx 23101123 ,,, ττττ  — времена пребывания )(tξ  в +E  с начальным 

состоянием xxx 12,22,21,21 , xxx 23,10,11,23  соответственно, а  )(),(),(),( 12222121 tttt xxx ΦΦΦΦ , 

)(),(),(),( 23101123 tttt xxx ΦΦΦΦ  — их функции распределения. 

Запишем систему уравнений марковского восстановления [5] для функций  

)(1)(),(1)(),(1)(),(1)( 1212222221212121 tttttttt xxxxxx Φ−=ΦΦ−=ΦΦ−=ΦΦ−=Φ , ),(1)( 2323 tt Φ−=Φ  

)(1)(),(1)(),(1)( 232310101111 tttttt xxxxxx Φ−=ΦΦ−=ΦΦ−=Φ  с учетом того, что =Φ=Φ )()( 2221 tt xx  

1)()()()( 10231211 =Φ=Φ=Φ=Φ= tttt xxxx  при ,0 xt <≤  и )()( 2310 xttx −Φ=Φ  при xt ≥ : 
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Методом последовательных приближений исключаем из второго, третьего и четвертого уравнений 

системы функции )(21 txΦ , )(22 txΦ и )(23 txΦ . При этом получаем: 

,),()(),()(

,),()(),()()(

0

1223

232221
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dsxsxvstxtxVtt

g

xt

ygx

g

t

x

gxx

∫
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где  

),(1),(,)()()(),(
0

txVtxVdsshsxtGxtGtxV gg

x

gg −=−+++= ∫ . 

Здесь ),( txVg  — ФР прямого остаточного времени, а ∑
∞

=

∗=
1

)( )()(
n

n
g tgth  — плотность функции 

восстановления )(tH g  процесса восстановления, порожденного СВ β. С учетом найденных выражений 

для функций )(22 txΦ  и )(23 txΦ  пятое и шестое уравнения системы принимают вид 
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Здесь 

∫∫
∞

ψψ =−ψ+Ψ=
t

t

g dxxkdsstsVsttK )(),()()()(
0

, 

)(xkψ  — плотность распределения СВ — длительности времени между началом диагностики качества 

обслуживания заявки и моментом первого поступления в систему заявки после проведения контроля 
качества обслуживания (рисунок 3). 

 
Рисунок 3 — Временная диаграмма функционирования системы между состояниями 23 и )22(21 yy  

 

Из системы уравнений (2) исключаем функцию )(12 txΦ  и получаем относительно функции 

)(23 tΦ  уравнение 
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в котором  ∫
∞

ϕψϕψ =
t

dxxktK ,)()( ,,  

dsdyzsxyzvysvdzzsxsxsvsxk
sx

g
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gg
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−

ϕψ
0 00

, ),(),()()(),()()(  

— плотность СВ — длительности времени между двумя соседними моментами начала контроля качества 
обслуживания при условии, что после первого контроля обслуживание признано некачественным и 
заявка была направлена на повторное обслуживание (рисунок 4).  

 
Рисунок 4 — Временная диаграмма функционирования системы между соседними состояниями 23 

 

Отметим, что распределение вероятностей ∫ ϕψϕψ =
t

dxxkqtKq
0

,, )()(  является несобственным. 

Общая теория процессов восстановления с несобственным распределением содержится, например, в [8]. 
Решение уравнения (3) находится методом последовательных приближений и имеет вид 
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, tH q
ϕψ  процесса восстановления, 

порожденного СВ с несобственной плотностью распределения вероятностей )(, tkq ϕψ . Используя 

свойства этой функции восстановления, функцию )(23 tΦ  можно представить в виде 

.)()()()(
0

)(
,23 ∫ ϕψ−Ψ−Ψ+=Φ

t
q dsshstptpqt  

Таким образом, ФР времени пребывания заявки в системе с момента ее первого повторного 
обслуживания определяется формулой 
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Здесь )(1)(ˆ tHtH gg += , )(
)(

tH
l

g
ψ  — функция восстановления процесса восстановления, 

порожденного случайными величинами с плотностью распределения )(tlψ  и  β: 
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t

g
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g

t
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Отметим, что )(tlψ  — плотность распределения вероятностей СВ, равной величине первого 

перескока времени контроля качества последовательностью заявок (или величине времени между 
окончанием контроля качества обслуживания и моментом поступления следующей заявки в систему); 

dttHt g )()(
0
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ψ  — среднее число потерянных заявок за время контроля качества обслуживания одной 

заявки; ∫
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0

)(
)()( dttHt

l
g  — среднее число потерянных заявок за время одного повторного 

обслуживания заявки. 

Зная вид функций )(23 tΦ  и )(21 txΦ , нетрудно найти выражение для функции )(21 tΦ  из первого 

уравнения системы (1). Получаем 
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0

),()()(,)()(  — плотность распределения длительности времени 

между началом первичного обслуживания заявки и началом контроля качества проведенного 
обслуживания (рисунок 5). 

 
 

Рисунок 5 — Временная диаграмма функционирования системы между состояниями 21 и 23 
 
Следовательно, ФР длительности времени пребывания в системе принятой к обслуживанию 
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а среднее значение времени пребывания заявки в системе находится с помощью формулы 
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Выпишем формулы для определения среднего времени полного обслуживания заявки с учетом 
возможных повторных обслуживаний для СМО с конкретными функциями распределения времен между 
поступлениями заявок и их обслуживания. 

В случае СМО 0/1// MM  с плотностями распределений tt etgetf µ−λ− µ=λ= )(,)( , 

,0,)(,)( ≥ν=ϕη=ψ ν−η− tetet tt  формула (4) преобразуется к виду  
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В случае СМО 0/1//GM  входящий поток заявок в систему является простейшим, т.е. 
tetf λ−λ=)( , а СВ  α, γ, σ имеют ФР общего вида. Теперь имеем 
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Для системы 0/1// MGI  входящий поток является рекуррентным, порожденным СВ с плотностью 

распределения )(tg  общего вида, а остальные СВ имеют показательное распределение: tetf λ−λ=)( , 

0,)(,)( ≥ν=ϕη=ψ ν−η− tetet tt .  В этом случае имеем: 

,
)(~1

)()(1)(ˆ)(
00

λ−
β=














+β=β ∫∫

∞∞

g

M
dtthtFMdttHtfM gg  

,
)(~1

)()(1)(ˆ)(
00

η−
β=














Ψ+β=ψβ ∫∫

∞∞

g

M
dtthtMdttHtM gg  

( ) ( )( ))(~1)(~1

)(~)(~
)(

~
1)(

~
)()(

)(

0
ν−η−

η−ν
ν−η
βη=ν+νβ=ϕβ ψ

∞
ψ∫ gg

ggM
hlMdttHtM g

l
g . 

Здесь символом )(~ zg  обозначено преобразование Лапласа соответствующей функции )(tg : 

∫
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−=
0

)()(~ dtetgzg tz . Среднее время полного обслуживания заявки в данной системе определяется 

выражением 
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Заключение. С помощью аппарата полумарковских процессов с общим фазовым пространством 
состояний найдена функция распределения времени пребывания принятой к обслуживанию заявки в 
СМО 0/1//GGI  с учетом возможных ее повторных обслуживаний в случае не прохождения ею 
контроля качества. Найдено среднее значение этого времени. Дальнейшие исследования могут быть 
связаны с построением моделей контроля качества обслуживания более общих СМО и различными 
стратегиями контроля. 
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Песчанський О.І. Напівмарківська модель однолінійної системи обслуговування з втратами і 
діагностикою якості обслуговування в момент надходження наступної заявки 

Побудована напівмарківська модель однолінійної системи обслуговування з втратами, в якій 
здійснюється контроль якості обслуговування вимоги. Знайдено явний вигляд функції розподілу часу 
перебування заявки в системі з урахуванням можливих її повторних обслуговувань і середнє значення 
цього часу. 

Ключові слова: напівмарківський процес, однолінійна система обслуговування, контроль якості 
обслуговування, рівняння марківського відновлення. 

 
 

Peschansky O.I. The Semi-Markovian Model of a Single-server System with Losses and Service Quality 
Diagnostics at the Moment of Next Request Income 

Semi-Markovian model of a single-server system with losses and request service quality control 
execution is developed. An explicit form of distribution function of request dwelling time in the system is  
defined with regard to the possibility of its reservicing. The mean duration of the dwelling time is defined as 
well.  

Keywords: semi-Markovian process, single-server queue system, service quality control, Markovian 
renewal equations. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


