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Построен закон терминального управления скоростью вращения вала электродвигателя, 

учитывающий разномасштабный характер динамики двигателя и упрощающий алгоритм 
управления скоростью. Моделирование закона показало его эффективность. 
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Введение. Управление динамическими объектами с быстрыми и медленными (разномасштабными 
по времени) собственными движениями связано с определенными трудностями. Наличие быстро 
изменяющихся переменных состояния требует задания мелкой дискретизации вычислений по времени. 
Вследствие этого возрастает расход ресурсов управляющего компьютера. Подобная особенность 
известна под названием жесткости систем.  

Выход предоставляют специальные численные методы, которые, однако, требуют выполнения 
громоздких математических операций (например, обращения матриц) на каждом шаге интегрирования. 
Более предпочтительными являются асимптотические методы. Они позволяют произвести 
декомпозицию системы на «быструю» и «медленную» части, каждая из которых уже не обладает 
свойством жесткости. Соединив далее процессы в этих частях в единую комбинацию, мы получаем 
асимптотическое приближение исходной задачи. Здесь данные методы применяются для построения 
асимптотического приближения оптимального терминального закона управления простым 
динамическим объектом, в качестве которого взят электродвигатель (ЭД) постоянного тока.  

ЭД представляет собой типичный пример объекта с разномасштабными движениями. 
Механические процессы в ЭД – вращение вала происходят более инерционно и медленно, чем 
электрические – протекание тока в якорной обмотке, которые менее инерционны и осуществляются 
быстро. 

Цель исследования. Полученные в [1] асимптотические разномасштабные приближения законов 
терминального управления не достаточно проверены на моделях реальных объектов. Целью данного 
исследования является тестирование их на типовом динамическом объекте, каковым является ЭД. 
Строятся точное и асимптотическое решения задачи. На основании их сравнения делаются выводы о 
преимуществе асимптотических законов управления. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу терминального управления угловой скоростью вращения 
вала двигателя постоянного тока, управляемого входным напряжением U. Процессы в ЭД описываются 
уравнениями:  

,RI
dt

dI
LEU a =−−  

loadfrm MCM
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d
J −Ω−=Ω

. 

Здесь U  – управляющее напряжение, приложенное к якорной цепи электродвигателя; I  – ток в 
якорной цепи; R  и L  – ее активное сопротивление и индуктивность; Ω  – угловая скорость вращения 
вала ЭД; Ω=ΦΩ= eea CcE  – эдс реакции якоря, пропорциональная потоку возбуждения Φ  и скорости 

Ω  ( Φ= ee cC  – коэффициент пропорциональности скорости); ICIcM mmm =Φ=  – вращающий 

магнитный момент, пропорциональный потоку возбуждения и току I  ( Φ= mm cC  – коэффициент 

пропорциональности току); frC  – коэффициент вязкого трения; loadM  – момент сопротивления 

(нагрузки) на валу. Малые коэффициенты пропорциональности равны 
a
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пар полюсов; N – число проводников якоря; a – число пар параллельных ветвей. 
Уравнения ЭД в переменных состояния Ω  и I  записываются тогда следующим образом: 
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Значения постоянных параметров ЭД возьмем для определенности из работы [2]:  R = 7,9 Ом, 
L = 0,0136 Гн, J = 1,32⋅⋅⋅⋅10-6 кг⋅⋅⋅⋅м2, Ce = Cm = 0,0246 В⋅⋅⋅⋅с/рад,  Cfr ≈ 0. Так как индуктивность L мала, примем 
L = 0,0136×λ, где λ = 1 – формально введенный малый множитель.  

Номинальные значения переменных известны: Ωnom = 400  рад/с, =nomU 11,8  В, 

RCUI nomenomnom /)( Ω−= = 0,25 А, nommload_nom ICM = = 6.1·10-3 Н⋅⋅⋅⋅м.  

Запишем уравнения ЭД в отклонениях от номинального режима при  load_nomload MM ≈ : 

.

,
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Здесь nomΩ−Ω=ω , nomIIi −= , nomUUu −= , 0≈−= load_nomloadload MMm  – отклонения 

переменных состояния и управления от номинальных значений. В данном случае ω – медленная 
переменная, i – быстрая, а коэффициенты уравнений равны:  
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Поставим задачу перевести ЭД в номинальный режим по скорости из состояния с начальной 
скоростью Ω(0) за конечное время tf . В терминах переменной ω это эквивалентно переводу системы из 
начального состояния nomΩ−Ω=ω )0()0(  в нулевое состояние 0=ω . Качество перевода будем 

оценивать квадратичным функционалом  
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где весовые коэффициенты f > 0, q1,2 ≥ 0, r > 0 выбираются дополнительно из соображений эффективности 
управления. Принимаем их   

f = 0,1,    q1 = 1,    q2 = 4600,    r = 300. 

При достаточно большом весе f терминальная ошибка nomΩ−Ω=ω )()( ff tt  может быть сделана 

сколь угодно малой: 0)( ≈ω ft  [3].   

Время  ft  определяется инженерными требованиями к скорости управления. 

Закон управления. Введем матрицы 
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и перепишем задачу (1), (2) в матричном виде:  
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(здесь штрих обозначает транспонирование). 
Оптимальное управление для задачи (3), (4) определяется формулой [1]:  

xtKBru )(1 ′−= − ,     (5) 

где ftt ≤≤0 , а матрица )(tK  удовлетворяет уравнению Риккати  

Φ=−+′−−= =Tt
KQKSKKAKA

dt

dK
, . 

Согласно [1] матрица K  определяется выражением  
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WFMWPK 11)( −−+′+= ,     (6) 

а матрицы K , P , W , M  и F  имеют покомпонентный вид:  
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Отдельные компоненты удовлетворяют уравнениям, которые запишем в смещенном времени 

ftt −=ϑ , отсчитываемом от конца промежутка управления ftt = , 0≤ϑ≤− ft :   
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Асимптотика матриц обратной связи P , W  и M . Задача (3), (5)-(7) удовлетворяет условиям 
теоремы об асимптотическом разложении решения при малом λ [1]. Запишем в соответствии с этой 
теоремой разложения нулевого порядка для компонент матриц P , W  и M :  
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где λ−=τ /)( ftt , а )1(O  – ограниченные при 0≤ϑ≤− ft , 00 λ≤λ≤  функции, 0λ  – некоторое 

положительное число.  
Члены разложений определяются из уравнений:   
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Уточним, что выражения вида )0(X  означают здесь значения функций )(ϑX  при 0=ϑ , т.е. при 

ftt = .  

Так как )(30 ϑp  – постоянная, то 
ftt

ppp ===ϑ 303030 )0()( .  

Асимптотика матрицы K  и асимптотика закона управления. Используя асимптотические 
приближения матриц P, W и M, запишем асимптотическое приближение всей матрицы Риккати K [1]:  
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Асимптотический закон управления имеет тогда вид:   

xKBru
~~ 1 ′−= − .      (9) 

Для нахождения матрицы K
~

 надо решить уравнения (8). С этой целью необходимо выразить 
члены 30p , 20p  и 20w  через константы и члены 10p , 10w  из алгебраических уравнений системы (8), 

подставить их в оставшиеся дифференциальные уравнения и проинтегрировать последние.  
Именно, из алгебраических уравнений (8) получаем:   
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Теперь искомые дифференциальные уравнения для оставшихся компонент приобретают вид:  
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Интегрируя отдельно уравнения (10) и (11) в медленном и быстром времени соответственно, легко 

рассчитать матрицу K
~

 в функции текущего времени, а также асимптотически оптимальное управление 

u~  по формуле (9) и формируемые им процессы в объекте ω~  и i
~

. Для нахождения точных оптимальных 
процессов u , ω и i  необходимо решить соответственно систему уравнений (7).  

Полные значения процессов выражаются через номинальные значения и найденные отклонения: 

uUU nom += , ω+Ω=Ω nom , iII nom +=  – точные оптимальные процессы; uUU nom
~~ += , ω+Ω=Ω ~~

nom , 

iII nom
~~ +=  – их асимптотики.  

Результаты расчетов матрицы Риккати и процессов управления показаны на рисунках 1 – 3. 
Оптимальные (точные) компоненты матрицы Риккати обозначены на графиках именами 111 kK = , 

212 kK λ= , 322 kK λ= . Их асимптотические приближения – 1
~

11 kKAs = , 2
~

12 kKAs λ= , 3
~

22 kKAs λ= . 

Аналогичным образом обозначены и процессы: U , Ω  и I – соответственно оптимальное управляющее 

напряжение, угловая скорость и ток в обмотке; UUAs
~= , Ω=Ω ~

As  и IIAs
~= – их асимптотические 

приближения.  
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Рисунок 1 – Элементы матрицы Риккати: 111 kK =  и 212 kK λ=  – точные; 

1
~

11 kKAs =  и 2
~

12 kKAs λ=  – асимптотически приближенные 
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Рисунок 2 – Элемент матрицы Риккати: 322 kK λ=  – точный; 3

~
22 kKAs λ=  – асимптотически приближенный 

(слева). Управляющее электрическое напряжение U  и его асимптотическое приближение UUAs
~=  (справа) 
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Рисунок 3 – Угловая скорость вращения вала двигателя Ω=OMEGA , ток в обмотке I ,  

их асимптотические приближения Ω= ~
OMEGAAs , IIAs

~=  
 
На рисунках 1 и 2 наблюдается некоторое расхождение точных и асимптотических компонент 

матрицы Риккати. Это связано с использованием асимптотики нулевого порядка малости по λ. 
Повышение точности может быть достигнуто привлечением асимптотики более высокого порядка. 

Тем не менее, сохраняется близость самих процессов управления – напряжений U и U
~

 (рисунок 2), 

скоростей микродвигателя Ω  и Ω~  (рисунок 3) и токов I  и I
~

 (рисунок 3). Причем, это имеет место при 
довольно жестком требовании к времени управления, составляющем в нашем примере всего лишь 15 мс.  

Одновременно достигается достаточно точный терминальный переход скорости из нулевого 
значения в заданное номинальное nomΩ  за указанное малое время 15 мс (рисунок 3).  

Хотя и происходит бросок пускового тока I до 2,5 А (рисунок 3), этот бросок кратковременный. 
Он не может вызвать перегрева обмотки двигателя.  

Полученные выводы свидетельствуют об эффективности предложенного закона управления и его 
асимптотики. Асимптотический закон формируется путем решения более простых уравнений, чем 
точный, оптимальный. Его встраивание в бортовой компьютер требует существенно меньшего числа 
узловых точек по времени и, как следствие, меньшего объема памяти и времени работы компьютера.  

Дальнейшие исследования могут быть связаны с привлечением асимптотики следующего порядка 
и повышением за счет этого точности разномасштабного управления.  
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Козирев В.Г. Різномасштабне термінальне управління швидкістю обертання вала електродвигуна  
Побудовано закон термінального керування швидкістю обертання вала електродвигуна, що 

враховує різномасштабний характер динаміки двигуна і спрощує алгоритм керування швидкістю. 
Моделювання закону показало його ефективність.  

Ключові слова: управління, різномасштабна система, асимптотичне наближення.  
 

Kozyrev V.G. Multi-time-scale Terminal Control of Motor Axis Angular Velocity 
The analytical formula of terminal error of the dynamic plant status control is derived. Electric drive is 

considered as the dynamic plant. The formula allows to discover error dependence on the regulator and plant 
parameters and to choose the regulator parameters soundly. 

Keywords: terminal control, multi-time-scale system, asymptotic approximation. 


