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Рассматривается поведение рекуррентного метода наименьших квадратов при 

отсутствии априорной информации относительно оцениваемых неизвестных параметров.  
 

Введение. Задачи оценки параметров линейной регрессии в темпе реального времени возникают в 
самых различных областях, включающих, в частности, идентификацию объектов управления, 
адаптивную обработку сигналов, адаптивное управление [1-3]. 

Предполагается, что уравнение регрессии имеет вид 

1,2,...   t, =ξ+= ttt xcy  ,                                                                   (1) 

где −∈ 1Ryt  измерения, −∈ nRx  вектор неизвестных параметров, подлежащий оцениванию по 

наблюдениям, −∈ nT
t Rc  вектор регрессоров, −ξt  последовательность некоррелированных случайных 

величин,  ,0)( =ξtE  0,)(var 22 >σσ=ξ ttt . Здесь, 1R  и −nR  пространства действительных чисел и n-

мерных векторов, соответственно, T – операция транспонирования, −var(.)(.),E  математическое 

ожидание и дисперсия случайной величины, соответственно. 
Для оценки неизвестного векторного параметра x используется стандартный рекуррентный 

алгоритм  вида [2]  

)ˆ(ˆˆ 11 −− −+= tttttt xcyKxx ,                                                                      (2) 

где −tx̂  оценка x по измерениям доступным к моменту t, −tK  векторный коэффициент усиления. Для 

того чтобы воспользоваться этим алгоритмом мы должны выбрать tK  и задать начальное условие 

00ˆ xx = . Один из общепринятых подходов к выбору tK  состоит в использовании соотношений [2] 
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T
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1111 )( −

−−−− σ+−= t
T
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T
tttt cPcPccPPP .                                                   (4) 

Имеются, по крайней мере, два существенных преимущества алгоритма (2)–(4) по сравнению со 
стандартным нерекуррентным методом наименьших квадратов (МНК). Во-первых, не требуется 
обращение матрицы. Во-вторых, количество операций и объем памяти фиксирован в каждой итерации, а 
не растет по мере поступления новых наблюдений. Вместе с тем, для инициализации алгоритма, 
необходимо задать начальные условия 00,Px  для вектора tx̂   и матрицы tP , причем, типичной является 

ситуация, когда априорная информация относительно x отсутствует. Стандартной  является следующая, 

так называемая, диффузная инициализация алгоритма: IPx o
2

0 ,0ˆ λ== , позволяющая учесть 

неопределенность в задании 0x̂ , где I – единичная матрица, −>λ 0  большой параметр. Однако 

открытым остается вопрос теоретического обоснования возможности его использования. В работе [4] 
получены асимптотические представления для tt PK ,  и показано на численном примере, что алгоритм 

сходится за конечное число шагов к оценке, даваемой нерекуррентным МНК. Эти представления 

справедливы в предположении, что constt =σ  и 00
1 ≠−

T
ttt cPc , где −−

0
1tP  диффузная составляющая в 

разложении 02*
ttt PPP λ+= . Целью данной статьи является  получение асимптотического разложения для 

tK  без использования каких-либо дополнительных предположений и доказательстве того, что при 

constt =σ и ∞→λ  оценка tx̂ , определяемая из предельного алгоритма, совпадает с оценкой 

нерекуррентного МНК. 
2. Результаты. Покажем вначале, что  

21 / t
T
ttt cMK σ= − ,                                                                     (5) 
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Из (6) следует, что 0>tM  и  
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− tPMccMM tt
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ttt  .                                               (7) 

Найдем рекуррентное выражение для 1−
tM , используя матричное тождество 

HSRHSHSHSHRHS TTT 111 )()( −−− +−=+ .                                              (8) 

Полагая в (8) 2
1 ,, ttt RcHMS σ=== − , находим  
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Сравнивая (4) и (9), устанавливаем, что 1−= tt MP . Умножая слева (3) на множитель 1−
ttPP  и 

используя (9), находим 
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Перейдем непосредственно к анализу асимптотического поведения tK . Имеем  

∑ =
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s ss
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st ccPM
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0 / ,...2,1,/)( =λλ+= tWI t .                                                 (11) 

Откуда, с помощью формулы обращения возмущенных матриц [5]  
11 )()()( −+++− λ++−=λ+ IVVVVIVI ,                                                         (12) 

где V – произвольная симметрическая матрица, находим 

λλ+= −1)( tt WIM ( )λλ++−= −+++ 1)()( IWWWWI tttt .                                        (13) 

Представим матрицу tW в виде tt
T

tt TDTW = , где tT  – ортогональная, tD  – диагональная 

матрицы. Тогда 
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равномерно по Tt ∈ . Подстановка (14) в (13), дает равномерное по Tt ∈  на любом ограниченном 
множестве },...,1,0{ NT =  асимптотическое разложение 

)()( 1−++ λ++λ−= OWWWIM tttt ,    ,∞→λ                                                       (15) 

Из (3), (4) следует, что 0=tK , если 0=tc . Пусть 0≠tc  и TT
t

T
2

T
i )c~, ...  ,c~ ,c~(

~ =tC , где 

t1,2,...,i, /c~i =σ= iic . Обозначим ttkt ll ),(1 ,...,  любые линейно независимые столбцы матрицы T
tC

~
 такие, 

что T
tttk cl ~

),( = . Использование скелетного разложения для T
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~
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)( , где nm

rR ×  – пространство nm ×  матриц ранга r. 

Покажем, что  
T
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T
tttt LLLLIWWI 1)( −+ −=− .  

Имеем 
T
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T
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,                                                                 (16) 

где T
ttt ΓΓ=Γ~ . Так как  0

~ >Γt  – как матрица Грамма, построенная по линейно независимым строкам 

матрицы tΓ и )
~

()( T
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Далее, так как столбцы матрицы tL  линейно независимы, то [5] 

T
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Используя (16)–(18), находим 
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Откуда следует, что 
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0))(()( 1 =−=− −+
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где k
k Re ∈= T1)  ...,  0,  ,0( . 

Таким образом, равномерно по Tt ∈  

λσλ+=σ= −− 2121 /)(/ t
T
ttt

T
ttt cWIcMK )(/ 12 −+ λ+σ= OcW t

T
tt ∞→λλ+= −∞     ),( 1OKt .                 (19) 

Рекуррентный алгоритм (2) при ∞= tt KK  будем называть предельным алгоритмом оценки 

параметров линейной регрессии, а  ∞
tK  – предельным коэффициентом усиления. 

Покажем, как может быть рекуррентно вычислен коэффициент усиления ∞
tK . Воспользуемся 

формулой Гревиля [5]. Положим T
tt CQ

~= и воспользуемся формулой Гревиля [5] 
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где 
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Из (20) следует, что += t
T
n

T
t Qek . Но так как [5] T

ttt
T
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T
tt QQWQQQQ == ++ ,)( , то 
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t WcQQQek σ== ++ /)( . Таким образом. 

ttt kK σ=∞ / .                                                                          (22) 

Вводя обозначения ) ..., (, 1
1

tttt diagSV σσ=Σσ= − , где )   ...   ( 21
T
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t cccS = , представим (21) в 

следующем эквивалентном виде 
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Полагая в (22) σ=σt , устанавливаем, что предельный коэффициент усиления ∞
tK  совпадает с 

коэффициентом усиления рекуррентного алгоритма полученного в [5], оценки которого, в свою очередь, 
совпадают с оценками МНК. 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Теорема. 1. Для векторного коэффициента усиления рекуррентной процедуры (2)-(4) оценки 

параметров линейной регрессии при 0≠tc  справедливо равномерное на любом ограниченном множестве 

асимптотическое представление (19). 
2. Предельный коэффициент усиления может быть найден рекуррентно с помощью соотношений 

(21)–(23).  
3. При постоянной интенсивности шума в измерениях оценка, полученная с помощью предельного 

алгоритма, совпадают с оценкой МНК. 
Заключение. Полученные результаты могут рассматриваться, как теоретическое обоснование 

использования диффузных начальных условий в рекуррентной процедуре оценки параметров линейной 
регрессии. Дальнейшие исследования будут направлены на изучение свойств предельного алгоритма 
оценивания. 
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