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По аналитической функции найдено дифференциальное уравнение Эйлера и 

соответствующий ему функционал, как критерий оптимального перемещения объекта. 
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оптимальное движение. 
 

Работа [1], посвященная 300-летию со дня рождения Л. Эйлера, содержит исследования 
взаимосвязи вариационного исчисления с вариационными принципами механики, в ней дано 
математическое обоснование принципа  Мопертюи – Эйлера – Лагранжа. 

Из современной литературы можно указать, например, [2] с разделом, посвященным 
вариационному исчислению. Ряд простых задач восстановления функционалов по заданным функциям 
(«реверсионное исчисление») приведены в [3]. 

Цель статьи – восстановление по заданной аналитической функции функционала как критерия 
оптимального движения объекта. 

Пример. Восстановление функционала. 
Исходная функция  
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представима как  
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Естественно, что (2) может быть решением следующего обыкновенного однородного  
дифференциального уравнения четвертого порядка 
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у которого корни характеристического уравнения 

02 24 =++ BArr  ,                                                                       (4) 

11 α= ir ,   12 α−= ir ,   23 α= ir ,   24 α−= ir , 

где                                                  BAA −+=α 2
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Из (2) и (5) следует, что 

p31 =α ,    p=α2  .                                                                        (6) 

Подставляя (6) в (5) и решая систему алгебраических уравнений, получим значения 

коэффициентов  дифференциального уравнения (3):  25pA = , 49pB = . Теперь уравнение записывается 

так: 
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Для проверки уравнения (7) использовано его решение:  

ptCptCptCptCtUe sincos3sin3cos)( 4321 +++= .                                          (8) 

Произвольные постоянные 1C , 2C , 3C , 4C  найдены с учетом условий 

aUe =)0( ,  0)2( =TUe ;   0)2( =TUe
ɺ ,  0)2( =TUe

ɺ                                          (9) 

и дополнительного требования Tp π= , которое исключает нулевой знаменатель в выражениях для 

произвольных постоянных. Система алгебраических уравнений (9) принимает вид 

031 =−+ aCC ,   03 31 =− CC ,   042 =+− CC ,   09 42 =− CC ;                                  (10) 
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она имеет решение:                        41 aC = ; 02 =C ; 433 aC = ; 04 =C .                                                    (11) 

При полученных значениях постоянных функция  (8) преобразуется к (1), что подтверждает 
правильность уравнения (7), найденного по функции (1). 

 
Другая проверка корректности уравнения (7) состоит в преобразовании исходной функции (1) к 

системе  
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После исключения первых членов в правых частях, из (12) естественно следует уравнение (7), 
которое дальше предполагается уравнением Эйлера для функционала, зависящего от eU  и производных, 

т.е. 
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В общем виде уравнение Эйлера, соответствующее функционалу (13): 
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На основании (7)  в соответствии с (14)  найден функционал 
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Функция (1) может использоваться как ускорение либо замедление в переносном движении 
(разгон либо торможение объекта). 

Для определения скорости и перемещения объекта функция (1) дважды интегрируется, т.е. 
фактически находится решение дифференциального уравнения 
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Пример торможения объекта до полного гашения скорости за время   T . 
Для определения произвольных постоянных интегрирования 1D  и 2D , максимального ускорения 

a  и пути L , пройденного объектом до остановки, использованы краевые условия  
при  0=t    0)0( =eS ,  0)0( 0 =−VVe ,         при Tt =    0)( =− LTSe ,  0)( =TVe ,  

которые приводят к системе уравнений: 
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С целью устранения деления на ноль принято Tp 2π= . Решение системы (17):  
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Теперь выражение для перемещения, скорости и ускорения принимают вид: 
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где  Tp 2π= . Графики )(tSe , )(tVe , )(tUe  ( cT 1= , смV /50 = ) изображены на рисунке 1. 
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Рисунок 1 – Графики   )(tSe , )(tVe , )(tUe  

 
За время торможения объект проходит путь мt 286,1)(Se = . В момент времени Tt =  скорость 

)(TVe  и ускорение )(TUe  равны нулю и наступает покой. 

Исследовано движение объекта при различных ускорениях 
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где .4,3,2,1=n  В таблице 1 приведены результаты вычислений параметров, характеризующих движение 
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Таблица 1 – Параметры движения объекта 
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Заключение 
В некоторых задачах механики используются процедуры, приводящие к оперированию 

величинами, физические размерности которых не тождественны общепринятым. Например, в теореме 
Резаля, являющейся кинематической интерпретацией теоремы об изменении кинематического момента 
системы, «скорость» имеет размерность момента. Теорема  используется при описании движения 
твердого тела с одной неподвижной точкой, в теории гироскопов [4]. В теории оптимального управления 
критерий нормы мощности не соответствует размерности энергии либо мощности, но его использование 
приводит к простому и полезному для практики результату [5]. 

Функционал (11), как критерий оптимального движения объекта, по математическому образу 
напоминает вариационный принцип действия и отражает оптимальное движение объекта. 

Интеграл [ ] dttU
T

e∫
0

2)(  характеризует энергетические затраты на управляемое движение (норму 

мощности). С ростом энергопотребления возрастает максимальное по абсолютной величине значение 
замедления объекта и уменьшается длина пути до полной остановки. Рассмотренное управление 
(ускорение) в виде (1) применимо для оптимального перемещения упругих объектов. 
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Предложенный подход позволяет задаваемые кинематические свойства движения в виде 
аналитических функций оценивать с точки зрения их оптимальности по восстановленному функционалу 
– критерию. 

Дальнейшие исследования связаны с применением реверсионно восстанавливаемых 
функционалов для оценки оптимального движения упругих систем с конечным числом степеней 
свободы. 
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