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ВВЕДЕНИЕ 

 

Электродинамика и распространение радиоволн (ЭД и РРВ) — базовая дисциплина при 

подготовке радиоинженеров и специалистов радиоэлектронного профиля. Основная задача 

дисциплины — научить студентов основным методам анализа свойств электромагнитных волн 

(ЭМВ) в природных условиях и устройствах сверхвысоких частот (СВЧ). Особое внимание 

уделяется описанию свойств ЭМВ в направляющих системах (НС), объёмных резонаторах (ОР), 

природных средах. Эта дисциплина базируется на многих разделах дисциплин: высшая 

математика и физика. Наиболее важными из них являются: 

— векторный анализ; 

— теория поля; 

— дифференциальные уравнения; 

— электромагнетизм; 

— электромагнитные колебания и волны. 

«Электродинамика и РРВ» являются базовым курсом для таких дисциплин, как: 

— антенны и устройства СВЧ; 

— электронные приборы СВЧ и квантовые приборы; 

— устройства микроволнового диапазона; 

— радионавигационные приборы и системы; 

Дисциплина «ЭД и РРВ» студентами дневной формы обучения изучается в 4 (первая часть) 

и 5 (вторая часть) семестрах. По каждой части сдаётся итоговый экзамен, выполняется 

лабораторный практикум в пятом семестре и выполняется домашняя контрольная работа по 

первой части в четвертом семестре (требования образовательно-квалификационной 

характеристики направления 6.050901 — Радиотехника). 
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1. РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Введение 

Место и значение курса «Электродинамика и распространение радиоволн» в подготовке 

радиоинженеров. Основное содержание дисциплины. Краткий исторический очерк развития 

учений об электромагнетизме. 

 

1.1. Характеристики электромагнитного поля 

Векторы электромагнитного поля. Электромагнитные параметры среды. Виды сред: 

линейные, нелинейные, однородные, неоднородные, изотропные, анизотропные. 

Международная система электромагнитных единиц. 

 

1.2. Система уравнений электромагнитного поля 

Уравнения Максвелла в интегральной и дифференциальной формах и их физический 

смысл. Уравнение непрерывности тока. Сторонние электрические и магнитные силы. 

Уравнения Максвелла в комплексной форме. Комплексные диэлектрическая и магнитная 

проницаемости. Граничные условия. Закон сохранения энергии для электромагнитного поля. 

Вектор Пойнтинга. Теорема и вектор Пойнтинга в комплексной форме. 

 

1.3. Волновые уравнения и электродинамические потенциалы 

Волновые уравнения для векторов поля. Волновые уравнения для электродинамических 

потенциалов. Волновые уравнения для векторов Герца. Волновые уравнения в комплексной 

форме. Уравнения Гельмгольца. 

 

1.4. Статистические и стационарные поля 

Статистические и стационарные поля как частный случай электромагнитного поля. 

Система уравнений электростатики. Уравнения Пуассона и Лапласа. Метод зеркальных 

отображений. Электрическая ёмкость. Энергия электростатического и постоянных магнитных 

полей. Электрическое и магнитное поле постоянных токов. Векторный потенциал магнитного 

поля. Индуктивность и взаимоиндуктивность. 

 

1.5. Основные методы решения задач электродинамики 

Постановка задачи в электродинамике. Внутренняя и внешняя задачи электродинамики. 

Краевые условия и условия излучения. Единственность решения задач электродинамики. 

Основные принципы и теоремы, используемые при решении задач электродинамики: принцип 
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суперпозиции, теорема взаимности, теорема эквивалентности. Строгие методы решения задач 

электродинамики: метод запаздывающих потенциалов, метод разделения переменных, метод 

Кирхгофа. Приближенные методы решения задач электродинамики: метод геометрической 

оптики, метод волновой оптики, метод краевых волн, метод геометрической теории дифракции, 

метод электродинамического модулирования. 

 

1.6. Плоские ЭМВ в однородной и неоднородной средах 

Решение волнового уравнения для плоских волн. Плоские электромагнитные волны в 

диэлектрике, полупроводнике, проводнике. Поляризация электромагнитных волн. Понятие о 

распространении электромагнитных волн в нелинейных и анизотропных средах. Излучение 

электромагнитных волн в однородной среде. Виды элементарных излучателей. Структура поля 

в ближней и дальней зонах. 

Отражение и преломление линейно поляризованных волн на плоской границе раздела сред. 

Законы Снеллиуса и формулы Френеля. Угол Брюстера. Угол полного внутреннего отражения. 

Явление поверхностного эффекта. Граничные условия Леонтовича. Граничные условия на 

поверхность идеального проводника. 

 

1.7. Направляющие системы и направляемые волны. Волноводы 

Общие сведения о направляющих системах и направляемых волнах. Основные 

особенности волн: поперечных (Т), магнитных (Hmn), электрических (Emn). Прямоугольный 

металлический волновод: решение уравнения Гельмгольца для магнитных волн в волноводе. 

Критическая длина волны. Фазовая и групповая скорости. Длина волны в волноводе. Основная 

магнитная волна H10. Электрические волны в прямоугольном волноводе. Основная 

электрическая волна E11. Круглый металлический волновод. Электрические и магнитные волны 

в круглом волноводе. Характеристическое сопротивление волноводов и затухание 

электромагнитных волн в них. Выбор размеров волновода. Возбуждение волноводов и 

извлечение энергии из них. Замедляющие системы. 

 

1.8. Электромагнитные поля в объёмных резонаторах 

Объёмный резонатор как колебательная система с распределёнными параметрами. 

Прямоугольный объёмный резонатор. Типы колебаний в прямоугольном объёмном резонаторе. 

Собственная частота и добротность прямоугольного резонатора. Цилиндрические и объёмные 

резонаторы. Тороидальные резонаторы. Возбуждение объёмных резонаторов. 
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2. ПЕРЕЧЕНЬ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ 

 

2.1. Исследование электромагнитного поля основной волны в прямоугольном волноводе. 

2.2. Исследование дисперсионных свойств волноводной линии передачи. 

2.3. Исследование волноводного ответвителя вращающейся поляризации. 

2.4. Исследование поляризации электромагнитных волн. 

2.5. Исследование отражения и преломления электромагнитных волн. 

2.6. Исследование электромагнитного поля прямоугольного резонатора. 
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3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ДИСЦИПЛИНЫ 

 

Основной целью при изучении дисциплины является понимание уравнений Максвелла, их 

физического смысла и применение этих уравнений для решения прикладных задач 

радиотехники. 

Методика и последовательность изучения курса соответствует перечню тем и 

методическим указаниям по их изучению, приведённых ниже. 

Материал каждой темы насыщен сложными математическими соотношениями, физическая 

интерпретация которых зачастую достаточно сложна, поэтому изучение материала требует 

серьёзной, вдумчивой работы. 

 

3.1. Характеристики электромагнитного поля 

В настоящем подразделе студент должен усвоить, что электромагнитное поле полностью 

характеризуется двумя основными и четырьмя дополнительными векторами, которые 

определяются из физических законов. Электромагнитное поле существует и рассматривается в 

различных средах, которые классифицируются по виду зависимости их электромагнитных 

параметров от времени и пространственных координат, а также от величины и направления 

векторов электромагнитного поля, существующего в данной среде. Все математические 

соотношения данного курса записываются в международной системе единиц СИ. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.1.1. В чём заключается физический смысл векторов, характеризующих электромагнитное 

поле? 

3.1.2. Какой вид имеют материальные уравнения для векторов электромагнитного поля? 

3.1.3. Как классифицируются среды? 

 

3.2. Система уравнений электромагнитного поля 

В этом подразделе необходимо уяснить, что уравнения Максвелла являются результатом 

обобщения большого числа физических законов теории электромагнетизма, представляют 

собой фундаментальные зависимости макроскопической электродинамики, позволяющие 

получить все основные соотношения теории электромагнитного поля. Следует обратить 

внимание на то, что источниками электромагнитного поля в соответствии с уравнениями 

Максвелла являются электрические заряженные частицы; что  электромагнитное поле как вид 

материи обладает энергией, для которой выполняется закон сохранения и превращения. 
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Аналитическим представлением этого закона является уравнение баланса электромагнитной 

энергии — теорема Умова — Пойнтинга. 

В практических приложениях часто используется гармоническая зависимость во времени 

величин, входящих в уравнение Максвелла, поэтому для их представления удобно применять 

символический метод. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.2.1. Какие экспериментальные законы лежат в основе уравнений Максвелла? 

3.2.2. В чем состоит физический смысл тока смещения? 

3.2.3. Что связывают между собой уравнения Максвелла в интегральной и 

дифференциальной формах? 

3.2.4. Какие энергетические составляющие могут входить в уравнение баланса энергии 

электромагнитного поля? 

3.2.5. Как записывается выражение для вектора Пойнтинга в случае гармонических во 

времени полей? 

 

3.3. Волновые уравнения и электродинамические потенциалы 

Из уравнений Максвелла следует, что электромагнитное поле может существовать в виде 

электромагнитных волн. Адекватными соотношениями, описывающими волновой характер 

электромагнитного поля, являются волновые уравнения – дифференциальные уравнения 

второго порядка в частных производных, которые могут быть получены непосредственно из 

уравнений Максвелла (дифференциальных уравнений в частных производных первого 

порядка). Для решения различного рода прикладных задач используются обычно волновые 

уравнения для векторов поля, для электродинамических потенциалов и вектора Герца. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.3.1. Какие виды волновых уравнений используют для решения электродинамических 

задач? 

3.3.2. В чём заключается смысл калибровочного соотношения? 

3.3.3. В чём состоит отличие уравнений Даламбера и Гельмгольца от обобщенного 

волнового уравнения? 

3.3.4. Имеется ли разница между векторным потенциалом и вектором Герца в случае 

гармонического электромагнитного поля? 
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3.4. Статические и стационарные поля 

Уравнения стационарных и статических полей получаются как частный случай из 

уравнений электродинамики (уравнений Максвелла) при условии, что источники 

электромагнитного поля либо стационарны (не зависят от времени), либо, кроме того, ещё и 

неподвижны (статичны). Стационарные и статические поля материальны, для них выполняется 

закон сохранения и превращения энергии, но они не носят волнового характера и в уравнениях, 

описывающих их поведение, не содержится временной зависимости (например, уравнения 

Пуассона и Лапласа). 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.4.1. При каких условиях система уравнений Максвелла распадается на системы электро- 

и магнитостатики? 

3.4.2. В чём заключается суть метода зеркальных отображений? 

3.4.3. Чем определяется величина энергии электростатического поля? 

3.4.4. В чём состоит отличие стационарных электромагнитных от статических полей? 

3.4.5. Какой вид имеют уравнения второго порядка в частных производных для 

статических и стационарных полей? 

3.4.6. Какие методы используются для решения задач электростатики? 

 

3.5. Основные методы решения задач электродинамики 

При изучении настоящего раздела студенты должны познакомиться с особенностями 

формулировки и решения внутренних и внешних задач электродинамики, знать условия 

единственности решения электродинамических задач для ограниченных  и безграничных 

объёмов пространства, основные принципы и теоремы, используемые при построении решений 

практических задач. Изучить основные строгие и приближённые методы решения, обратив 

внимание на то, что результаты решения задачи, полученные разными приближёнными 

методами, отличаются друг от друга. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.5.1. Как формулируются внутренние и внешние задачи в электродинамике? 

3.5.2. В чём состоит роль условия излучения при решении внешних задач? 

3.5.3. Как формулируется теорема о единственности решения задач электродинамики? 

3.5.4. Для каких сред выполняется теорема взаимности и в чём заключается её сущность? 

3.5.5. Что лежит в основе метода запаздывающих потенциалов? 

3.5.6. Когда возможно использование метода запаздывающих потенциалов? 
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3.5.7. К каким методам решения – строгим или приближённым – относится метод 

Кирхгофа? 

3.5.8. При каких приближениях используются методы геометрической и волновой оптики? 

 

3.6. Плоские электромагнитные волны в однородной и неоднородной средах 

При изучении настоящего раздела, следует найти метод разделения переменных в 

декартовых координатах решение Гельмгольца для векторов электромагнитного поля в виде 

плоских волн. При этом необходимо обратить внимание на различные математические формы 

записи выражений для плоской волны, взаимную ориентацию векторов напряжённости 

электрического и магнитного полей и вектора Пойнтинга, а также на связь между ними и 

электромагнитными параметрами среды. Обратить внимание на особенности распространения 

плоской волны в диэлектрике, полупроводнике. Учесть специфику распространения плоской 

волны в средах с проводимостью, которая заключается в экспоненциальном убывании 

амплитуды с расстоянием и появлении дугового сдвига между векторами напряжённости, а 

также явление дисперсии, заключающейся в зависимости от частоты фазовой и групповой 

скорости распространения электромагнитных волн. 

При изучении вопроса излучения электромагнитных волн в однородной среде необходимо 

уяснить постановку задачи, а также то, что излучение вызывается только заряженными 

частицами, движущимися с ускорением. Студент должен усвоить цель введения понятия 

элементарного излучателя, виды моделей элементарных излучателей и методы расчета их 

характеристик. Следует обратить внимание на  особенности распределения электромагнитного 

поля элементарного излучателя в зависимости от расстояния и угловых координат: при этом 

нельзя забывать, что в дальней зоне присутствует лишь активная составляющая потока энергии, 

в то время как в ближайшей зоне имеет место активная и реактивная составляющие. 

Необходимо также знать основные технические характеристики излучателей, такие, как 

диаграмма направленности, мощность и сопротивление излучения, коэффициент 

направленного действия. 

При излучении вопросов отражения и преломления электромагнитной волны на плоской 

границе раздела уяснить постановку задачи и физики явлений. Следует изучить содержание и 

смысл понятий: плоскость падения, плоскость отражения, угол Брюстера, угол полного 

внутреннего отражения, поверхностный эффект, поляризация плоских волн. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.6.1. Какие основные свойства плоской электромагнитной волны? 
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3.6.2. Какой характер носит волновое число в диэлектрической, полупроводящей и 

проводящей средах? 

3.6.3. В чём заключаются особенности распространения плоской волны в полупроводящей 

среде по сравнению со средами диэлектрической и проводящей? 

3.6.4. Какова природа явления дисперсии при распространении плоской волны в 

полупроводниковой среде? 

3.6.5. К чему приводит нелинейность и анизотропия среды при распространении плоской 

волны? 

3.6.6. Какие виды поляризации могут иметь место в задачах электродинамики? 

3.6.7. Для чего вводится понятие элементарного излучателя? 

3.6.8. Как формулируется задача излучения электромагнитных волн элементарным 

излучателем? 

3.6.9. На какие зоны принято делить пространство в зависимости от расстояния до 

излучателя, каковы критерии разделения? 

3.6.10. Какие энергетические составляющие электромагнитного поля имеют место в 

различных зонах излучения? 

3.6.11. Какие модели используются для описания элементарных излучателей? 

3.6.12. В чём заключается физика явлений отражения и преломления плоской волны на 

границе раздела? 

3.6.13. Как определяется поляризация электромагнитной волны, падающей на границу 

раздела? 

3.6.14. В чем заключается физический смысл явления полной поляризации? 

3.6.15. Как изменяются модуль и фаза коэффициента отражения при падении плоской 

волны на границу раздела? 

 

3.7. Направляющие системы и направляемые волны. Волноводы 

В данном разделе следует изучить виды направляющих систем, типы и основные 

особенности электромагнитных волн, распространяющихся в них. Рассмотреть решение 

волнового уравнения в прямоугольном и круглом волноводах, обратив внимание на то, что 

решение получается в виде суперпозиции различных типов колебаний. Уяснить основные 

параметры, характеризующие работу волновода, такие, как критическая длина волны, длина 

волны в волноводе, фазовая и групповая скорости, характеристическое сопротивление 

волновода. Необходимо знать и уметь выбрать размеры волновода при работе на заданном типе 

колебаний. Следует также иметь представление о распространении токов на стенках волновода 

и системах возбуждения и связи волноводов. 
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Контрольные вопросы для самопроверки 

3.7.1. Какие типы направляющих систем рассматриваются в электродинамике? 

3.7.2. В чём заключается отличие электрических, магнитных и поперечных 

электромагнитных волн? 

3.7.3. Какие граничные условия используют при решении волнового уравнения в 

волноводе? 

3.7.4. При каких условиях наблюдается распространение электромагнитной энергии в 

волноводе? 

3.7.5. В каких пределах могут меняться фазовая и групповая скорости электромагнитных 

волн в волноводе? 

3.7.6. Какой тип колебаний принято называть основным? 

3.7.7. Исходя из каких условий, производится выбор поперечного сечения волновода? 

3.7.8. Каким образом можно возбудить электромагнитные колебания в волноводе, и каковы 

требования, предъявляемые к устройствам возбуждения? 

 

3.8. Электромагнитные поля в объёмных резонаторах 

При изучении этого раздела необходимо чётко уяснить назначение и конструктивные 

особенности различных видов объёмных резонаторов. Ознакомиться с методом решения 

волнового уравнения для прямоугольного объёмного резонатора, типами и структурами 

простейших колебаний в нём, а также с методами расчета добротности резонатора. Следует 

знать основные типы колебаний в цилиндрических объёмных резонаторах, способы 

определения собственной резонансной частоты и размеров резонатора, методы возбуждения 

резонаторов. 

 

Контрольные вопросы для самопроверки 

3.8.1. Какие типы объёмных резонаторов используются в микроволновой технике? 

3.8.2. Какие типы колебаний могут существовать в объёмных резонаторах? 

3.8.3. Как определяется добротность объёмного резонатора? 

3.8.4. Как определяются размеры волноводных объёмных резонаторов? 

3.8.5. Какие способы возбуждения резонаторов используются на практике? 
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4. ЗАДАНИЕ НА ДОМАШНЮЮ КОНТРОЛЬНУЮ РАБОТУ 

 

4.1. Общие рекомендации 

Учебным планом по дисциплине «Электродинамика и распространение радиоволн» 

предусмотрено выполнение одной контрольной работы (КР) в 4 семестре. Она состоит из двух 

частей, включающих по 6 задач. 

Номер варианта должен совпадать с последней цифрой номера зачётной книжки студента. 

Типичные ошибки, допускаемые студентами при выполнении контрольных работ: 

— использование различных систем единиц; 

— использование относительной диэлектрической и магнитной проницаемостей вместо их 

абсолютных значений; 

— неверное обозначение размерностей вычисляемых величин (напряжённостей 

электрического и магнитного полей, индукции электрического и магнитного полей и т. д.); 

— ошибки в преобразованиях при переходе от векторной к скалярной форме записи 

выражений; 

— арифметические ошибки при расчетах. 

 

4.2. Требования к оформлению контрольной работы 

4.2.1. Обе части контрольной работы выполняются в обычных ученических тетрадях 

(двенадцатилистовых). Они должны быть аккуратно оформлены и разборчиво написаны. Для 

замечаний преподавателя на каждой странице оставляются поля шириной (3 … 4) см. Все 

страницы нумеруются. Возможно оформление обоих частей контрольной работы на 

персональном компьютере (ПК) на стандартных листах формата А4. 

4.2.2. На обложке тетради указывается фамилия, имя, отчество, группа студента, шифр, 

дисциплина, номер контрольного задания, адрес студента. Аналогичная информация выносится 

на титульный лист КР при выполнении ее на ПК. 

4.2.3. Рисунки, графики, выполнение которых требуется в задании, должны быть сделаны 

аккуратно. Графики строятся на миллиметровой бумаге с указанием размерностей по осям. 

Поощряется использование прикладных программ для расчетов. 

4.2.4. Расчётные формулы должны приводиться в тексте работы в общем виде с 

объяснением буквенных значений. 

4.2.5. Расчёты необходимо выполнить до трёх значащих цифр. 

4.2.6. В конце работы приводится библиографический список, то есть использованные 

источники информации, оформленный в соответствии с действующими государственными 

стандартами. 
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4.3. Задания к контрольной работе, часть 1 
 

4.3.1. Задача 1.1 

4.3.1.1. Определите градиент скалярного произведения двух векторов А  и B . Исходные 

данные приведены в таблице 4.1. 
 

Таблица 4.1 — Исходные данные к подпункту 4.3.1.1 задачи 1.1 
 

Номер 
варианта A  B  

1 514131 zyx ++  zyx zyx 111 ++  

2 413121 zyx ++  zyx zyx 12131 ++  

3 716151 zyx ++  zyx zyx 213121 ++  

4 312161 zyx ++  zyx zyx 14141 ++  

5 215141 zyx ++  zyx zyx 515151 ++  

6 315131 zyx ++  zyx zyx 616161 ++  

7 414141 zyx ++  zyx zyx 717171 ++  

8 515151 zyx ++  zyx zyx 818181 ++  

9 616161 zyx ++  zyx zyx 1191 ++  

0 717171 zyx ++  zyx zyx 41511 ++  
 

4.3.1.2. Векторное поле задано функцией A . Определите Adiv  и Arot  векторного поля. 

Исходные данные приведены в таблице 4.2. 
 

Таблица 4.2 — Исходные данные к подпункту 4.3.1.2 задачи 1.1 
 

Номер варианта A  
1 zyx zyx 111 ++  

2 yzxzxy zyx 111 +−  

3 ( ) 231/sin201 yx zx +π  

4 ( ) ( )6/cos314/sin81 yx yx +  

5 ( )kztx −ωsin5,01  

6 xxyxyz zyx 111 ++  

7 xyx yx 1sin1 +  

8 xzxy zx 1sin1 +  

9 xyzx zx 1cos1 +  

0 xzx zy 1sin1 +  
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4.3.2. Задача 1.2 

В среде с параметрами ε  и σ  создано электрическое поле, имеющее частоту f  и 

амплитуду mE . Вычислите амплитудное значение и фазовый угол вектора плотности полного 

тока, существующего в каждой точке данной среды. Исходные данные приведены в таблице 

4.3. 

Таблица 4.3 — Исходные данные к задаче 1.2 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
ε  3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 

σ , См/м 0,67 0,68 0,69 0,70 0,71 0,72 0,73 0,74 0,75 0,76
f , МГц 550 560 570 580 590 600 610 620 630 640 
mE , В/м 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

 

4.3.3. Задача 1.3 

Определите напряжённость электрического поля и ёмкость плоского конденсатора. 

Площадь пластины S , расстояние между пластинами d , относительная диэлектрическая 

проницаемость ε , потенциал одной из пластин равен нулю, другой — 0ϕ . Исходные данные 

приведены в таблице 4.4. Указание: примените уравнение Лапласа и граничные условия у 

поверхности идеального проводника. 
 

Таблица 4.4 — Исходные данные к задаче 1.3 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
S , см2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
d , мм 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
ε  4,0 3,8 3,6 3,4 3,2 3,0 2,8 2,6 2,4 2,2 

0ϕ , В 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
 

4.3.4. Задача 1.4 

Во многих микроволновых устройствах для уменьшения омических потерь токоведущие 

поверхности покрывают тонким слоем серебра. Определите толщину серебряного слоя, при 

которой плотность тока на его внутренней поверхности уменьшается в n  раз по сравнению с  

плотностью тока на границе раздела металл — воздух. Частота поля — f , ГГц. Исходные 

данные приведены в таблице 4.5. 
 

Таблица 4.5 — Исходные данные к задаче 1.4 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
n  160 170 180 190 200 210 220 230 240 250 

f , ГГц 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
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4.3.5. Задача 1.5 

Плоская электромагнитная волна с частотой f  распространяется в среде с параметрами ε , 

эtgδ , 1=µ . Определите фазовую скорость, длину волны и коэффициент ослабления. Исходные 

данные приведены в таблице 4.6. 

Таблица 4.6 — Исходные данные к задаче 1.5 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
f , ГГц 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 
ε  2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 

эtgδ  0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15
 

4.3.5. Задача 1.6 

В среде с параметрами ε , 1=µ , 0=σ  распространяется плоская электромагнитная волна с 

амплитудой напряженности электрического поля mE . Определите плотность потока мощности, 

переносимой волной в направлении их распространения. Исходные данные приведены в 

таблице 4.7. 

 

Таблица 4.7 — Исходные данные к задаче 1.6 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
ε  2,05 2,10 2,15 2,20 2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,50

mE , В/м 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 
 

4.4. Задания к контрольной работе, часть 2 

 

4.4.1. Задача 2.1 

Плоская электромагнитная волна падает нормально из вакуума на границу раздела со 

средой, имеющей параметры ε , 1=µ , σ . Определите комплексные коэффициенты отражения 

Г&  и преломления Т&  на частоте f , а также тангенс угла диэлектрических потерь эtgδ . 

Исходные данные приведены в таблице 4.8. 
 

Таблица 4.8 — Исходные данные к задаче 2.1 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
ε  81 81 75 70 65 60 55 50 45 40 

σ , См/м 0,1 4 0,12 0,1 0,09 0,08 0,07 0,06 0,05 0,04
f , ГГц 0,1 10 0,3 0,5 0,7 1,0 1,2 1,4 1,6 2,0 
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4.4.2. Задача 2.2 

Определите параметры среды ε , σ , эtgδ , если известно, что комплексный коэффициент 

отражения ϕ−−= ieГГ&  на частоте f . Положите 1=µ . Исходные данные приведены в таблице 

4.9. 

Таблица 4.9 — Исходные данные к задаче 2.2 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
Г  0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,85 0,75 0,65 0,55 0,45

ϕ , рад 0,13 0,09 0,08 0,1 0,01 0,15 0,16 0,17 0,18 0,2 
f , ГГц 6 11 8 9 10 11 12 13 14 15 

 

4.4.3. Задача 2.3 

Плоская электромагнитная волна падает под углом ϕ  на поверхность среды. Определите 

модули коэффициентов отражения для нормально- и параллельно- поляризованных волн. 

Параметры среды: ε , 1=µ , 0=σ . Угол ϕ  изменяется от 0 до 90 градусов. Построить графики 

зависимостей ( )ϕ= fГ . Исходные данные приведены в таблице 4.10. 

 

Таблица 4.10 — Исходные данные к задаче 2.3 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
ε  5 10 20 30 40 50 60 81 2,4 2,1 

 

4.4.4. Задача 2.4 

Какие типы волн могут распространяться в прямоугольном волноводе сечением 23×10 мм, 

заполненным диэлектриком с относительной проницаемостью ε ? Частота колебания 10 ГГц. 

Определите длину волны в волноводе, фазовую и групповую скорости волны типа 10H . 

Исходные данные приведены в таблице 4.11. 

 

Таблица 4.11 — Исходные данные к задаче 2.4 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
ε  2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 

 

4.4.5. Задача 2.5 

В прямоугольном волноводе сечением 48×24 мм распространяется волна типа 10H . 

Частота колебаний — f , ГГц, передаваемая мощность — 10 кВт. Определите максимальное 
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значение напряжённости электрического поля. Исходные данные приведены в таблице 4.12. 

 

Таблица 4.12 — Исходные данные к задаче 2.5 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
f , ГГц 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9 5,0 

 

4.4.6. Задача 2.6 

Цилиндрический резонатор диаметром d  и длиной l  заполнен диэлектриком с заданной 

диэлектрической проницаемостью ε . Какой тип колебаний в контуре является основным? 

Вычислите резонансную частоту, добротность и полосу пропускания резонатора на этом типе 

колебаний. Материал стенок — медь. Тангенс диэлектрических потерь эtg δ  = 2×10–4. 

Исходные данные приведены в таблице 4.13. 

 

Таблица 4.13 — Исходные данные к задаче 2.6 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
d , см 6,0 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9 
l , см 5,0 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8 5,9 
ε  2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 3,1 2,4 2,25 2,1 
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5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ К ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 
И ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

 
5.1. Элементы векторного анализа 

 
Для описания физических полей принято использовать их математические модели — 

скалярные и векторные поля. В прямоугольной (декартовой) системе координат скалярное поле 
U  приобретает вид некоторой функции ( )zyxU ,, , принимающей численные значения — 
действительные или комплексные. Векторное поле A  задаётся тремя проекциями на единичные 
векторы (орты) системы координат 
 

zzyyxx AAAA 111 ⋅+⋅+⋅= . 
 

Для характеристики величины и направления скорости изменения скалярного поля в 
пространстве вводят градиент этого поля 

 

zyx z
U

y
U

x
UU 111grad ⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

= .     (5.1) 

 
Векторное поле A  принято характеризовать скалярным полем — дивергенцией ( Adiv ) и 

векторным полем — ротором ( Arot ). 
Дивергенция векторного поля A  в декартовой системе координат 

 

z
A

y
A

x
AA zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=div .     (5.2) 

 
Ротор векторного поля A  в декартовой системе координат имеет вид 

 

z
xy

y
zx

x
yz

zyx

zyx

y
A

x
A

y
A

z
A

z
A

y
A

zyx

AAAA 111
111

rot ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
.   (5.3) 

 
Дифференциальные операции со скалярными и векторными полями удобно записывать с 

помощью оператора Гамильтона ∇  (вектор «набла»). В декартовой системе координат этот 
символический вектор записывается следующим образом 
 

zyx zyx
111 ⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=∇ ,     (5.4) 

 
а Ugrad , Adiv  и Arot  имеют вид: 
 

UU ∇=grad ,       ( )AA ⋅∇=div ,       [ ]AA ×∇=rot .   (5.5) 
 

Из дифференциальных векторных операций второго порядка широкое применение в 
электродинамике находит оператор: 2∇ , закон действия которого на векторное поле A  
описывается соотношением 
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AAA rotrotdivgrad2 −=∇ .     (5.6) 
 

Дифференциальная операция второго порядка, действующая на скалярное поле, задаётся 
оператором Лапласа 

Ugraddiv2 =∆=∇  
 

Оператор Лапласа в декартовой системе координат 
 

2

2

2

2

2

2
2

z
U

y
U

x
UU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∆ .     (5.7) 

 
Для графического изображения векторных полей принято строить картину их силовых 

линий. В каждой точке силовой линии вектор поля касателен к ней. 
Поле является соленоидальным, когда 0div =A , и потенциальным, при выполнении 

условия 0rot =A . 
Дивергенция векторного произведения двух векторов равна 

 
[ ] BAABBA rotrotdiv −=× .    (5.8) 

 
5.2. Уравнения Максвелла 

Уравнения Максвелла описывают совокупность эмпирических сведений об 
электромагнитном поле. Для вакуума вводят два векторных объекта — напряжённость 
электрического поля E  [В/м] и напряжённость магнитного поля H  [А/м]. Кроме того, 
скалярное поле определяют объёмной плотностью электрического заряда ρ  [Кл/м3] и векторное 
поле — плотностью электрического тока j  [А/м2]. Система уравнений Максвелла для вакуума 
для относительно перечисленных величин записываются в виде: 
 

j
t
EH +
∂
∂

ε= 0rot ; 

 

t
HE
∂
∂

µ−= 0rot ; 

(5.9) 

0

div
ε
ρ

=E ; 

 
0div =H , 

 
где 0ε  и 0µ  — физические константы: π=ε − 3610 9

0  Ф/м — электрическая постоянная и 
7

0 104 −⋅π=µ  Гн/м — магнитная постоянная. 
Первое уравнение системы представляет собой дифференциальную форму записи 

известного закона Ампера, дополненную вектором плотности тока смещения 
 

t
Ej
∂
∂

ε= 0см .      (5.10) 
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Второе уравнение системы (5.9) описывает закон электромагнитной индукции Фарадея. Из 
третьего уравнения следует, что электрические силовые линии могут начинаться и 
оканчиваться только на электрических зарядах. Четвёртое уравнение указывает на то, что в 
вакууме силовые линии магнитного поля всегда замкнуты. 

В присутствии материальных сред теория Максвелла должна быть дополнена рядом новых 
представлений, учитывающих микроскопическую структуру вещества. 

Материальные уравнения электромагнитного поля можно записать в форме: 
 

ED aε= ; HB aµ= ; EJ σ= ,    (5.11) 
 

где D  — вектор электрического смещения (индукции), Кл/м; B  — вектор магнитной 
индукции, Вб/м2 или Тл; aε  — абсолютная диэлектрическая проницаемость, Ф/м; aµ  — 
абсолютная магнитная проницаемость, Гн/м; σ  — удельная проводимость вещества, См/м. 

В расчётах часто используют относительные проницаемости: 
 

0ε
ε

=ε a ;  
0µ

µ
=µ a .    (5.12) 

 
Уравнения Максвелла в дифференциальной форме для материальных сред: 

 

ст.эrot jE
t
DH +σ+
∂
∂

= ; 

 

ст.мrot j
t
BE −
∂
∂

−= ; 

(5.13) 
ρ=Ddiv ; 

 
0div =B , 

 
где ст.эj , ст.мj  — плотности сторонних электрического и магнитного токов. 

Уравнения Максвелла в интегральной форме: 
 

SjE
t
DlH

L S

dd ст.э∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+σ+

∂
∂

= ; 

 

Sj
t
BlE

SL

dd ст.м∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

−= ; 

(5.14) 

∫ ∫ρ=
S V

VSD dd ; 

 

∫ =
S

SB 0d . 

 
Часто приходится рассматривать электромагнитные поля, изменяющиеся во времени по 

гармоническому закону с частотой ω . При этом уравнение Максвелла записывают 
относительно комплексных амплитуд полей: 
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ст.эirot jEH a
&&&& +εω= ; 

 

ст.мirot jHE a
&&&& −µω−= ; 

(5.15) 
ρ=D&div ; 

 
.0div =B&  

 
В эти уравнения входят комплексные диэлектрическая aε&  и магнитная aµ&  проницаемости: 

 
aaa ε ′′−ε′=ε i& ;  aaa µ ′′−µ′=µ i& . 

 
Наличие мнимых частей проницаемости указывает на необратимые превращение части 

энергии электромагнитного поля в энергию теплового движения. Если потери в среде связаны 
только с наличием токов проводимости, то 

 

ω
δ

−ε=ε iaa& ;  aa µ=µ& .    (5.16) 

 
В технике различные вещества принято характеризовать при помощи тангенсов углов 

диэлектрических магнитных потерь: 
 

a

a

ε′
ε ′′

=δэtg ;  
a

a

µ′
µ ′′

=δмtg .    (5.17) 

в случае (5.16) 

aεω
δ

=δэtg . 

 
На границе раздела двух материальных сред с различными электродинамическими 

параметрами векторы поля должны удовлетворять определённым граничным условиям. 
Каждый из векторов (например, E ) в точке границы принято разлагать на нормальную и 
тангенциальную (касательную) составляющие 
 

ττ ⋅+⋅= 11нн EEE , 
 
где н1  и τ1  — орты нормального и тангенциального направлений соответственно. 

Нормальные составляющие индукций и тангенциальные составляющие напряжённостей 
непрерывны в каждой точке границы раздела диэлектриков: 
 

н2н1 DD = ;  ττ = 21 EE ; 
(5.18) 

н2н1 BB = ;  ττ = 21 HH . 
 

Если одной из сред является идеально проводящий металл, для которого ∞→δ , то на его 
поверхности тангенциальная составляющая электрического вектора отсутствует 

0=τE . 
На поверхности проводника имеется электрический ток с поверхностной плотностью 
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[ ]Hj ×= нэ 1 .      (5.20) 
 

Электромагнитное поле является носителем энергии. Объёмная плотность энергии в любой 
точке пространства 
 

( )BHDEW +=
2
1 .     (5.21) 

 
Закон сохранения энергии находит своё отражение в теореме Пойнтинга 

 

[ ] ( ) HjEjEBHDE
t

HE ст.мст.э
2

2
1div ++δ+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

∂
∂

=×− .   (5.22) 

 
Вектор Пойнтинга 

[ ]HEП ×= .      (5.23) 
 

характеризует плотность потока мощности излучения. 
Для полей, изменяющихся по времени по гармоническому закону, принято вводить 

комплексный вектор Пойнтинга 

[ ]∗×= HEП &&
2
1 .     (5.24) 

 
Действительная часть этого вектора 

 

[ ]∗×= HEП &&Re
2
1

ср .     (5.25) 

 
равна среднему за период потоку мощности излучения. 
 

5.3. Статические и стационарные электромагнитные поля 
 

Электростатическое поле удовлетворяет уравнениям (5.26) 
 

0rot =E , 
(5.26) 

ρ=Ddiv . 
 

Система уравнений (5.27) характеризует магнитное поле постоянных токов 
 

jH =rot , 
(5.27) 

0div =B . 
 

Безвихревой характер электростатического поля позволяет описать его с помощью поля 
скалярного электрического потенциала ϕ , определив связь между величинами E  и ϕ  
соотношением 

ϕ−= gradE .      (5.28) 
 

Разность потенциалов между двумя произвольными точками 
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∫=ϕ−ϕ
2

1
21 dlE .     (5.29) 

 
не зависит от вывода кривой, соединяющей точки 1 и 2, вдоль которой производится 
интегрирование. 

Совместное рассмотрение уравнения ρ=Ddiv  и ϕ−= gradE  приводит к уравнению 
Пуассона 

aε
ρ

−=∇=ϕ 2graddiv ,    (5.30) 

 
которое является наиболее общим уравнением для однородной среды, содержащей объёмные 
электрические заряды. Если в некоторой области пространства эти заряды отсутствуют, то 
скалярный электрический потенциал подчиняется уравнению Лапласа 

 
     02 =ϕ∇ .      (5.31) 

 
Точечный заряд q  в вакууме характеризуется сферически симметричным распределением 

потенциала 

( )
r

qr
04πε

=ϕ .      (5.32) 

 
Если внутри ограниченной области V  распределены электрические заряды с объёмной 

плотностью ρ , то на основании принципа суперпозиции решение уравнения Пуассона 
запишется в виде 

∫
ρ

πε
=ϕ

Va R
Vd

4
1 .     (5.33) 

 
где в данной формуле R  — длина отрезка между точками наблюдения и интегрирования. 

Важным понятием электростатики являются ёмкость системы двух проводников 
 

                 
U
qC = ,      (5.34) 

 
где 21 ϕ−ϕ=U  — абсолютные значения разности потенциалов между проводниками. 

Энергия электростатического поля, запасённая в объёме V  
 

∫=
V

VDEW d
2
1

э .     (5.35) 

 
5.4. Плоские электромагнитные волны 

 
Плоские электромагнитные волны существуют в однородных безграничных средах. В 

случае полей, изменяющихся во времени по гармоническому закону, комплексные амплитуды 
E  и H  удовлетворяют уравнениям Гельмгольца 

022 =γ+∇ EE && ; 
(5.36) 

022 =γ+∇ HH && , 
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где α−β=µεω=γ iaa  — комплексный коэффициент распространения; β  — коэффициент 
фазы, или волновое число; α  — коэффициент ослабления. 

Решение уравнения Гельмгольца описывает однородную плоскую волну. Если плоская 
волна распространяется вдоль оси z  декартовой системы координат, то указанное решение 
имеет вид 
 

( ) ( ) ( ) zz EEzE γγ− += i
2

i
1 e0e0 .     (5.37) 

 
Первое слагаемое соответствует прямой (падающей) волне, распространяющейся в 

направлении положительных значений z , второе слагаемое — обратной (отражённой) волне, 
распространяющейся в направлении отрицательных значений z . 

Поскольку ( )эtg1 δ−ε=ε aa , aµ=µ , то комплексный коэффициент распространения 
определяется выражением 

эtg1i δ−⋅µεω=α−β=γ aa .    (5.38) 
 

Коэффициент фазы β  характеризует изменение фазы гармонических колебаний при 
распространении волны. Расстояние, на котором фаза изменяется на π2  радиан, называется 
длиной волны 

β
π

=λ
2 . 

 
Плоскость равных фаз называется фазовым фронтом волны, а скорость перемещения этой 

плоскости — фазовой скоростью 

     
β
ω

=фV .      (5.39) 

 
Коэффициент фазы и коэффициент ослабления могут быть выражены следующими 

формулами 
2

1

э
2

0 2
tg112

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ δ++
⋅

λ
επ

=β .    (5.40) 

 
2

1

э
2

0 2
1tg12
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −δ+
⋅

λ
επ

=α .    (5.41) 

 
Таким образом, между ними существует соотношение 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δβ=α

2
tg э . 

Фазовая скорость 

( ) 2
1

э
2

ф

tg11

2

δ++ε
=

cV ,     (5.42) 

а длина волны 
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( ) 2
1

э
2

0

tg11

2

δ++ε

λ
=λ .     (5.43) 

 
Отношение фазовой скорости в среде к скорости света называют коэффициентом 

преломления 
εµ=n . 

 
Из уравнений Максвелла следует, что в случае плоской волны комплексные амплитуды 

векторов E&  и H&  связаны характеристическим сопротивлением среды 
 

        
a

aaZ
ε
µ

=
γ

ωµ
=

&

&
c ,     (5.44) 

так что 
HZE && ⋅= 0 . 

 
Характеристическое сопротивление для немагнитных сред ( 0µ=µa ) 

 

( ) ( ) 2
i

4
1

э
22

1

э
0

0
c eδtg1120tgi1

э

Z
δ

−− +
ε
π

=δ−
εε
µ

= , Ом. 

 
Аргумент принимает значение от нуля (диэлектрических потерь) до 90 градусов 

(идеальный проводник). 
Характеристическое сопротивление для вакуума 

 

377120
0

0
0 =π=

ε
µ

=Z  Ом. 

 
Векторные уравнения (5.36) означают, что любая координатная составляющая векторов 

поля удовлетворяет уравнению 022 =γ+∇ UU && , имеющую в декартовой системе координат, 
частное решение 
 

        ( )[ ]zyxCU zyx ν+ν+νγ−= iexp .    (5.45) 
 
где c  — константа, а zyx ννν ,,  — комплексные постоянные, удовлетворяющие условию 

 
        1222 =ν+ν+ν zyx .      (5.46) 

 
Если zyx ννν ,,  — вещественные числа, то выражение (5.45) описывает однородную 

плоскую волну, распространяющуюся в произвольном относительно исходной схемы 
координат направлении. Эту волну удобно выразить формулой 
 

( )[ ]rCU νγ−= iexp& .     (5.47) 
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Числа zyx ννν ,,  имеют смысл направляющих косинусов, фиксирующих распространение 
волны, а r  — есть радиус — вектор точки ( )zyx ,,  Если хотя бы одно из чисел zyx ννν ,,  
комплексное, то выражение (5.45) описывает неоднородную плоскую волну 

 
)]},[(Im)]([Reiexp{ zyxzyxcU zyxzyx ν+ν+ν−ν+ν+νγ−=    (5.48) 

 
у которой фазовый фронт задаётся уравнением 
 

,const)]([Re =ν+ν+νγ zyx zyx  
 
а плоскость равных амплитуд — уравнением 
 

.const)]([Im =ν+ν+νγ zyx zyx  
 

В общем случае фазовый фронт и плоскость равных амплитуд образует между собой 
произвольный угол. 

Поскольку уравнения Максвелла линейны, любая комбинация их решений также является 
линейным. В частности, если xxE 1  и yyE 1  — решения исходных уравнений, то 
 

yyxx EEE 11 &&& += .     (5.49) 
 
тоже есть решение уравнений Максвелла и, следовательно, оно описывает распространение в 
пространстве некоторой волны. В зависимости от соотношения между фазами и амплитудами 
xE  и yE  в каждой точке пространства конец вектора E  будет перемещаться по эллипсу с 

различным отношением и ориентацией его полуосей. Такая волна называется волной с 
эллиптической поляризацией. Отношение большой полуоси эллипса к малой называют 
коэффициентом эллиптичности элK . Линейно поляризованная волна представляет собой один 
из предельных случаев эллиптичности поляризованной волны. Второй предельный случай 
имеет место при равенстве амплитуд исходных полей и сдвиге фаз между ними, равном 90 
градусов. Здесь конец вектора E  перемещается по окружности, и волна называется волной с 
круговой поляризацией. Поле такой волны можно представить выражением 

 
)1i1(1 yxxx EEEEE ±=+== −+−+

& ,     (5.51) 
 

где ( )yx
xEE 1i1

2
+=+ ; ( )yx

xEE 1i1
2

−=− ,                    (5.52) 

то есть любая волна с линейной поляризацией может быть представлена суммой двух волн с 
круговой поляризацией, например, −+ += EEE . 
 

5.5. Отражение и преломление плоских электромагнитных волн 
 

При распространении плоской электромагнитной волны на границе раздела сред 
возникают отражённые и преломлённые волны, комплексные амплитуды которых связаны с 
комплексной амплитудой падающей волны коэффициентом отражения и коэффициентом 
преломления (прохождения) 
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Если вектор Пойнтинга падающей волны перпендикулярен границе раздела, то 

 

         
1с2с

1с2с

ZZ
ZZГ

+
−

=& ;      (5.53) 

 

        
1c2c

2c2
ZZ

ZТ
+

=& .      (5.54) 

 
где 1cZ  и 2cZ  — характеристики сопротивления сред. 

При наклонном падении направления распространения волн по отношению к границе 
раздела задаются углами, измеряемые относительно нормами к этой границе. Плоскость, 
содержащая вектор Пойнтинга падающей волны и нормаль к границе раздела, называют 
плоскостью падения. Из граничных уравнений следует, что углы падения ϕ , отражения 0ϕ  и 
преломления прϕ  связаны законом зеркального отражения 0ϕ=ϕ  и законом Снеллиуса 

 

1

2

прsin
sin

β
β

=
ϕ
ϕ .      (5.55) 

 
где индекс 1 относится к среде, содержащей падающую волну. Так как для сред без потерь 
 

aµεω=β 0 , то 
11

22

прsin
sin

µε
µε

=
ϕ
ϕ .    (5.56) 

 
Коэффициенты отражения Г&  и преломления Т&  для заданного значения угла падения 

зависят от ориентации векторов электромагнитного поля по отношению к плоскости падения. 
Если вектор E  лежит в этой плоскости, то 
 

ϕ+ϕ

ϕ−ϕ
=

coscos
coscos

1c2c

1cпр2c

ZZ
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Г .     (5.57) 

 

ϕ+ϕ
ϕ

=
coscos

cos2

1cпр2c

2c

ZZ
ZТ .     (5.58) 

 
Если вектор Е  перпендикулярен плоскости падения, то коэффициент отражения и 

преломления выражается соотношениями 
 

пр1c2c

пр1c2c

coscos
coscos

ϕ+ϕ

ϕ−ϕ
=⊥ ZZ

ZZ
Г .     (5.59) 

 

пр1c2c

2c

coscos
cos2

ϕ+ϕ
ϕ

=⊥ ZZ
ZТ .     (5.61) 

 
Для диэлектрических сред Г  и Т  удобно представить в более компактной форме 
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ϕ+ϕ

ϕ−ϕ
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tg
tg

ϕ+ϕ

ϕ−ϕ
−=Г ;      (5.62) 

 

( )пр

пр

sin
cossin2
ϕ+ϕ

ϕϕ
=⊥Т ;      (5.63) 

 

( ) ( )прпр

пр

cossin
cossin2

ϕ−ϕϕ+ϕ

ϕϕ
=Т .    (5.64) 

 
Во всех приведенных формулах при необходимости можно исключить угол преломления 

прϕ , используя закон Снеллиуса. Из формулы (5.62) следует, что при 
2пр
π

=ϕ+ϕ  коэффициент 

отражения для плоских электромагнитных волн, вектор E  которых лежит в плоскости падения, 
равен нулю, и отражённая волна на границе раздела двух немагнитных сред не возникает. Угол 
падения, при котором наблюдается такое явление, называют углом Брюстера для немагнитных 
сред, который находят из соотношения 

1

2
Бtg

ε
ε

=ϕ .      (5.65) 

 
Согласно равенству (5.56) при 22µε < 11µε  угол преломления больше угла падения, поэтому 

если 

11

22arcsin
µε
µε

=ϕ ,     (5.66) 

 
то преломлённая волна будет скользить вдоль границы раздела и, в соответствии с 
выражениями (5.57) и (5.59), коэффициенты отражения по модулю становятся равными 
единице. С дальнейшим увеличением угла падения модуль отражения IIГ , ⊥Г , остаётся 
равным единице; изменяется только фаза коэффициентов. Такое явление называется полным 
внутренним отражением. 
 

5.6. Волноводы 
 

Волновод представляет собой полую металлическую трубу произвольного сечения, внутри 
которой распространяются электромагнитные волны. Наиболее часто применяют волноводы 
прямоугольного сечения, реже, круглого сечения, ещё реже — волноводы более сложного 
сечения, например П — образные и Н — образные. 

В волноводах с идеально проводящими стенками и однородным заполнением могут 
распространяться волны электрического типа ( mnE ), у которых 0=zH , а 0≠zE  (направление 
оси z  совпадает с продольной осью волновода, и волны магнитного типа ( mnH ), у которых 

0=zE , а 0≠zH . 
Предположим, что волновод заполнен диэлектриком с относительной диэлектрической 

проницаемостью ε  и магнитной проницаемостью 1=µ . Каждый конкретный тип волны в 
волноводе может распространяться в том случае, если 
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ε

λ0  < крλ ,      (5.67) 

 
где 0λ  — длина волны генератора, а крλ  — критическая длина волны, которая определяется 
размерами и формой поперечного сечения волновода. 

Для волн типа mnE  и mnH  в прямоугольном волноводе 
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,     (5.68) 

 
где ba,  — размеры поперечного сечения волновода; nm,  — количество полуволн, 
укладывающихся на широкой и узкой стенках волновода ( a  и b ) соответственно. 

Расчетные формулы для фазовой скорости, длины волны в волноводе и групповой 
скорости имеет вид: 
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где c  — скорость света в свободном пространстве. 

Выражения для составляющих векторов напряженностей типа mnH , в прямоугольном 
волноводе записываются в виде: 
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Основным типом волны в прямоугольном волноводе при ba f , является волна 10H , для 

которой a2кр =λ , ближайшими высшими типами — волны 20H , 01H , 11H . 
Наибольшее практическое значение имеет волна типа 10H  в прямоугольном волноводе. 

Составляющие векторов поля этой волны описываются выражениями: 
 

0=xE& ; 
 

hz
y a

xEE i
0 esin −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=& ; 

 
0=zE& ; 
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где 22 gh −εβ= , — продольное волновое число; 
0

2
λ
π

=β ; 
кр

2
λ
π

=g  — поперечное волновое 

число. 
Характеристическим сопротивлением cZ  волновода, называется отношение поперечных 

составляющих векторов E  и H . Для волн магнитного типа 
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для волн электрического типа 
2
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где 
0

0
0 ε

µ
=Z  — характеристическое сопротивление плоской волны в свободном пространстве. 

Мощность, переносимую волной любого типа в волноводе, определяют интегрированием 
вектора Пойнтинга по поперечному сечению волновода 
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ср ∫ ∗×⋅= .    (5.76) 

 
Подставляя выражения для составляющих векторов поля (5.73) в (5.76), получим формулу 

для расчета мощности, переносимой волной типа 10H  в прямоугольном волноводе 
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где 0E  — максимальная амплитуда напряжённости электрического поля в волноводе. 

Максимальная переносимая мощность в волноводе определяется максимально допустимой 
(пробивной) напряжённостью электрического поля в волноводе. Для сухого воздуха при 

атмосферном давлении maxE = 30 
см
кВ . 

Коэффициент ослабления волны типа 10H  в волноводе, равен сумме коэффициентов 
ослабления, вызванных потерями в металлических стенках и в диэлектрике 

рмобщ α+α=α ; 
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где 
θ

ωµ
=

2
a

SR  — поверхностное сопротивление металла; 
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5.7. Объёмные резонаторы 

 
Объёмный резонатор представляет собой замкнутую полость, ограниченную 

металлическими стенками, внутри которой существуют электромагнитные колебания. 
Конфигурация объёмного резонатора может быть любой, однако, наибольшее 

практическое применение находят прямоугольный, цилиндрический, коаксиальный и 
тороидальный объёмные резонаторы. 

Резонансная частота колебаний типа mnpH  или mnpE  прямоугольного объёмного резонатора 
равна 
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где a , b , l  — геометрические размеры резонатора; индексы m , n , p  означает число вариаций 
поля по осям x , y , z  соответственно. 
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Основным типом колебаний в прямоугольном резонаторе, имеющим минимальную 
резонансную частоту, в зависимости от соотношения размеров a , b  и l  могут быть 101H , 011H , 

110E  Например, при ab p  и lb p , основным типом колебания является 101H , составляющие 
векторов поля которого описываются выражениями: 
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Энергия, запасённая в объёмном резонаторе любого типа 
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∫ ∫µ+ε= ,    (5.82) 

 
где E  и H  — амплитудные значения напряжённостей электрического и магнитного полей; 
интегрирование ведётся по объёму резонатора. 

В частности, для колебаний типов 101H , 011H , 110E  в прямоугольном объёмном резонаторе 
 

ablEW a
2
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1
ε= ,     (5.83) 

 
где maxE  — максимальная амплитуда напряжённости электрического поля в резонаторе. 

Добротность объёмного резонатора определяет как отношение энергии электромагнитного 
поля, запасённой в резонаторе, к энергии теряемой за период собственных колебаний. 

Для колебаний типа 101H  в прямоугольном резонаторе 
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Если резонатор заполнен диэлектриком с потерями, то результирующая добротность рQ  

равна 
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