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1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 ПО РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОМУ ЗАДАНИЮ 

Тема: исследование устойчивости движения объекта различными методами. 

Целью выполнения расчетно-графического задания является углубление изу-

чения лекционного материала и закрепление навыков исследования устойчивости 

движения различными методами. 

РГЗ состоит из пояснительной записки объемом до 10 листов формата А4, вы-

полненной в соответствии с требованиями ДСТУ 3008 – 95. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 

2.1. Исследование устойчивости движения системы прямым 

интегрированием дифференциальных уравнений 

Исследовать динамическое поведение системы или отдельных ее элементов 

можно путем интегрирования дифференциальных уравнений, описывающих их по-

ведение во времени. В случае если процесс описывается дифференциальным урав-

нением с постоянными коэффициентами типа 
 

0ax bx cx   ,     (1) 
 

вид решения такого уравнения зависит от вида корней характеристического уравне-

ния 
2 0ar br c   .     (2) 

 

Возможны четыре случая: 

1) Если корни характеристического уравнения вещественные и разные, то ре-

шение имеет вид 
1 2

1 2
r t r t

x c e c e  ;     (3) 
 

где r1 и r2 – корни характеристического уравнения. 

2) Если корни вещественные, но равные, то  
 

  1
1 2

r t
x c c t e  ;     (4) 

 

3) Если корни комплексные сопряженные числа 1 2;r a ib r a ib    , то 
 

 1 2cos sinatx e c bt c bt  ;    (5) 
 

4) Если корни чисто мнимые числа 1 2;r bi r bi   , то 
 

1 2sin cosx c bt c bt  .    (6) 

Если при t процесс расходится, то движение неустойчивое, если асимпто-

тически стремится к нулю – то устойчивое. Для колебательного процесса устойчи-

вость характеризуется временем затухания колебаний. 
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2.2. Первая теорема Ляпунова. 

 Определитель Гурвица 

Нормальная форма дифференциальных уравнений имеет вид [1] 

 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

... .

n n

n n

n n n nn n

x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

   


   


    

    (7) 

 

Решение системы может быть получено в виде 

 
t

n nx A e .      (8) 

 

Подстановка этого выражения в систему даст новую систему, определитель 

которой будет равен 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ...

( ) ...
0

... ... ... ...

... ( )

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a














.   (9) 

 

Этот определитель называется определителем Гурвица. Раскрывая этот опре-

делитель, получим относительно λ уравнение, называемое характеристическим  

 

02

3

1

21  

n

nnn B...BBB .    (10) 

 

Такое уравнение имеет n корней. 

Первая теорема Ляпунова формулируется следующим образом [2]: если веще-

ственные части всех корней характеристического уравнения отрицательны, то дви-

жение устойчиво, если хотя бы один корень имеет положительную вещественную 

часть, то движение неустойчиво. 

2.3. Метод фазовых координат 

Для использования основных теорем теории устойчивости движения необхо-

димо от уравнений высокого порядка перейти к системе уравнений первого порядка. 

Прием понижения степени дифференциального уравнения осуществляется следую-

щим образом. Пусть дано дифференциальное уравнение второго порядка 

 
22 0y hy k y   .      (11) 

 

Положим 1y y , а 2y y , тогда подставив эти обозначения в исходное уравнение, 

получим 
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2

2 2 1

1 2

2 ,

;

y hy k y

y y

   



    (12) 

или 














).t(f
dt

dy

),t(f
dt

dy

2
2

1
1

      (13) 

 

Последние два уравнения представлены в нормальной форме, а у1 и у2 назы-

ваются фазовыми координатами. Для исследования устойчивости системы с помо-

щью фазовых координат необходимо решить характеристическое уравнение (2), 

корни которого дадут фазовый портрет системы. В общем случае комплексных кор-

ней 1,2r p iq  , имеют место следующие случаи [1]: 

1) 1 2 1 2, 0, 0r r r r    – фазовый портрет представляет собой устойчивый узел; 

2) 1 2 1 2, 0, 0r r r r    – неустойчивый узел; 

3) 1 2 1 2, 0, 0r r r r    – «седло»; 

4) 1,2r iq   – чисто мнимые корни дают устойчивый центр; 

5) 1,2r p iq   – комплексные корни при р<0, q≠0 дают устойчивый фокус; 

6) 1,2r p iq   – комплексные корни при р>0, q≠0 дают неустойчивый фокус. 

2.4. Устойчивость по первому приближению 

Ряд автомобильных систем содержит нелинейные элементы (резиновые дета-

ли, рессоры и др.), в результате чего процессы, происходящие в таких системах, 

описываются нелинейными дифференциальными уравнениями типа 

 
2

1 11 1 11 2 13 1 2 14 1 2

2 2 2
2 21 1 22 2 23 1 2 24 1 2

,

,

x a x a x a x x a x x

x a x a x a x x a x x

   

   
    





(14) 

 

последние два слагаемых описывают нелинейные процессы. Метод, разработанный 

Ляпуновым, предполагает возможность отбросить нелинейные слагаемые и проана-

лизировать оставшиеся слагаемые по типовой методике, характеризующей в таком 

случае устойчивость по первому приближению. 

2.5. Вторая теорема Ляпунова 

Функция называется определенно-положительной или знакоопределенной, ес-

ли она в точке 1 2 nx x x   обращается в нуль и имеет в этой точке минимум. Напри-

мер, функция Ляпунова в виде  2 21

2
v x y   является определенно-положительной. 

Вторая теорема Ляпунова формулируется следующим образом [2]: если для 

дифференциальных уравнений возмущенного движения можно найти знакоопреде-

ленную функцию v, производная v’ которой в силу этих уравнений будет знакопо-
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стоянной функцией противоположного знака с v, то движение, описываемое 

данными уравнениями, устойчиво. 

2.6. Метод Михайлова 

В ряде случаев, когда решить задачу об устойчивости движения не удается ни 

одним из аналитических методов, можно воспользоваться графическим методом 

Михайлова, сущность которого заключается в следующем. Для заданной системы 

дифференциальных уравнений составляется характеристическое уравнение типа 

 
1 2

1 2 0... 0.n n n
n n na a a a   

         (15) 

 

Затем в характеристическом уравнении необходимо сделать подстановку 

i  , которая при четных степенях λ дает вещественные числа  2 2   , а при 

нечетных – мнимые  3 3i   . Далее полученное выражение представляется в ви-

де 

     f i u v i    ,     (16) 

 

где u(ω) – действительные числа, v(iω) – мнимые. 

После этого в координатах u – v строят график функции       ivuif , который назы-

вается годографом Михайлова. В каждой точке (u, v) построенного графика опреде-

ляется вектор r, который с ростом координат u и v поворачивается вокруг начала ко-

ординат. 

Устойчивость системы можно определить по критерию, утверждаемому сле-

дующей теоремой Михайлова [1]: если при изменении ω от нуля до бесконечности 

вектор r повернется вокруг начала координат на угол 
2

n


  , где n – степень харак-

теристического полинома, то движение, описываемое данной системой,  асимптоти-

чески устойчиво. 

3. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 

1) Выбрать индивидуальное задание из таблицы 4.1. Номер варианта соответ-

ствует двум последним цифрам зачетной книжки (если), либо сумме двух последних 

цифр зачетной книжки (если полученное число >30). 

2) Исследовать устойчивость движения объекта, заданного дифференциаль-

ным уравнением или системой, пользуясь схемами, приведенными на рис. 1 и 2. При 

исследовании применить 2-3 метода, а затем произвести сравнение полученных ре-

зультатов и сделать соответствующие выводы. 

3) Оформить результаты исследований в виде пояснительной записки, содер-

жащей все необходимые расчеты и построения. 
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Рисунок 1 – Методы прямого интегрирования дифференциальных уравнений, 

фазовых координат, исследования по первой теореме Ляпунова и по первому при-

ближению 

 
 

Рисунок 2 – Методы Михайлова и исследования по второй теореме Ляпунова 

составить функцию Ляпунова и найти 
от нее производную 

 
 

представить характеристическое урав-
нение в комплексной форме (16) 

подставить в выражение производной 
от функции Ляпунова соответствующее 

выражение из дифференциальных 
уравнений 

составить функцию Ляпунова и найти 
от нее производную 

 

составить соответствующее харакери-
стическое уравнение (15) 

представить характеристическое урав-
нение в комплексной форме (16) 

 

преобразовать полученное выражение 
и оценить результат по критерию, за-
данному второй теоремой Ляпунова 

 

построить годограф Михайлова 

Если движение объекта описывается 

Линейным дифференциальным уравнением Нелинейным дифференциальным 

уравнением нормального вида 

Привести заданное дифференциальное 

уравнение к нормальной форме (7) 
Отбросить нелинейные слагаемые 

Составить определитель Гурвица (9) 

Составить характеристическое уравнение (2), (10) 

Определить корни характеристического уравнения 

(3)…(6) 

построить решение в 
виде x=f(t) при 

t  

построить соответствую-

щий фазовый портрет 

использовать первую 

теорему Ляпунова 

сделать заключение об устойчивости движения 

Если движение объекта описывается системой дифференциальных уравнений 

сделать заключение об устойчивости движения 
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4. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ РАСЧЕТНЫЕ ЗАДАНИЯ 

Таблица 4.1 

№ вари-

анта 

Уравнения 

№ 1, 2, 3 

Нулевые 

начальные 

условия 

Система  уравне-

ний № 4 

Система уравнений № 5. 

Уравнение № 6 

1.  

x+5x+12x=0;

y+15y+2y=0;

2z-z=0;

 

При 0t   
1

0

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 2 1

2 1 2

4 2 ,

3 ;

x x x

x x x

 


  
 

2
1 2 1 2 1

2 2
2 1 2 2 1

3 2 5 ,

2 4 4 ;

3 3 4 0.IV III II I

x x x x x

x x x x x

y y y y y

   


   

    

 

2.  

x-8x+14x=0;

2y-8y+14y=0;

3z+5z=0;

 

При 0t   
2

1

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 2

10 2 ,

;

y y y

y y

  



 

3 3
1 2 1 1 2 2

2 3 2
2 1 1 2 1 2 2

3 4 4 ,

3 2 8 ;

2 3 0.IV III II I

y y y y y y

y y y y y y y

z z z z z

    


   

    

 

3.  

x-2x+9x=0;

y-18y+20y=0;

4z+z=0;

 

При 0t   
3

2

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

25 5 ,

10 15 ;

z z z

z z z

 


 
 

3

2 1 2 1

2

1 2 1 1 2

3 ,

3 4 3 ;

3 3 4 0.IV III II I

z z z z

z z z z z

x x x x x

   


  

     

 

4.  

x-3x+12x=0;

4y-3y+12y=0;

z+10z-z=0;

 

При 0t   
4

3

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

4 2 ,

3 ;

x x x

x x x

 


  
 

2

2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 1 2

3 2 5 ,

2 4 4 ;

3 3 0.IV III II I

x x x x x

x x x x x

y y y y y

   


   

     

 

5.  

x+3x+10x=0;

3y+10y=0;

2z+z-3z=0;

 

При 0t   
5

4

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

5 ,

4 ;

y y y

y y y

 


 
 

2

2

3 4 4 ,

3 2 8 ;

4 3 2 0.IV III II I

y x y xy y

x y xy xy x

z z z z z

    


   

     

 

6.  

x-x+11x=0;

20y-y+11y=0;

z-10z-2z=0;

 

При 0t   
6

5

x y z ;

x y z .

  

  
 1 1 2

2 1 2

5 ,

3 ;

z z z

z z z

 


 
 

2

1 2 1 1

2

2 1 2 1 2

,

3 5 ;

2 3 4 5 6 0.IV III II I

z z z z

z z z z z

x x x x x

    


  

    

 

7.  

x-5x+13x=0;

12y-5y+3y=0;

5z-10z+z=0;

 

При 0t   
7

6

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

7 6 ,

5 4 ;

x x x

x x x

 


  
 

2 2

1 1 2 1 2

2 2

2 1 2 2 1

5 2 ,

2 ;

7 6 5 4 3 0.IV III II I

x x x x x

x x x x x

y y y y y

   


   

    

 

8.  

3x-6x+10x=0;

3y+6y+y=0;

z-10z-2z=0;

 

При 0t   
8

7

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

8 ,

8 4 ;

y y y

y y y

 


 
 

2

1 1 2 1 2 2

3 2 2

2 1 2 1 2 2

3 2 ,

2 4 ;

8 7 6 5 4 0.IV III II I

y y y y y y

y y y y y y

z z z z z

     


    

    

 

9.  

2x-6x+10x=0;

4y-6y-10y=0;

3z+10z=0;

 

При 0t   
9

8

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 2 1

5 ,

4 ;

z z z

z z z

 


 
 

3

1 1 1 2

2 2 1 2 1

3 5 ,

2 3 ;

2 3 0.IV III II I

z z z z

z z z z z

x x x x x

    


  

    
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Продолжение таблицы 4.1. 
№ 

ва-

ри-

ан-

та 

Уравнения 

№ 1, 2, 3 

Нулевые 

начальные 

условия 

Система уравне-

ний № 4 

Система уравнений № 5. 

Уравнение № 6 

10.  

4x+6x-10x=0;

12y-6y+18y=0;

4z-5z=0;

 

При 0t   
10

9

x y z ;

x y z .

  

  

 

1 1 2

2 2 1

5 ,

4 3 ;

x x x

x x x

 


  

 

2

2 2

5 ,

;

5 4 0.IV III II I

x y x xy

y x y y x

y y y y y

   


  

    

 

11.  

x+9x=0;

15y-2y-2y=0;

z-10z-z=0;

 

При 0t   
0

1

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

6 5 ,

4 3 ;

y y y

y y y

 


 

 

1 1 1 2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 2

4 ,

3 ;

6 5 4 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y y

z z z z z

   


   

    

 

12.  

3x+5x+10x=0;

21y+5y+10y=0;

z+z=0;

 

При 0t   
1

2

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

4 3 ,

5 6 ;

z z z

z z z

 


  

 

3

2 1 1 2

1 1 1 2 2

3 4 5 ,

2 3 ;

8 8 8 0.IV III II I

z z z z

z z z z z

x x x x x

    


  

    

 

13.  

4x-3x-12x=0;

24y-13y-12y=0;

2z+z=0;

 

При 0t   
2

3

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 2 1

2 1 2

4 2 ,

3 ;

x x x

x x x

  


 

 

1

2

1 1 1 2 2

2 2 2

2 1 2 2

3 5 ,

2 4 4 ;

3 3 3 0.IV III II I

x x x x x

x x x x x

y y y y y

   


   

    

 

14.  

4x-x+14x=0;

2y-30y+12y=0;

8z+z=0;

 

При 0t   
3

4

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 2

10 2 ,

;

y y y

y y

 


 

 

3

2 2 1 2 1

3 2

1 1 2 1 2 2

3 4 4 ,

5 ;

4 4 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y y

z z z z z

   


   

    

 

15.  

x-x-2x=0;

3y-20y+5y=0;

6z+z=0;

 

При 0t   
4

5

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

25 5 ,

10 15 ;

z z z

z z z

  


  

 

3

2

3 ,

3 4 3 ;

3 3 4 0.IV III II I

z y z y

y z y y z

x x x x x

   


  

     

 

16.  

3x-8x+10x=0;

5y-2y=0;

z+3z-z=0;

 

При 0t   
5

6

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

4 2 ,

3 ;

x x x

x x x

  


 

 

2

1 2 1 2 1

2 2

2 1 2 2 1

3 2 5 ,

2 4 4 ;

3 3 4 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y

z z z z z

   


   

    

 

17.  

3x+10x=0;

5y-6y+7y=0;

2z-5z-z=0;

 

При 0t   
6

7

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

5 ,

4 ;

y y y

y y y

  


  

 

3 3

1 2 1 1 2 2

2 3 2

2 1 1 2 1 2 2

3 4 4 ,

3 2 8 ;

2 3 0.IV III II I

z z z z z z

z z z z z z z

x x x x x

    


   

    

 

18.  

3x-6x+10x=0;

3y-8y+20y=0;

z+49z=0;

 

При 0t   
7

8

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

5 ,

3 ;

z z z

z z z

  


  
 

3

2 1 2 1

2 2

1 2 1 1 2

3 ,

3 4 3 ;

3 3 4 0.IV III II I

x x x x

x x x x x

y y y y y

   


  

     
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Продолжение таблицы 4.1. 
№ 

ва-

ри-

ан-

та 

Уравнения 

№ 1, 2, 3 

Нулевые 

начальные 

условия 

Система  уравне-

ний № 4 

Система уравнений № 5. 

Уравнение № 6 

19.  

7x-6x+10x=0;

3y+16y=0;

2z-5z+z=0;

 

При 0t   
8

9

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

7 6 ,

5 4 ;

x x x

x x x

  


 
 

2

2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 1 2

3 2 5 ,

2 4 4 ;

3 3 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y

z z z z z

   


   

     

 

20.  

8x+9x=0;

3y-15y+10y=0;

2z-5z+5z=0;

 

При 0t   
9

10

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 2 1

8 ,

8 4 ;

y y y

y y y

 


 
 

2 2

2

3 4 4 ,

3 2 8 ;

4 3 2 0.IV III II I

y x y x y x

x y xy xy x

x x x x x

    


   

     

 

21.  

2x+6x+11x=0;

y-6y+10y=0;

5z+30z=0;

 

При 0t   
1

0

x y z ;

x y z .

  

  
 1 1 2

2 1 2

5 ,

4 ;

z z z

z z z

 


 
 

2

1 2 1 1

3

2 1 2 1 2

,

3 5 ;

2 3 4 5 6 0.IV III II I

x x x x

x x x x x

y y y y y

    


  

    

 

22.  

7x-x+4x=0;

8y+17y=0;

7z-5z=0;

 

При 0t   
2

1

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 1 2

5 ,

4 3 ;

x x x

x x x

 


  
 

1 1 2 1 2

2

2 1 2 2 1

5 2 ,

2 ;

7 6 5 4 3 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y

z z z z z

   


   

    

 

23.   

x-12x+11x=0;

6y+6y+11y=0;

7z-5z-z=0;

 

При 0t   
3

2

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 2 1

2 2 1

6 5 ,

4 3 ;

y y y

y y y

 


 
 

2

1 1 2 1 2 2

3 2 2

2 1 2 1 2

3 2 ,

2 ;

8 7 6 5 4 0.IV III II I

z z z z z z

z z z z z

x x x x x

     


   

    

 

24.  

2x-6x-17x=0;

7y-4y+4y=0;

z+9z-3z=0;

 

При 0t   
4

3

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 2 1

2 2 1

4 3 ,

5 6 ;

z z z

z z z

 


  
 

3

1 1 1 2

2 2 1 2 1

3 5 ,

2 3 ;

2 3 0.IV III II I

x x x x

x x x x x

y y y y y

    


  

    

 

25.  

5x-2x+10x=0;

y-12y+21y=0;

2z-5z-z=0;

 

При 0t   
5

4

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

4 2 ,

3 ;

x x x

x x x

 


  
 2 2

5 ,

;

5 0.IV III II I

x y x xy

y x y y x

z z z z z

  


  

    

 

26.  

x-15x+14x=0;

2y-6y-27y=0;

2z-15z+z=0;

 

При 0t   
6

5

x y z ;

x y z .

  

  
 

2 2 1

1 2

,

;

y y y

y y

 


 
 

1 1 1 2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 2

4 ,

3 ;

6 5 4 0.IV III II I

z z z z z

z z z z z z

x x x x x

   


   

    

 

27.  

x-6x+10x=0;

16y-4y+10y=0;

z+10z=0;

 

При 0t   
7

6

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

4 5 ,

2 3 ;

z z z

z z z

 


 
 

3

2 1 1 2

1 1 1 2 2

3 4 5 ,

2 3 ;

8 8 8 0.IV III II I

x x x x

x x x x x

y y y y y

    


  

    
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Продолжение таблицы 4.1. 

№ вари-

анта 

Уравнения 

№ 1, 2, 3 

Нулевые 

начальные 

условия 

Система  уравне-

ний № 4 

Система уравнений № 5. 

Уравнение № 6 

28.  

5x-2x-2x=0;

7y+9y=0;

2z-z-z=0;

 

При 0t   
8

7

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 2 1

2 ,

2 6 ;

x x x

x x x

 


  
 

1

2

1 1 1 2 2

2 2 2

2 1 2 2

3 5 ,

2 4 4 ;

3 3 3 0.IV III II I

y y y y y

y y y y y

z z z z z

   


   

    

 

29.  

3x-6x+5x=0;

20y-3y+12y=0;

4z-z=0;

 

При 0t   
9

8

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

5 ,

3 4 ;

y y y

y y y

 


 
 

3

2 2 1 2 1

3 2

1 1 2 1 2 2

3 4 4 ,

5 ;

4 4 0.IV III II I

z z z z z

z z z z z z

x x x x x

   


   

    

 

30.  

5x-6x+x=0;

4y-7y+14y=0;

-5z+z=0;

 

При 0t   
10

9

x y z ;

x y z .

  

  
 

1 1 2

2 1 2

,

;

z z z

z z z

 


 
 

3

2

3 ,

3 4 3 ;

3 3 4 0.IV III II I

y x y x

x y x x y

y y y y y

   


  

     

 

5. СОДЕРЖАНИЕ ПОЯСНИТЕЛЬНОЙ ЗАПИСКИ 

1) Исходное дифференциальное уравнение или система. 

2) Ход решения и исследований устойчивости различными методами со-

гласно последовательности, приведенной на рис. 1 и 2. 

3) Заключение об устойчивости исследуемого процесса по результатам ис-

следований различными методами. 

6. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1) Какие основные методы исследования устойчивости движения объекта вы 

знаете? Назовите преимущества и недостатки методов. 

2) Если при исследовании устойчивости движения методом прямого интегриро-

вания процесс асимптотически стремится к нулю, то о чем это свидетельствует? 

3) Что представляет собой определитель Гурвица? 

4) Сформулируйте первую и вторую теоремы Ляпунова. 

5) Что такое устойчивость по первому приближению? 

6) Сформулировать теорему Михайлова. 
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