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1. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ВАРИАНТА  

ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ 

 

ЗАДАНИЕ 1. Определить и построить на комплексной плоскости Z 

линии, заданные уравнениями: а) 232  iz , б) 2
1

Re 




iz

z
 

Решение. а) Чтобы определить, какая линия задана уравнением 

232  iz , воспользуемся определением модуля комплексного числа. С 

учетом, что iyxz  , получим: 

22 )3()2()3(23232  yxyixiiyxiz , 

тогда,         

2)3()2( 22  yx  или 4)3()2( 22  yx . 

Полученное уравнение определяет окружность с центром в точке 

iz 320    радиуса 2 (рис. 1). 

б) Преобразуем заданное уравнение.  Так как iyxz  , получим: 

  
  





















)1()1(

)1()1(

)1(

)1(11

yixyix

yixiyx

yix

iyx

iiyx

iyx

iz

z
 

                                        

22

22

)1(

)1(






yx

yxiyyxx
, 

следовательно,           

2
)1(

1
Re

22

22











yx

yyxx

iz

z
. 

Преобразуем полученное выражение:   

 )12(22 2222 yyxyyxx  
2

1
)5,1()5,0( 22  yx . 
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Таким образом, уравнение 2
1

Re 




iz

z
 является уравнением окружно-

сти радиуса 
2

2
 с центром в точке iz 5,15,00   (рис. 2). 

3

-2

у

х

i32 

0

Z

 

Рис. 1. Линия, заданная  

уравнением 232  iz  

-0,5

у

х0

Z

i5,15,0 

 

Рис. 2. Линия, заданная уравнением 

2
1

Re 




iz

z
 

 

ЗАДАНИЕ 2. Изобразить на комплексной плоскости Z множества то-

чек, определяемые следующими неравенствами или системами неравенств: 

а) 2231  iz ;    б) 
43

arg


z . 

Решение. а) Искомое множество точек должно одновременно удов-

летворять двум условиям:  iz 231    и  223  iz . Пользуясь опре-

делением модуля комплексного числа и  учитывая, что   iyxz  , преоб-

разуем выражение iz 23 : 

22 )2()3()2(32323  yxyixiiyxiz . 

Следовательно, неравенство iz 231   определяет внешность 

единичного круга с центром в точке iz 230  , включая границу окружно-

сти, а неравенство 223  iz  – круг радиуса 2 с центром в той же  точке 
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iz 230  , без точек окружности, его ограничивающей. Поэтому данное 

множество точек представляет собой кольцо, ограниченное концентриче-

скими окружностями радиусов 1 и 2 с центром в точке iz 230    (рис. 3). 

б) Так как неравенство 
43

arg


z  равносильно неравенству 

43
arg

4


 z , то ему удовлетворяют все точки z, лежащие внутри уг-

ла, равного  
244











 , не включая его границы, с вершиной в начале 

координат (рис. 4). 

 

3

-2

у

х

i23

0

Z

 

Рис. 3. Множество точек, определяемых 

системой неравенств 

2231  iz  

2



0

х

у

Z

12



12

7

 

Рис. 4. Множество точек, определяемых 

неравенством 
43

arg


z  

 

ЗАДАНИЕ 3. Исследовать на дифференцируемость и аналитичность 

функцию )(zfw  , найти ее производную, если она существует: а) 

;2sin zw   б) )1Re()2(  zzw . 

Решение. Пусть однозначная функция )(zfw   определена в некото-

рой точке z  и ее окрестности. Если существует предел 

z

zfzzf

z

w

zz 










)()(
limlim

00
, 
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то он называется производной функции )(zf  точке z  и обозначается 

)(' zf , а функция )(zf  называется дифференцируемой в )(zf  [1]. 

Пусть действительные функции ),( yxu , ),( yxv  имеют непрерывные  

частные производные первого порядка в некоторой окрестности точки 

iyxz  . 

Для того, чтобы функция ),(),()( yxivyxuzfw  , определенная в 

некоторой окрестности точки iyxz  , была дифференцируема в точке z ,  

необходимо и достаточно, чтобы в этой точке выполнялись условия Коши-

Римана: 

   
дy

дv

дx

дu
 ;        

дx

дv

дy

дu
 .                                      (1) 

С учетом условий Коши-Римана (1) производную функции )(zf  мож-

но находить по формулам: 

,)('
дx

дv
i

дx

дu
zf     ,)('

дy

дu
i

дy

дv
zf   

 

,)('
дy

дu
i

дx

дu
zf  ;  .)('

дx

дv
i

дy

дv
zf                                (2) 

Однозначная функция )(zfw   называется аналитической в точке z , 

если она дифференцируема не только в данной точке z , но и некоторой ее 

окрестности. Функция )(zfw  , дифференцируемая в каждой точке неко-

торой области D , называется аналитической в этой области. 

Если для функции ),(),()( yxivyxuzfw   в области D  функции 

),( yxu , ),( yxv  непрерывны, то выполнения условий (1) достаточно, чтобы 

функция )(zfw   была аналитической в этой области [2]. 

Производная аналитической функции может быть найдена по прави-

лам дифференцирования функции действительного переменного. Для сле-

дующих элементарных функций комплексного переменного справедливы 
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формулы: 1)'(  nn nzz ; zz ee )'( ; zz sin)'(cos  ; zz cos)'(sin  ; zz /1)'(ln  ; 

21/1)'(arcsin zz  ; 21/1)'(arccos zz  ; )1/(1)'arctg ( 2zz  ; 

zz ch)'sh(  ; zz sh)'ch(  .  

а) Определим действительную и мнимую части функции zw 2sin . 

Так как iyxz  , то 

 


 


xiyxiy
zizi

ee
ii

ee
zw 2222

22

2

1

2
2sin  

 

   )2sin2(cos)2sin2(cos
2

1 22 xixexixe
i

yy  

 

 


  )(2sin)(2cos
2

2222 yyyy eexieex
i

 

 

yxiyx
ee

xi
ee

x
yyyy

2sh2cos2ch2sin
2

2cos
2

2sin
2222










. 

Следовательно,  

yxyxuz 2ch2sin),(2sinRe  ;       yxyxvz 2sh2cos),(2sinIm  . 

Найдем частные производные функций ),( yxu  и  ),( yxv : 

yx
дх

дu
2ch2cos2 ;     yx

дy

дv
2ch2cos2 ; 

 

yx
дy

дu
2sh2sin2 ;     yx

дx

дv
2sh2sin2 . 

Сравнивая значения 
дx

дu
 и 

дy

дv
, 
дy

дu
 и 

дx

дv
 , видим, что условия Коши-

Римана выполняются при всех значениях x  и y , поэтому функция 

zw 2sin  является дифференцируемой и аналитической на всей ком-

плексной плоскости Z.  
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Производную функции zw 2sin  найдем по одной из формул (2):  
 

 yxixz 2sh2sin22ych2cos2)'2(sin  
 














 







2
2sin

2
2cos2

2222 yyyy ee
xi

ee
x  









  )2sin2(cos

2

1
)2sin2(cos

2

1
2 22 xixexixe yy  


















  )(

2

1
2

2

1

2

1
2 22222222 xiyxiyxiyxiy eeeeee

 

z
ee zizi

2cos2
2

2
22







. 

Действительно, если воспользоваться правилами дифференцирования 

функции действительного переменного, то: 

zz 2cos2)'2(sin  . 

б) Найдем действительную и мнимую части функции 

)1Re()2(  zzw  [3].  

С учетом, что iyxz  , получим: 

 )1Re()2()1Re()2( iyxiyxzzw  

 

    )(21)2( 2 yyxixxxiyx  

 

2),( 2  xxyxu ,   yyxyxv ),( . 

Найдем частные производные функций ),( yxu  и  ),( yxv : 

12  x
дх

дu
,     1 x

дy

дv
,      0

дy

дu
,      y

дx

дv
 . 

Проверим выполнение условий Коши-Римана (1), для чего сравним 

значения  
дx

дu
 и  

дy

дv
,  

дy

дu
  и  

дx

дv
 : 

,2,0,112  хухx  ,0у  
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следовательно, функция )1Re()2(  zzw  дифференцируема только в 

точке 2z  и нигде не является аналитической, так как не существует ок-

рестности точки 2z , в которой функция была бы дифференцируемой.  

Производную заданной функции в точке 2z  найдем по одной из 

формул (2):  

3)12()('

0
2

0
2

















y
x

у
х

iyх
дx

дv
i

дx

дu
zf . 

 

ЗАДАНИЕ 4. Восстановить аналитическую функцию )(zf  по задан-

ной действительной или мнимой части, если это возможно:  

а) yxxeyxu /),(  ,       б) 2),( 22  yxyxv .  

Решение. Если функция ),(),()( yxivyxuzfw   аналитична в не-

которой области D , то функции ),( yxu , ),( yxv  являются гармоническими 

функциями, так как каждая из них удовлетворяют уравнению Лапласа  

0
2

2

2

2


дy

д

дx

д 
. 

Если для функции ),(),()( yxivyxuzfw  , аналитической в неко-

торой области D , известна одна из гармонических функций ),( yxu  или 

),( yxv , то функцию )(zf  можно восстановить с точностью до постоянного 

слагаемого. Если известна гармоническая функция ),( yxv , то   

 


y

y

x

x yy

Cdy
дx

yxдv
dx

дy

yxдv
yxu

00 0

),(),(
),( .                     (3) 

Если известна гармоническая функция ),( yxи , то   

 


y

y

x

x yy

Cdy
дx

yxдu
dx

дy

yxдu
yxv

00 0

),(),(
),( ,                    (4) 
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где Diyxz  000   –  произвольная точка. Следовательно, искомая ана-

литическая функции ),(),()( yxivyxuzfw  . Если заменить x  и y  по 

формулам:                     

i

zz
y

zz
x

2
,

2





 ,                                         (5) 

то получим функцию переменной z   [4]. 

а) Функцию ),(),()( yxivyxuzfw   можно восстановить только в 

том случае, если заданная функция yxxeyxu /),(   является гармонической 

на всей плоскости. Проверим это. 











y

x
ee

y

x
e

дx

дu yxyxyx 1/// ; 

 




















y

x
e

у
e

уy

x
e

удx

uд yxyxyx 2
11

1
1 ///

2

2

; 

 

yxe
y

x

ду

дu /

2

2

 ,   









y

x
e

у

х
e

у

х
e

у

х

ду

uд yxyxyx 2
2 /

3

2
/

4

3
/

3

2

2

2

. 

Так как 0
2

2

2

2


ду

uд

дx

uд
, то заданная функция yxxeyxu /),(   не является 

гармонической. Таким образом, невозможно восстановить аналитическую 

функцию )(zf . 

б) Проверим, является ли гармонической функция 

2),( 22  yxyxv : 

x
дx

дv
2 ,      2

2

2


дx

vд
,     y

ду

дv
2 ,     2

2

2


ду

vд
. 

Так как 0
2

2

2

2


ду

vд

дx

vд
, то заданная функция ),( yxv  является гармони-

ческой.  
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Функцию ),( yxu  найдем по формуле (3), в которой положим 

0,0 00  yx : 

CxyCxdydxyyxu

yx

y

 


22)2(),(
00 0

. 

Следовательно, искомая функция будет иметь вид: 

)2(2),(),()( 22  yxiCxyyxivyxuzf . 

Заменим x  и y  по формулам (5), чтобы получить функцию перемен-

ной z : 























 








 






 2

2222
2)(

22

i

zzzz
iC

i

zzzz
zf  

 

        2822
4

1

2

1 2222222  ziCzzzzzzzziCzzi . 

Таким образом, )2()( 2  ziCzf . 

 

ЗАДАНИЕ 5. Разложить функцию )(zf  в ряд Лорана в окрестности 

точки 0z , указать правильную и главную часть ряда Лорана: 

2

1

3)2()(  zezzf , 20 z . 

Решение. Всякая функция )(zf , аналитическая внутри кольца 

)0(0  RrRzzr  с центром в точке 0z , разлагается внутри это-

го кольца в ряд Лорана, который состоит из двух частей: 









 


1 00
0

)(
)()(

n
n

n

n

n
n

zz

c
zzczf . 

Первая часть ряда Лорана 





0

01 )()(
n

n
n zzczf , называется правиль-

ной частью ряда Лорана. 
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Вторая часть ряда Лорана 









1 0

2
)(

)(
n

n

n

zz

c
zf , называется главной ча-

стью ряда Лорана. 

Для решения данного задания воспользуемся известным разложением 

...
!

...
!3!2!1

1
32


n

uuuu
e

n
u  , 

которое справедливо на всей комплексной плоскости. Положим 
2

1




z
u , 

тогда: 

...
)2(!

1
...

)2(!3

1

)2(!2

1

)2(!1

1
1

32
2

1














n

z

znzzz
e  ,  2z . 

Умножим каждое слагаемое полученного ряда на 3)2( z . Тогда раз-

ложение в ряд Лорана функции 2

1

3)2()(  zezzf , в окрестности точки 

20 z  примет вид: 










 

)2(!4

1

!3

1

!2

)2(

!1

)2(
)2()2()(

2
32

1

3

z

zz
zezzf z

 
 

...
)2(!

1
...

)2(!5

1
32








nznz
 , 2z . 

Следовательно, правильная часть ряда Лорана содержит четыре сла-

гаемых: 

!3

1

!2

)2(

!1

)2(
)2()(

2
3

1 






zz

zzf , 

а главная часть ряда Лорана имеет бесконечное число слагаемых: 

...
)2(!

1
...

)2(!5

1

)2(!4

1
)(

322 









nznzz

zf  , 2z . 
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ЗАДАНИЕ 6. Найти все изолированные особые точки функции )(zf  

и указать их тип (характер): а) 
223 )4(

1
)(




zz
zf , б) 

z

z
zf

sin
)(  . 

Решение. Точка, в которой функция )(zf  не является аналитической,  

называется особой точкой функции )(zf . Особая точка 0zz   функции 

)(zf  называется изолированной особой точкой, если  в некоторой ее окре-

стности функция )(zf  не имеет других особых точек.  

Такая точка называется устранимой, если существует предел 

0)(lim
0

czf
zz




 )( 0 c , а ряд Лорана функции )(zf не содержит главной 

части. Изолированная особая точка  0zz функции )(zf  называется 

полюсом, если 


)(lim
0

zf
zz

, а разложение в ряд Лорана функции )(zf  

содержит в своей главной части конечное число членов. Если  0zz  – 

существенно особая точка, то )(lim
0

zf
zz

 не существует, а разложение в ряд 

Лорана функции )(zf  содержит в своей главной части бесконечное число 

членов [2]. 

а) Определим нули знаменателя функции 
223 )4(

1
)(




zz
zf . 

0)4( 223 zz ,  izizz 2,2,0 321  , 

причем, числитель в этих точках отличен от нуля. Следовательно, точки 

izizz 2,2,0 321   – изолированные особые точки функции )(zf . 

Так как 01 z  является нулем знаменателя кратности три, то, по теореме о 

связи между нулем и полюсом функции [2], для заданной функции 01 z  

является полюсом третьего порядка.  

Аналогично  iz 22  , iz 23   – полюсы второго порядка. 
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б) Определим нули функции 
z

zsin
. Они совпадают с нулями функции  

zsin , то есть с числами ...,1,0,  kkzk  . Кратность нулей определим 

из условия: если ,0)(...)(')( 0
)1(

00   zfzfzf m  но 0)( 0 zf m , то 0z  

является нулем кратности m  функции )(zf . При 0k  это нули первого 

порядка, так как  

0)1(cos)'(sin  k
z kz

k
 , 

следовательно, в этих точках функция 
z

z
zf

sin
)(    имеет простые полюсы. 

В точке 0z  в нуль обращаются  числитель и знаменатель дроби 
z

z

sin
, 

однако существует предел 1
sin

lim
0


 z

z

z
, поэтому точка 0z  – устранимая 

особая точка функции 
z

z

sin
. 

 

ЗАДАНИЕ 7. Найти вычеты функции )(zf  в ее особых точках: 

а) 
)2(

13
)(

2

2






zz

zz
zf ,  б) zctgzzf 3)(  ,  в) 

z
zzf

1
sin)( 2 . 

Решение. Вычетом аналитической функции )(zf  в изолированной 

особой точке 0z  называется комплексное число, равное значению интегра-

ла 
L

dzzf
i

)(
2

1


, взятого в положительном направлении по окружности L с 

центром в точке 0z , лежащей в кольце Rzz  00 . Вычет функции 

)(zf в изолированной особой точке 0z  обозначается )(sRe 0zf и равен ко-

эффициенту при первом члене с отрицательным показателем в разложении 

функции )(zf в ряд Лорана, то есть 10 )(sRe  czf . Таким образом, в уст-

ранимой особой точке вычет функции всегда равен нулю. 
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Если изолированная особая точка 0zz  для функции )(zf  является 

полюсом порядка m , то 

 )()(lim
)!1(

1
)(sRe 01

1

0
0

zfzz
dz

d

m
zf m

m

m

zz










.                     (6) 

Для  полюсов первого порядка формула (6) принимает вид: 

   )()(lim)(sRe 00
0

zfzzzf
zz




.                                    (7) 

а) Особыми точками функции 
)2(

13
)(

2

2






zz

zz
zf  являются простой по-

люс 21 z  и полюс второго порядка 02 z . Для точки 21 z  найдем вычет 

по формуле (7): 

4

913
lim

)2(

13
)2(lim)2(sRe

2

2

22

2

2










 z

zz

zz

zz
zf

zz
. 

Вычет в точке 02 z  найдем по формуле (6) при 2m : 


























 2

2

02

2
2

0 )2(

)13()2(2
lim

)2(

13
lim

!1

1
)0(sRe

z

zzzz

zz

zz
z

dz

d
f

zz
 

 

4

1

)2(

1
lim

2

2

0







 z

zz

z
. 

б) Особыми точками функции 
z

zz
zctgzzf

3sin

3cos
3)(   являются точки 

...,1,0,
3

 k
k

zk


.  

Точка 00 z  для заданной функции – устранимая особая точка, так 

как 
3

1

3sin

3cos
lim

0


 z

zz

z
.  

Следовательно, 0)0(sRe f .  
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Точки ...,2,1,
3

 k
k

zk


 для функции 

z

zz
zctgzzf

3sin

3cos
3)(  яв-

ляются простыми полюсами, так как числитель функции 
z

zz

3sin

3cos
 в них не 

равен нулю, а 0cos3)'3(sin  kz
kz  .  

Если в окрестности точки 0zz   функция )(zf  определена как част-

ное двух аналитических в этой точке функций: 
)(

)(
)(

z

z
zf




 , причем 

0)( 0 z , а )( 0z  имеет в точке 0zz   нуль первого порядка, то вычет 

можно вычислить по формуле:  

)('

)(
)(sRe

0

0
0

z

z
zf




 .                                           (8) 

Воспользуемся формулой (8): 

93cos3

3cos

)'3(sin

3cos
)

3
(sRe

3/3/

k

z

zz

z

zzk
f

kzkz








,  ...,2,1 k  . 

в) Функция 
z

zzf
1

sin)( 2  имеет особую точку 0z . Разложим за-

данную функцию в окрестности точки 0z  в ряд Лорана, воспользовав-

шись известным разложением функции usin , положив 
z

u
1

 , тогда: 









 ...

!7

1

!5

1

!3

111
sin)(

753

22

zzzz
z

z
zzf ...

!7

1

!5

1

!3

1
53


zzz
z  . 

Очевидно, что точка 0z  – существенно особая точка, тогда                           

6

1
)0(sRe 1  cf . 

 

ЗАДАНИЕ 8. Вычислить интегралы:  

а) 
 12

2)2(

cos

z

dz
zz

z
,      б) 



2

0
2)cos45(

cos
dt

t

t
,      в) 



  22 )4(x

dx
. 
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Решение. а) На рис. 5 представлена область, ограниченная контуром 

интегрирования. Подынтегральную функцию запишем в виде 

22 )2(

/)(cos

)2(

cos




 z

zz

zz

z
. 

2

у

х

0

Z

 

Рис. 5. Область, ограниченная 

контуром интегрирования 

В круге 12 z  функция 
z

zcos
 аналити-

ческая, точка 2z  лежит в центре этого кру-

га. Для вычисления данного интеграла вос-

пользуемся формулой, являющейся следст-

вием из интегральной формулы Коши: 

...),2,1,0(
)(

)(

2

!
)(

1
0

0
)( 


  

n
zz

dzzf

i

n
zf

L

n

n


, 

где 0z  – точка внутри линии L, направление обхода которой положитель-

ное.  Получим: 








 











 


2

2
2

'

12
2

cossin
2

cos

!1

2

)2(

cos

zzz z

zzz
i

z

zi
dz

z

z

z




 
 

ii 
2

2cos2sin2

4

2cos2sin2
2





 . 

 

б) Если функция )(zf  является аналитической в замкнутой области 

D , ограниченная контуром L, за исключением конечного числа особых 

точек  ),...,3,2,1( nkzk  , лежащих внутри области D , то 





n

k
k

L

zfidzzf
1

)(sRe2)(  .                                     (9) 

Вычислим с помощью вычетов интеграл 


2

0
2)cos45(

cos
dt

t

t
. Если по-

ложить 
itez  , тогда izdtdtiedz it  , 

z

zee
t

itit

2

1

2
cos

2 







.  
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При изменении t  от 0 до 2  точка z опишет в положительном на-

правлении окружность 1z .  

Тогда: 

 

   















 1
22

2

1
22

22

0
2

252

)1(

2

1

)2/()1(45

)2/()1(1

)cos45(

cos

zz

I

zz

dzz

i
dz

zz

zz

iz
dt

t

t

. 

 

Найдем особые точки подынтегральной функции: 5,01 z , 22 z . Эти 

точки являются полюсами второго порядка для подынтегральной функции. 

Только полюс 5,01 z  находится внутри окружности 1z . Для вычисле-

ния интеграла воспользуемся формулой (9). Найдем вычет подынтеграль-

ной функции в точке 5,01 z : 





















 22

2
2

5,0 )2()5,0(4

1
)5,0(lim

!1

1
)5,0(sRe

zz

z
z

dz

d
f

z
 

 

27

8

)2(

)2)(1(2)2(2
lim

4

1

)2(

1
lim

4

1
4

22

5,0

'

2

2

5,0


























 z

zzzz

z

z

zz
. 

 

Тогда, по формуле (9) получим: 

 










1
22

2

27

8

27

8
2

2

1

252

)1(

2

1

z

i
izz

dzz

i
I


 . 

 

в) Если )(zf  – дробно-рациональная функция, аналитическая на дей-

ствительной оси и в верхней полуплоскости, за исключением конечного 

числа особых точек nzz ...,,1 , лежащих в верхней полуплоскости и 

0)( zzf  при z , то  

 


 


n

k

kzfidxxf
1

)(sRe2)(  .                                   (10) 
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Чтобы вычислить интеграл ,
)4( 22



 x

dx
 введем функцию 

22 )4(

1
)(




z
zf , которая на действительной оси, т.е. при xz  , совпадает 

с подынтегральной функцией 
22 )4(

1
)(




x
xf .  

Введенная функция – дробно-рациональная, знаменатель которой не 

имеет действительных корней. Так как выполняется условие 0)( zzf  при 

z , то заданный интеграл может быть вычислен по формуле (10). 

Функция 
22 )4(

1
)(




z
zf  имеет полюсы второго порядка iz 21   и 

iz 22  . Нас интересует только тот полюс, мнимая часть которого поло-

жительна, то есть  iz 21  .  

Найдем вычет функции 
22 )4(

1
)(




z
zf  в точке iz 21  : 


































 2222

2

2 )2(

1
lim

)4(

1
)2(lim)2(sRe

izdz

d

z
iz

dz

d
if

iziz
 

 

i
iziz 32

1

)2(

2
lim

32








. 

Таким образом,        

1632

1
2

)4( 22


 
















ii
x

dx
. 
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2. ВАРИАНТЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

ЗАДАНИЕ 1. Определить и построить на комплексной плоскости Z 

линии, заданные уравнениями: 

1.1. а) 231  iz , б) 1
2

Re 




iz

z
. 

1.2. а) 33  iz , б) 2
1

Re 




iz

z
. 

1.3. а) 21  iz , б) 3
2

1
Re 





iz

z
. 

1.4. а) 232  iz , б) 2
1

Re 




iz

z
. 

1.5. а) 32 z , б) 2
1

Re 




iz

z
. 

1.6. а) 231  iz , б) 1
3

Re 




iz

z
. 

1.7. а) 134  iz ,  

б) 2
4

1
Re 





iz

z
. 

1.8. а) 123  iz , б) 3
1

Re 




iz

z
. 

1.9. а) 321  iz , б) 1
2

1
Re 





iz

z
. 

1.10. а) 12  iz , б) 2
3

2
Re 





iz

z
. 

1.11. а) 242  iz ,  

б) 3
2

1
Re 





iz

z
. 

1.12. а) 331  iz ,  

б) 1
2

1
Re 





iz

z
. 

1.13. а) 22  iz , б) 2
1

Re 




iz

z
.  

1.14. а) 22  iz , б) 1
1

Re 




iz

z
. 

1.15. а) 121  iz ,  

б) 2
2

Re 




iz

z
. 

1.16. а) 21  iz , б) 1
2

Re 




iz

z
. 

1.17. а) 1 iz , б) 2
2

1
Re 





iz

z
. 

1.18. а) 23  iz , б) 1
2

1
Re 





iz

z
. 

1.19. а) 131  iz ,  

б) 2
3

1
Re 





iz

z
. 

1.20. а) 32  iz , б) 2
3

Re 




iz

z
. 

1.21. а) 24  iz , б) 1
2

Re 




iz

z
. 

1.22. а) 321  iz ,  

б) 2
3

1
Re 





iz

z
. 

1.23. а) 122  iz , б) 3
1

Re 




iz

z
. 

1.24. а) 22  iz ,  

б) 1
2

2
Re 





iz

z
. 

1.25. а) 241  iz ,  

б) 2
2

3
Re 





iz

z
. 
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ЗАДАНИЕ 2. Изобразить на комплексной плоскости Z области, опре-

деляемые следующими неравенствами или системами неравенств: 

2.1. а) 3312  iz ,  б) 
36

arg


z .  

2.2.  а) 2311  iz ,  б) 
36

arg


z .  

2.3. а) 321  iz ,   б) 
63

arg


z . 

2.4. а) 312  iz ,   б) 
64

arg


z . 

2.5. а) 211  iz ,   б) 
43

4
arg


z . 

2.6. а) 2211  iz ,  б) 
34

arg


z . 

2.7. а) 4212  iz ,  б) 
64

arg


z . 

2.8. а) 2211  iz ,  б) 
33

2
arg


z . 

2.9. а) 5222  iz ,  б) 
46

5
arg


z . 

2.10. а) 4211  iz ,  б) 
312

arg


z . 

2.11. а) 2241  iz ,  б) 
38

arg


z . 

2.12. а) 3411  iz ,  б) 
66

5
arg


z . 

2.13. а) 4213  iz ,  б) 
43

2
arg


z . 
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2.14. а) 2511  iz ,  б) 
38

arg


z . 

2.15. а) 3242  iz ,  б) 
312

arg


z . 

2.16. а) 5213  iz ,  б) 
64

arg


z . 

2.17. а) 5234  iz ,  б) 
43

2
arg


z . 

2.18. а) 241  iz ,    б) 
34

3
arg


z . 

2.19. а) 3242  iz ,  б) 
34

3
arg


z . 

2.20. а) 2251  iz ,  б) 
36

5
arg


z . 

2.21. а) 3341  iz ,  б) 
43

2
arg


z . 

2.22. а) 3232  iz ,  б) 
68

arg


z . 

2.23. а) 2511  iz ,  б) 
64

3
arg


z . 

2.24. а) 4253  iz ,  б) 
48

arg


z . 

2.25. а) 2241  iz ,  б) 
64

3
arg


z . 
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ЗАДАНИЕ 3. Исследовать на дифференцируемость и аналитичность 

функцию )(zfw  , найти ее производную, если она существует. 

 

3.1. )1Re()1()(  zzzw . 

3.2. 13)(  ziezw . 

3.3. izzzw 5)( 2  . 

3.4. iezw z 3)(  . 

3.5. zezw 3)(   

3.6. izzzw 432)( 2  . 

3.7. )3(
1

)( zi
z

zw  . 

3.8. )2Re()( izzzw   

3.9. 10)1()(  zizw . 

3.10. 75)( 2  zzzw  

3.11. )1cos()(  izzw  

3.12. izzzw 7)( 2   

3.13. zzw 4sin)(   

3.14. izzw 3)( 3  . 

3.15. )(7)( zz eeizw  . 

3.16. 13)( 2  zzzw  

3.17. izzzw 5)( 2   

3.18. 4cos)(  zzw . 

3.19. iezw z 3)( 3   

3.20. izzzw 4)( 2   

3.21. zzw 2sin)(   

3.22. izzzw 7)( 2   

3.23. zshzw 3)(   

3.24. izzzw 3)( 2   

3.25. izzw 4cos)(   

 

 

ЗАДАНИЕ 4. Восстановить аналитическую функцию )(zf  по задан-

ной действительной или мнимой части: 

 

4.1. 1),( 22  yxyxv . 

4.2. )14(),(  xyyxu . 

4.3. yeyyxv x 2sin),( 2 . 

4.4. xeyxu y 2cos),( 21 . 

4.7. xyxyxu  22),( . 

4.8. xeyxv y 2sin),( 21 . 

4.9. yxyxu 2ch2sin),(  . 

4.10. 53),( 22  xxyyxv . 
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4.5. 
22

),(
yx

y
yxu


 . 

4.6. 3),(  yxyxv . 

4.13. )2lncos(2),( yyxu x . 

4.14. yxyxv 2sh2cos),(  . 

4.15. xyxyxu 3)(2),( 22  . 

4.16. )ln(),( 22 yxyxu  . 

4.17. yeeyxu xx sin)(),(  . 

4.18. 4arctg),( 
y

x
yxv . 

4.19. yeyxu x cos),(  . 

4.11. 
22

),(
yx

x
yxv


 . 

4.12. 2),(  yxyxu . 

4.20. )3lnsin(3),( yyxv x . 

4.21. 
22

),(
yx

x
yyxu


 . 

4.22. yeyxv x sin),(  . 

4.23. 5),(  yxyxv . 

4.24. 223),( yyxyxu  . 

4.25. yxyxv shsin),(  . 

 

 

ЗАДАНИЕ 5. Разложить функцию )(zf  в ряд Лорана в окрестности 

точки 0z , указать правильную и главную часть ряда Лорана: 

5.1. iz
iz

zf 2,
2

5
sin)( 0 


 . 

5.2. 2,
2

1
cos)2()( 0 


 z

z
zzf . 

5.3. 1,)1()( 0
1

1

2   zezzf z . 

5.4. 0,
2

sin)( 0
2  z

z
zzf . 

5.5. 3,)3()( 0
3

1

3   zezzf z . 

5.6. iziz
iz

zf 


 03
),cos(

)(

1
)( . 

5.7. 2),2sin(
)2(

1
)( 04




 zz
z

zf . 
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5.8. 1,
)1(

1
)( 0

)1(

3



  ze

z
zf z . 

5.9.    
0

1

3 ,)()( zezzf z . 

5.10. 1,
)1(

2
sin)1()( 0

4 


 z
z

zzf . 

5.11. iziz
iz

zf 3),3cos(
)3(

1
)( 05




 . 

5.12. 0,
2

sin)( 02

5  z
z

zzf . 

5.13. 4,)4()( 0
4

1

2   zezzf z . 

5.14. 3,
3

1
cos)3()( 0

5 


 z
z

zzf . 

5.16. 2),2sin(
)2(

1
)( 02




 zz
z

zf . 

5.17. 1,)1()( 0
)1(

1

5 2

  zezzf z . 

5.18. iz
iz

izzf 


 0
4 ,

)(

2
sin)()( . 

5.19. iz
iz

izzf 3,
3

1
cos)3()( 0

5 


 . 

5.20. ize
iz

zf iz 


 
0

)(

4
,

)(

1
)( . 

5.21. iziz
iz

zf 2),2sin(
)2(

1
)( 02




 . 

5.22. 0,
1

cos)( 03

5  z
z

zzf . 

5.23. 1,)1()( 0
1

1

3   zezzf z . 
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5.24. iz
iz

izzf 


 02

3 ,
)(

3
sin)()( . 

5.25. iziz
iz

zf 3),3cos(
)3(

1
)( 03




 . 

 

ЗАДАНИЕ 6. Найти все изолированные особые точки функции )(zf  

и указать их тип (характер): 

6.1. а) ,
)1(

1
)(

23 




zz

e
zf

z

   б) 
22

1
sin

1
)(

zz
zf  . 

6.2. а) ,
45

23
)(

2

2






zz

zz
zf    б) 

z
ezf z 1

cos)(  . 

6.3. а) ,
)9(

12
)(

325

2






zz

z
zf    б) 

2

1

)( zzezf


 . 

6.4. а) ,
1

cos)()(
iz

izzf


    б) 
24 )1(

)(



z

z
zf . 

6.5. а) ,
)4()(

1
)(

22

2






ziz

z
zf    б) 

z
zf

sin

1
)(  . 

6.6. а) zezzf

1

2)(  ,    б) 
345 2

)(
zzz

z
zf


 . 

6.7. а) ,
)4(

1
)(

22 


zz
zf     б) z

z

ezf  1)( . 

6.8. а) 
1

2
)(

23 




zzz

z
zf ,   б) 

z
zf




1

1
sin)( . 

6.9. а) ,
1

sin)1()(
2z

zzf     б) 
34

1
)(

2 


zz
zf . 

6.10. а) ,cos)( 2

z
zzf


    б) 

)4()(

1
)(

22

2






ziz

z
zf . 
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6.11. а) ,
)1)((

sin
)(

2 


zz

z
zf


   б) 2)(  z

z

ezf . 

6.12. а) ,
)1)(14(

cos
)(

22 


zz

z
zf


   б) 

1

1
)(




ze
zf . 

6.13. а) ,
)4(

1
)(

222 


zz
zf    б) 1

1

)1()(  zezzf . 

6.14. а) 
22 )1)(1(

1
)(




zz
zf ,   б) 

1
sin)(




z

z
zf . 

6.15. а) )1()(

1

 zezzf ,   б) 
)9()(

)(
23 


ziz

z
zf . 

6.16. а) 
456

2

2

1
)(

zzz

z
zf




 ,   б) 

z
zzf

2cos)(  . 

6.17. а) 
3

2
)(

zz

z
zf




 ,  б) 

1
cos)(




z

z
zf . 

6.18. а) ,
1

cos
)(

23 


zzz

z
zf  б) 

z
zzf

1
sh)(  . 

6.19. а) ,
1

)(
4

4

z

z
zf


    б) z

z

ezf

1

)(


 . 

6.20. а) ,
)1(

sin
)(

23 


z

z
zf    б) 

3

1
1

)( zezzf


 . 

6.21. а) 2ztg)( zf ,    б) 
98

)(
24

2




zz

ze
zf

z

. 

6.22. а) 
22 )1(

)(



z

z
zf ,  б) 

z

z

z
zf

2

2
sin

1
cos)(


 . 

6.23. а) ,
)1ln(

)(
2z

zz
zf


    б) 

1

1
sh)1()(




z
zzf . 
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6.24. а) ,
)4(

1
)(

223 




zz

z
zf    б) z

z

ezf 



 1

1

)( . 

6.25. а) 
2

3)1ln(
)(

z

z
zf


 ,     б) 




z
zf

1
cos)( .  

 

ЗАДАНИЕ 7. Найти вычеты функции )(zf  в ее особых точках: 

7.1. 
)1(

1
)(

2

2






zz

zz
zf . 

7.2. 
z

zzf
1

sinsin)(  . 

7.3. 
53

1
)(

zz
zf


 . 

7.4. 
6)2(

4cos
)(




z

z
zf . 

7.5. 
22 )3)(1(

ch
)(




zz

z
zf . 

7.6. 
)9(

)(
22 


zz

e
zf

z

. 

7.7. 
zzz

z
zf

23

1
)(

23

2




 . 

7.8. zzf 2ctg)(  . 

7.9. 
23 )2()1(

)(



zz

z
zf . 

7.10. 
23

2

cos
)(

zz

z
zf




 . 

7.11. 
23 )2()1(

)(



zz

z
zf . 

7.13. zezzf  1

1

)1()( . 

7.14. 
)1(

1
)(

2

2






zz

zz
zf . 

7.15. 
)1(

)(
3 


zz

e
zf

z

. 

7.16. 
3

3cos
)(

z

z
zf  . 

7.17. 
223 )4(

1
)(




zz
zf . 

7.18. 
)3(

sin1
)(

3 




zz

z
zf . 

7.19. 
)1()1(

)(
22 


zz

z
zf . 

7.20. 
2)1(

2sin
)(




z

z
zf . 

7.21. 
2

2

)2(

1
)(






z

z
zf . 

7.22. 
2

2 1

)( z
z

ezf


 . 

7.23. 
35

2
)(

zz

z
zf




 . 
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7.12. 
2

1
cos)(




z
zf . 

 

7.24. 
22 )1(

cos
)(




z

z
zf . 

7.25. 
)2()4(

1
)(

22 


zz
zf . 

 

ЗАДАНИЕ 8. Вычислить интегралы: 

8.1. а) 
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0
sin54 t

dt
,  в) 



  910 24 xx
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0
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8.5. а) 
 1

22 )9(z

z

dz
zz

e
,  б) 



2

0
5sin3 t
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0
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8.23. а) 
 
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