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Интеграл от функции комплексного переменного. 

Основные определения и теоремы. 

 

Пусть однозначная функция f(z) определена  и непрерывна в области D, а  

L - кусочно-гладкая замкнутая или незамкнутая ориентированная кривая, лежа-

щая в D. 

Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,  𝑓(𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣,   

 где  𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦),  𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) - действительные функции действительных пере-

менных x и y , кроме того,   𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑖 𝑑𝑦. 

Тогда 

    

L L L

udyvdxivdyudxidydxivudzzf ))(()(  ,                       (1)                      

Вычисление интеграла от  f(z)  комплексного переменного z  сводится к 

вычислению обычных криволинейных интегралов  II рода. Значит, на интегралы 

от функций комплексного переменного распространяются свойства криволиней-

ных интегралов II рода. 

 

Пример 1.   Вычислить   
L

zdzz Re ,                    

 

L:  𝑦 = 𝑥2   от точки   𝑧0 = 0  до  𝑧1 = 2 + 4𝑖. 
 

Решение:  Выделим в подынтегральной функции действительную и мни-

мую части. 

𝑧̅𝑅𝑒𝑧 = (𝑥 − 𝑖𝑦)𝑥 = 𝑥2 − 𝑖𝑥𝑦, 

умножим полученное выражение на 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑖 𝑑𝑦 

(𝑥2 − 𝑖𝑥𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦) = 𝑥2𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 + 𝑖(−𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦). 

Учитывая, что  𝑦 = 𝑥2, x изменяется от 0 до 2, dy = 2xdx, 

   

2

0

2

0

3422

2

0

2

0

222 )2()2()2(Re dxxidxxxdxxxxxidxxxxxzdzz

L

 

  i
x

i
xx

4
15

232

45

2

3

2

0

4
2

0

53











 . 

Интеграл 
L

dzzf )( ,   вообще говоря, зависит от пути интегрирования L. 
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Пример 2.   Вычислить интеграл  
L

dzz  по следующим путям, соединяю-

щим точки   𝑧1 = 0  и  𝑧2 = 1 + 𝑖 

 
а) по прямой L1; 

б) по параболе  𝐿2: 𝑦 = 𝑥2; 

в) по ломаной, соединяющей точки  𝑧1 = 0 ,  𝑧3 = 𝑖   и   𝑧2 = 1 + 𝑖. 
 

Решение:  Преобразуем подынтегральное выражение  

𝑧̅𝑑𝑧 = (𝑥 − 𝑖𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦) = 𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 + 𝑖(−𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦) 

  

1 1

1

L L

xdyydxiydyxdxI ; 

Уравнение прямой, соединяющей точки z1  и z2 ,    𝑦 = 𝑥. 

(Точки (0:0) и (1;1) принадлежат прямой     𝑦 = 𝑥) 

Тогда 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 , х изменяется от 0 до 1. 

12

1

0

1

0

1

0

1

0

2
1     xxdxxdxxdxixdxxdxI . 

  

2 2

2

L L

xdyydxiydyxdxI ; 

L2:  𝑦 = 𝑥2,  𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥,  0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

   

1

0

1

0

23

1

0

1

0

222
2 )2()2()2( dxxidxxxdxxxidxxxxI  

3
1

322

1

0

3
1

0

42 ix
i

xx











  . 

Вычислим интеграл по ломаной, соединяющей точки  𝑧1 = 0 ,  𝑧3 = 𝑖 ,   

𝑧2 = 1 + 𝑖 , т.е. О(0; 0), А(1; 0), В(1; 1) 

 

OA AB

dzzfdzzfI )()(3  

2

1

2
)(

1

0

1

0

2

   
OA OA OA

y
ydyxdyydxiydyxdxdzzf  ; 

Т.к.   ОА:  𝑥 = 0 ,  𝑑𝑥 = 0 ,   0 ≤ 𝑦 ≤ 1. 
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     

AB AB AB

idxixdxxdyydxiydyxdxdzzf

1

0

1

0
2

1
)(  

AB:  𝑦 = 1 ,  𝑑𝑦 = 0 ,  0 ≤ 𝑥 ≤ 1  

𝐼3 =
1

2
+

1

2
− 𝑖 = 1 − 𝑖 . 

В рассмотренном примере подынтегральная функция непрерывная, но не 

аналитическая, интегралы по различным кривым, соединяющим две данные точ-

ки, имеют различные значения. 

Если кривая L задана параметрическими уравнениями 

{
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

  , 

и начальная и конечная точки дуги L соответствуют значениям параметра 

𝑡 = 𝑡0 ,  𝑡 = 𝑡1 ,  то 

  dztztzdzzf

L

t

t

)()()(
1

0

  ,  где   )()()( tiytxtz                             (2) 

Пример 3.   Вычислить  
L

zdzIm  ,  где  L:  |𝑧| = 3 ,  0 ≤ 𝑎𝑟𝑔𝑧 ≤ 𝜋 . 

 
Решение:  Преобразуем подынтегральное выражение 

𝐼𝑚𝑧𝑑𝑧 = 𝑦(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦) = 𝑦𝑑𝑥 + 𝑖𝑦𝑑𝑦 . 

Верхняя половина окружности    |𝑧| = 3  будет задана уравнениями 

{
𝑥 = 3 cos 𝑡
𝑦 = 3 sin 𝑡

  ,    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 . 

  


















00

2

0

cossin9sin9
cos3,sin3

sin3,cos3
Im tdttitdt

tdtdyty

tdtdxtx
ydyiydxzdz

L L
t

L

 

    
   

0

2

0 0 0 0

sin
2

9
2cos

2

9

2

9
sinsin9)2cos1(

2

9
t

i
tdtdtttdidtt  

 
2

9
0sinsin

2

9
2sin

4

9

2

9 22

0







i

t . 

Если интегрирование проводится по окружности или какой-либо ее части, 

то можно перейти к показательной форме комплексного переменного  𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑  , 

сохраняя модуль постоянным, а меняя только аргумент. 

Пример 4.   Вычислить   

L

dzzz )2( ,  где L:  |𝑧|=2 ,  −
𝜋

2
≤ 𝑎𝑟𝑔𝑧 ≤

𝜋

2
 . 

Решение:  Так как  𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 , то в нашем случае   𝑧 = 2𝑒𝑖𝜑  , 
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𝑑𝑧 = 2𝑖𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑 ,  𝑧̅ = 2𝑒−𝑖𝜑 ,  −
𝜋

2
≤ 𝜑 ≤

𝜋

2
  . 

Тогда  

  










 



  22
8284242)2(

2

2

2

2

2

2

22
2

2






















 iedideidieeedzzz iiiii

L

 

    iiiiiee ii  88)sin()cos(sincos282  
 . 

Вычисление интегралов от аналитических функций в односвязных обла-

стях. 

Пусть функция f(z) – аналитическая в односвязной области D и L - произ-

вольная незамкнутая линия с началом в точке z1 и концом в точке z2 (z1 , z2 , L 

принадлежат области D). Тогда значение интеграла не зависит от формы кривой, 

соединяющей точки  z1 и z2 , можно использовать формулу Ньютона-Лейбница 

 
2

1

)()()()( 12

z

zL

zFzFdzzfdzzf  ,                                       (3) 

где  F(z) – первообразная для f(z), )()( zfzF  ,  f(z) и 𝜑(𝑧) – аналитические 

в односвязной области D, а  z1 и z2  - произвольные точки этой области, то имеет 

место формула интегрирования по частям 

   
2

1

2

1

2

1

)()()()()()(

z

z

z

z

z

z

dzzfzzzfdzzzf   ,                          (4) 

Замена переменных в интегралах от функций комплексного переменного 

производится аналогично случаю функции действительного переменного. 

Пусть аналитическая функция 𝑧 = 𝜑(𝜔)  отображает взаимно однозначно 

контур  L1  в  𝜔 –плоскости на контур  L в z-плоскости. Тогда 

   dfdzzf

L L

)()()(

1

   .                                       (5) 

Если путь интегрирования является полупрямой, выходящей из точки  z0, 

или окружностью с центром в точке z0, то полезно делать замену переменной ви-

да  
irezz  0  .                                            (6) 

В первом случае  𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , а r – действительная переменная интегриро-

вания, во втором случае 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  , а   𝜑 – действительная переменная интегри-

рования. 

Пример 5.   Вычислить   
i

zdzz

0

cos   . 

Решение:  В соответствии с формулой (4)  𝑓(𝑧) = 𝑧 ,  𝜑′(𝑧) = cos 𝑧 , тогда 

𝑓′(𝑧) = 1 , 𝜑(𝑧) = sin 𝑧. 

Значит,  
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0coscossincos0sin0sinsinsincos

0

00

0

  iiiziizdzzzzdzz

i
ii

i

 

Учитывая, что 
2

cos
iziz ee

z


  ,   
i

ee
z

iziz

2
sin


  ,  получим  

 
1

1
1

2222
1

22
0coscossin

111111










e

eeeeee

i

eei
iii  .  

Если   𝑓(𝑧) – аналитическая функция в односвязной области D, то интеграл 

не зависит от пути интегрирования. В этом случае  

 

L

dzzf 0)(  .                                             (7) 

где L – любой замкнутый кусочно-гладкий контур в области D. 

 

Интегральная формула Коши 

Если функция 𝑓(𝑧) является аналитической в области D, ограниченной ку-

сочно-гладким замкнутым контуром L, и на самом контуре, то справедлива фор-

мула Коши 

 


L
zz

dzzf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(


 ,      Dz 0  ,                             (8) 

где контур L обходится так, чтобы область D оставалась все время слева. 

Эта формула позволяет вычислить некоторые интегралы. 

Перепишем ее так 

)(2
)(

0

0

zif
zz

dzzf

L


  ,      Dz 0  ,                             (9) 

 

Если функция 𝑓(𝑧) аналитична в области D и на ее границе L, то для любо-

го натурального n имеет место формула 

  



1

0

0
)( )(

2

!
)(

n

n

zz

dzzf

i

n
zf


 ,     

 

 Lz

Dz



0
 ,                             (10) 

 

Этой формулой можно пользоваться для вычисления некоторых интегра-

лов. Перепишем ее так 

 
)(

!

2)(
0

)(

1

0

zf
n

i

zz

dzzf n

L

n





 

 ,     
 

 Lz

Dz



0
 ,                             (11) 

 

 

Теорема Коши для многосвязной области 

Пусть функция 𝑓(𝑧) - аналитическая в многосвязной  области D, ограни-

ченной внешним контуром L и внутренними  L1 и L2 .  
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Интеграл по внешнему контуру L  
L

dzzf )(   равен сумме интегралов по 

внутренним контурам. 

Интегрирование как по внешней, так и по внутренним линиям совершается 

в положительном направлении. Кривые L1, L2 , L ориентированы так, чтобы при 

обходе каждой из этих кривых область D остается слева 

  

L L L

dzzfdzzfdzzf

1 2

)()()(   .                               (12) 

L 

 
Пример 6.   Вычислить  с помощью интегральной формулы Коши  

   
L

z

zdz

4

sin
2

 ,    где    L1 – окружность  |𝑧 − 2𝑖| = 1 ; 

 L2 – окружность  |𝑧 + 2𝑖| = 1 ; 

 L3 – окружность  |𝑧| = 4. 

 
 

Решение:   Подынтегральная функция 
sin 𝑧

𝑧2 + 4
=

sin 𝑧

(𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 2𝑖)
 

 не является аналитической в точках  𝑧1 = −2𝑖   и  𝑧2 = 2𝑖 . Внутри контура L1  

подынтегральная функция неаналитична в точке 𝑧 = 2𝑖 ,  а функция  

iz

z
zf

2

sin
)(


   является аналитической на контуре  L1   и внутри этого контура. По 

формуле (9) находим 




















   2222
)2sin(

4

2

2

sin
2

2

2

sin

4

sin 2222

2
21

1 1

eei

i

ee
i

i

i

iz

z
idz

iz

iz

z

z

zdz
I

izL L


  
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2
222

22

sh
ieei 







 . 

Внутри контура   L2  функция   
4

sin
2 z

z
  неаналитична в точке 𝑧 = −2𝑖  , а 

функция  
iz

z
zf

2

sin
)(


   является аналитической внутри контура  L2 и на этом 

контуре. По формуле (9) получим 










  


)2sin(
4

2

2

sin
2

2

2

sin

4

sin

2 2
2

22 i
i

i

iz

z
i

iz

dz
iz

z

z

zdz
I

L L iz


  

2
22222

2222

sh
ieei

i

ee 










 . 

Внутри контура  L3 подынтегральная функция   
4

sin
2 z

z
  не является анали-

тической в точках  −2𝑖   и  2𝑖 . Рассмотрим трехсвязную область, ограниченную 

контурами L1,  L2 и  L3 .   

В этой области и на ее полной границе функция  
4

sin
2 z

z
 является аналити-

ческой. 

По теореме Коши для многосвязной области интеграл по внешнему конту-

ру  L3  равен сумме интегралов по всем внутренним контурам, поэтому 

   










3 1 2

22
2

2
24

sin

4

sin

4

sin
212223

L L L

ishsh
i

sh
i

II
z

zdz

z

zdz

z

zdz
I 


 . 

 

Пример 7.   Вычислить интеграл  с помощью интегральной формулы Коши  

 
L

z

zz

dze
32 )2()1(

       при  L1 :   |𝑧| =
1

2
  

L2 :   |𝑧 − 1| = 1  

L3 :   |𝑧 + 2| =
3

2
 .   

Решение:   Подынтегральная функция неаналитична в точках 𝑧1 = 1  и 

𝑧2 = −2 . Но в замкнутой области, ограниченной окружностью   |𝑧| =
1

2
  , подын-

тегральная функция аналитична, точки   𝑧1 = 1  и  𝑧2 = −2  лежат вне области.  

 

 
 



11 

 

В силу теоремы Коши (7)  0
)2()1( 32



L

z

zz

dze
        

Внутри  контура  L2   функция  
32 )2()1(  zz

e z

  неаналитична в точке  𝑧1 =

1 , а функция  
3)2( z

e z

  является аналитичной внутри контура  L2  и на этом кон-

туре. 

По формуле (11) при  𝑛 = 1   получим 

0
)2(!1

2

)1(

)2(

)2()1(
22

1
32

3

32























  

L

z

z

z

L

z

z

ei

z

dz
z

e

zz

dze 
 

43 )2(

)1(

)2( 

















 z

ze

z

e zz

 

 Внутри  контура   L3  функция     
32 )2()1(  zz

e z

    неаналитична в точке  

𝑧2 = −2 , а функция   
3)2( z

e z

 является аналитической внутри контура  L3  и на 

этом контуре. 

По формуле (11)  при  𝑛 = 2   получим 

22

2

4

2

23

2

32 481

27

)1(

)116(

)1(!2

2

)2(

)1(

)2()1(
33

e

i

e

i

z

zze
i

z

ei

z

z

dze

zz

dze

z

zz

L

z

L

z 









































     

Применение вычетов для вычисления интегралов 

Изолированные особые точки  

Точка  z0  называется изолированной особой точкой функции 𝑓(𝑧) , если 

существует окрестность одной точки, в которой  𝑓(𝑧)  аналитична всюду, кроме 

самой точки  𝑧 = 𝑧0 . 

Разложим функцию  𝑓(𝑧)  в ряд Лорана в окрестности изолированной осо-

бой точки  𝑧 = 𝑧0 .  Возможны три случая:  

1) Если указанное разложение не содержит главной части (отрицательных степе-

ней разности  𝑧 − 𝑧0 ), т.е. имеет вид   







0

0 )()(
n

n
n zzCzf ,     

   то точка называется устранимой  особой точкой функции  𝑓(𝑧)  . В этом слу-

чае существует конечный предел 

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝐶0. 
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2) Разложение в ряд Лорана в окрестности особой точки  z0  содержит конечное 

число отрицательных степеней разности  𝑧 − 𝑧0 , то есть имеет вид 

 









1

0

000 )()()(
mn n

n
n

n zzCzzCzf  ,      0mC  .    

В этом случае точка  z0  называется полюсом порядка m функции 𝑓(𝑧) , а  

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = ∞ . 

3) Если разложение  

n

n

n
n

n

n
n

n

n zzCzzCzzCzf )()()()( 0

0

0

1

0  












 

cодержит бесконечное число отрицательных степеней разности  𝑧 − 𝑧0,  то 

в этом случае точка 𝑧 = 𝑧0  называется существенно особой точкой, а предел   

)(lim
0

zf
zz   

не существует. 

 

Вычеты аналитических функций в их изолированных особых точках 

Вычетом  аналитической функции  𝑓(𝑧) в ее изолированной особой точке  

z0  называется число, обозначаемое символом   )(
0

zfres
zz

 и определяется равен-

ством 




L
zz

dzzf
i

zresfzfres )(
2

1
)()( 0

0   
                                            (12)

                                    

где  L – любой замкнутый контур, окружающий точку z0  и не содержащий 

внутри себя других особых точек функции 𝑓(𝑧).  Контур  L  обходится в положи-

тельном направлении (против часовой стрелки). 

Вычет функции равен коэффициенту при минус первой степени в лоранов-

ском разложении функции 𝑓(𝑧) в окрестности точки  𝑧 = 𝑧0 

𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑧) = 𝐶−1                                                            (13) 

В устранимой особой точке  z0  функции 𝑓(𝑧) вычет равен нулю. В суще-

ственно особой точке  z0 вычет может быть найден только по разложению функ-

ции в ряд Лорана в окрестности этой точки. 

Вычет в полюсе может быть найден не только по формуле (12), но и по 

специальным формулам. 

Если  точка  𝑧 = 𝑧0  есть полюс  n-го порядка функции 𝑓(𝑧) , то 

  n

n

n

zz

zzzf
dz

d

n
zresf 01

1

0 )(
)!1(

1
)( lim

0









                                             
(14)

  
 

В случае простого полюса  (  n = 1 ) 

  00 )(lim)(
0

zzzfzresf
zz


                                             

(15)
  
 

Если функция 𝑓(𝑧) в окрестности  𝑧 = 𝑧0  представима как частное двух 

аналитических функций 

   
)(

)(
)(

z

z
zf




   , 
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причем     0)( 0 z ,   0)( 0 z ,  а    0)( 0  z , т.е. 0zz    - простой полюс  

функции 𝑓(𝑧) , то 

  
)(

)(
)(

0

0
0

z

z
zresf








   
                                         (16) 

 

Теорема Коши о вычетах 

Если  функция 𝑓(𝑧) является аналитической на границе L области D и всю-

ду внутри области, за исключением конечного числа особых точек   z1, z2, …, zn , 

то 

 




L

n

k

kzresfidzzf
1

)(2)( 
                                            

(17)
 

 

Пример 8.   Вычислить интеграл   
L

dz
z

tgz

2
, где L:  12 z . 

 

 

Решение:   Особыми точками функции  
2z

tgz
  будут  20 z ,  kzk 




2
,    

,...2,1,0 k     Все эти точки – полюсы первого порядка. Внутри контура инте-

грирования лежат полюсы  2z  и  
2


z  





















 
 22

2
2

2

2 z

tgz
res

z

tgz
residz

z

tgz

z
z

L


  

22  z

tgz
res
z

 найдем по формуле (16) 

  tgzz )( ,   2)(  zz  

2)2(
)2(

)2(

2 2
2

tgtg
z

tg

z

tgz
res

z
z







 


. 

Для отыскания 
2

2
 z

tgz
res
z


 поступим иначе. Обозначим  zz sin)(  ,   

zzz cos)2()(  , тогда 
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    































2

2

22
)2(sincos

1

cos2

2
sin

)2(cos

sin

2 






z

z

zz zzzzzzz

z
res

z

tgz
res

4

2

4

2

2
sin2

2
0

1
































,    

























 2
4

2
2

4

2
22

2
tgitgidz

z

tgz

L





 . 

 

Пример 9.   Вычислить интеграл   



L

dz
zz

z
43

2
, где L:  2z . 

Решение:   Особыми точками функции  
)1(

2
3 zz

z




  являются  1z  - про-

стой полюс и 02 z  - полюс третьего порядка. Они лежат внутри контура инте-

грирования. 

   























L

zz zz

z
res

zz

z
residz

zz

z

)1(

2

)1(

2
2

)1(

2
30313

  

)1(

2
31 zz

z
res
z 




 найдем по формуле (15) 

3
2

lim
)1(

)1)(2(
lim

)1(

2
313131
















 z

z

zz

zz

zz

z
res

zzz
 

)1(

2
30 zz

z
res
z 




 найдем по формуле (14), n = 3 

3
1

2
lim

2

1

)1(

)0)(2(
lim

!2

1

)1(

2

03

3

030








































 z

z

zz

zz

zz

z
res

zzz
. 

 

Пример 10.   Вычислить интеграл  
L

dz
z

z
1

sin 23
, где L:  1z . 
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Решение:   Функция   
z

z
1

sin 23
  имеет особую точку 0z  внутри контура. 

Разложим функцию в ряд Лорана в окрестности точки  0z . 

 











z
z

z
z

2
cos1

2

11
sin 323

 ; 

так как    ...
2

!6

12

!4

12

!2

1
1

2
cos

6

6

4

4

2

2


zzzz

  , то 











 ...

2

!6

12

!4

12

!2

1
11

2

1
sin

6

6

4

4

2

23
23

zzz

z

z
z    

...
1

45

21

3

1
...

2

!6

12

!4

12

2

1

2 36

6

4

4

2

23













zz
z

zzz

z
   

0z  - существенно особая точка для данной функции, коэффициент при 

степени  
z

1
  равен  

3

1
  . 

3

11
sin23

0


 z
zres

z
  

Тогда  












L

i
idz

z
z

3

2

3

1
2

1
sin23 

  . 

Вычисление интегралов вида  




dxxf )(   

Если  
)(

)(
)(

xQ

xP
xf

n

m   - отношение двух многочленов, причем степень n мно-

гочлена в знаменателе хотя бы на две единицы больше степени m многочлена в 

числителе ( 2mn  ),  функция   )(xf  непрерывна на всей действительной оси  

( 0)( xQn ),  то  

idxxf 2)( 




,                                                    (18) 

где    -  означает сумму вычетов функции  
)(

)(
)(

zQ

zP
zf

n

m    во всех полю-

сах, расположенных в верхней плоскости. 

Пример 11.   Вычислить интеграл  



 3613 24

2

xx

dxx
. 

Решение:   Так как  )9)(4(3613 2224  xxxx ,  то 

)9)(4(3613
)(

22

2

24

2







xx

x

xx

x
xf . 
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Аналитическим продолжением  функции  )(xf будет функция комплексно-

го переменного 
)9)(4(

)(
22

2




zz

z
zf , особыми точками которой являются по-

люсы первого порядка  iz 21  , iz 22  , iz 33  , iz 34  . В верхней полуплоско-

сти лежат точки  iz 2  и iz 3 . 

Применяя формулу (17), находим 


















 





 )9)(4(
(

)9)(4(
2

3613 22

2

322

2

224

2

zz

z
res

zz

z
resi

xx

dxx

iziz
 ; 

находим по формуле (16) 

5)132(2)4)(9(2)9)(4(
2

2

2

22

2

22

2

2

i

zz

z

zzzz

z

zz

z
res

iziz
iz






















  

 

10

3

2)4)(9(2)9)(4(
3

22

2

22

2

3

i

zzzz

z

zz

z
res

iz
iz





















  

510

)(2

10

3

5
2

)9)(4( 22

2 
 


















iiii
i

xx

dxx
. 

 

 

 

Индивидуальные задания для самостоятельной работы студентов 

 

Задача 1.  Вычислить интеграл 

1) 

L

dzz2Re , где а) L – отрезок  ОВ, соединяющий точки  О(0; 0) и В(1; 2), 

б) L – ломаная ОАВ, соединяющая точки О(0; 0), А(0; 2), 

В(1; 2) 

2) 
 

L

dzz )12( , где а) L – дуга параболы  
3xy    от точки  О(0; 0) до точки 

В(1; 1), 

б) L – ломаная ОАВ, соединяющая точки О(0; 0), А(1; 0), 

В(1; 1) 

3) 

L

dzz2Im , где а) L – отрезок  прямой  ОВ, соединяющий точки  О(0; 0), 

В(1; 1), 

б) L – ломаная ОАВ, соединяющая точки О(0; 0), А(0; 1), 

В(1; 1) 

4) 
 

L

dzzz )23( 2
, где а) L – дуга параболы  

2xy    от точки  О(0; 0) до точки 

В(1; 1), 

б) L – ломаная ОАВ, соединяющая точки О(0; 0), А(1; 0), 

В(1; 1) 

5) 

L

dzz3Im ,   где а) L – отрезок  прямой  ОВ, соединяющий точки  О(0; 0), 

В(2; 2), 
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б) L – ломаная ОАВ, соединяющая точки О(0; 0), А(0; 2), 

В(2; 2) 

6) 

L

dzz ,    где а) L – дуга параболы  xy    от точки  А(0; 1) до точки 

В(2; 2), 

б) L – ломаная  АСВ, соединяющая точки izA   , izC 2  , 

izB 22     

7) 

L

dzzz 2Re ,   где а) L – отрезок  прямой  от точки  0Az  до точки  

izB 1  

б) L – ломаная  АСВ, соединяющая точки 0Az  , izC   , 

izB 1    

8) 

L

zdzz Im ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 3), 

б) L – ломаная  АСВ, соединяющая точки А(0; 0), С(0; 3), 

В(1; 3) 

9) 

L

dzz3Re ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(1; 2) 

10) 
 

L

dzzz ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(0; 1), В(1; 1) 

11) 

L

zdzz Re ,   где а) L – отрезок   АС,   А(0; 0), С(1; 2), 

б) L – ломаная  АВС,  А(0; 0), В(1; 0), С(1; 2) 

12) 

L

dzz ,    где а) L – отрезок   АС,   А(0; 0), С(1; 1), 

б) L – ломаная  АВС,  А(0; 0), В(1; 0), С(1; 1) 

13) 
 

L

dzzz )1412( 35
,  где  а) L – отрезок   АВ,   А(1; 1), В(0; 0), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(1; 1), С(0; 1), В(0; 0) 

14) 

L

dzz3Im ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(1; 1) 

15) 
 

L

dzzz ,    где а) L – часть кривой  
2xy    от точки  А(0; 0) до точки 

В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(1; 1) 

16) 

L

dzz 2
,    где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(0; 1), В(1; 1) 

17) 

L

zdzIm ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(2; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(2; 1) 

18) 

L

dzz ,    где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(2; 0), В(1; 2) 

19) 

L

dzz2Im , где а) L – часть кривой  
2xy    от точки  А(0; 0) до точки 

В(2; 4), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(2; 0), В(2; 4) 

20) 
 

L

zdzz ImRe ,  где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(2; 0), В(1; 2) 
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21) 

L

dzz 2)( ,    где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(0; 2), В(1; 2) 

22) 

L

dzz3Im ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(1; 1) 

23) 

L

dzz3Re ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; 2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(2; 0), В(1; 2) 

24) 

L

dzz 2
,    где а) L – дуга кривой  

2xy    от точки  А(0; 0) до точки  

   В(1; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(1; 0), В(1; 1) 

25) 
 

L

dzzz )1412( 35
,  где  а) L – отрезок   АВ,   А(1; 0), В(0; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(1; 0), С(0; 0), В(0; 1) 

26) 

L

dzz 2
,    где а) L – отрезок   АС,   А(0; 0), С(1; 2), 

б) L – ломаная  АВС,  А(0; 0), В(1; 0), С(1; 2) 

27) 
 

L

dzzz )173( 2
,  где  а) L – отрезок   АВ,   А(1; 0), В(2; -1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(1; 0), С(1; -1), В(2; -1) 

28) 
 

L

YmzdzzRe ,  где а) L – отрезок   АВ,   А(1; 0), В(0; 1), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(1; 0), С(0; 0), В(0; 1) 

29) 

L

dzzz 2Re ,   где а) L – отрезок   АВ,   А(0; 0), В(1; -2), 

б) L – ломаная  АСВ,  А(0; 0), С(0; -2), В(1; -2) 

30) 

L

zdzRe ,   где а) L – отрезок   АС,   А(1; 1), С(2; 2), 

б) L – ломаная  АВС,  А(1; 1), В(2; 1), С(2; 2) 

 

 Задача 2.  Вычислить интеграл 

1) 
 

L

dzzz ,     где  L:  1z ,   zarg0  

обход против часовой стрелки 

2) 

L

zdzz Re ,    где  L:  1z ,  обход против часовой стрелки 

3) 
 

L

dzzz ,   где  L:  1z ,  0Im z  

обход против часовой стрелки 

4) 

L

dzzz 2Im , где  L:  1z ,  0arg  z  

 

5) 

L

dzz ,   где  L:  2z ,     
4

5
arg

4

3 
 z  

6) 

L

dzzz 2Re , где  L:  3z ,  0Im z  

обход против часовой стрелки 

7) 
 

L

dzzz ,    где  L:  2z ,   zarg0  
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8) 

L

dzz ,   где  L:  2z ,  0Im z , 

пробегаемый  от  21 z   до  22 z  

9) 
 

L

dzzz ,   где  L:  4z     от  iz 41    до  iz 42   

10) 

L

dzzz 2Re , где  L:  2z ,  0Im z  , 

обход против часовой стрелки 

11) 

L

dz
z

z
,    где  L:  1z ,  

2
arg0


 z  

12) 

L

zdzIm , где  L:  3z ,  
2

arg0


 z  

13) 

L

zdzz Re , где  L:  1z ,  0Im z , 

обход против часовой стрелки 

14) 
 

L

dzzzz )( 2
, где  L:  2z ,  

2
arg0


 z  

15) 

L

dzzz 2Im , где  L:  1z ,   zarg0  

 

16) 

L

zdzz Re , где  L:  2z ,  
2

arg0


 z  

17) 
 

L

dzzz ,   где  L:  2z ,   zarg0  

 

18) 

L

zdzz Re , где  L:  3z ,    zarg  

 

19) 
 

L

dzzz ,    где  L:  1z ,  обход против часовой стрелки 

20) 
 

L

dzzz ,    где  L:  3z ,   
2

arg0


 z  

21) 

L

zdzz Im , где  L:  2z ,   zarg0  

 

22) 
 

L

dzzz ,   где  L:  2z    от  iz 21    до  iz 22     

23) 

L

dzz , где  L:  1z ,  0Im z , 

обход против часовой стрелки 

24) 

L

zdzIm , где  L:  2z ,    zarg0  

 

25) 

L

zdzIm , где  L:  21 z ,    20   
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26) 

L

dzzz 2Im , где  L:  2z ,   2arg0  z  

 

27) 

L

zdzz Re , где  L:  3z ,   
2

arg0


 z  

28) 

L

dz
z

z
, 

где  L:  2z ,    zarg0  

29) 

L

dzz , где  L:  1z ,    
2

arg
2

3 
 z  

30) 

L

dz
z

z
, 

где  L:  4z ,  0Im z , 

обход против часовой стрелки 

 

 

Задача3.  Вычислить интеграл 

 

1) 






i

dzzz

1

0

3 )2(  
2) 


2

0

sin



zdzz  

3) 
dzze

i

i

z




2

 
4) 

 

i

zdzez

0

)5(  

5) 

 

i

dzzz

1

34 )23(  
6) 






i

i

dzziz

1

)sin(  

7) 






i

dzzz

1

1

3 )123(  
8) 


i

zdzze

1

 

9) 

 

i

zdzz

1

sin)1(  
10) 






i

zdzz

1

0

cossin  

11) 






i

i

z

dzezz

2

1

23

3

)(  

12) 


2ln

0

dzze z
 

13) 




i

zdzei

0

)1(  
14) 






i

i

z dzze
2

 

15) 




i

zdzeiz

2

0

)(  
16) 




2

0
2

cos

i

dz
z

z


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17) 


2

0
2

sin

i

dz
z

z



 

18) 


i

zdz

0

2sin  

19) 


i

zdz

0

2cos2  
20) 


i

zdzze

2

0

 

21) 








i

i

dzzz

1

1

23 )2(  
22) 

 

i

dzzz

1

34 )23(  

23) 






i

zdzze

1

0

 
24) 





2

2

cos)1(





zdzz  

25) 

 

i

zdzz

2

0

cos)5(  
26) 

 

i

zdziz

0

sin)(  

27) 

 

i

zdzeiz

0

)(  
28) 






i

e

z

i

dzzeiz

4

2

)2( 2



 

29) 






3

3

2

2

2 )32(

i

i

e

e

dzzz





 

30) 


i

zdz

2

0

2cos  

 

Задача 4.  Вычислить с помощью интегральной формулы Коши (контур (L) 

обходится против часовой стрелки) 

1) а) 
 
L

izz

dz

)(
 ; 

 L1 :  
2

1
z  ;    L2 :  12 z     

б) 

 
L

z

ziz

dze

)2()( 2
 ; 

 L1 :  2 iz  ;    L2 :  3z     

2) а) 
 
L

izz

zdzch
2))(1(

2
 ; 

 L1 :  
3

1
 iz  ;    L2 :  

2

1
z     

б) 
 
L

z

zdz

92

 ; 

 L1 :  13  iz  ;    L2 :  4z     

3) а) 
dz

z

z

L




2

sin1
 ; 

 L1 :  
2

1
z  ;    L2 :  12 z     

б) 

 
L

z

z

dze

)1( 2
 ; 

 L1 :  
3

1
1 z  ;    L2 :  2z     
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4) а) 
 
L

iz

zdzsin
 ; 

 L1 :  1 iz  ;    L2 :  
2

1
z     

б) 
 
L

zz

dz
2)2(

 ; 

 L1 :  
3

1
2 z  ;    L2 :  3 iz     

5) а) 

 
L

iz

dzz

2

2

 ; 

 L1 :  3z  ;    L2 :  
2

1
1 z     

б) 
 
L

zz

zdz

)1(

cos
3

 ; 

 L1 :  
3

1
z  ;    L2 :  21 z     

6) а) 
 
L

z

dz

12
 ; 

 L1 :  
2

1
z  ;    L2 :  1 iz       

б) 

 
L

iz

zz

dze

)2()1( 2
 ; 

 L1 :  11 z  ;    L2 :  3z     

7) а) 
 
L

zz

zdz

)2)(1(

sin
 ; 

 L1 :  
3

1
z  ;    L2 :  

2

3
1 z  

б) 

 
L

z

zz

dze
3)1(

 ; 

 L1 :  
2

1
1 z  ;    L2 :  2z     

8) а) 
 
L

zz

dz

)1( 2
 ; 

 L1 :  
3

1
z  ;    L2 :  

2

3
1 z       

б) 

 
L

z

z

dzze
3)2(

 ; 

 L1 :  21 z  ;    L2 :  1z     

9) а) 
 
L

zz

dz

)9)(9( 2
 ; 

 L1 :  22  iz  ;    L2 :  4z     

б) 




L
z

dzz
2

)sin1(
 ; 

 L1 :  
2

1
z  ;    L2 :  

3

1
2 z     

10) а) 

 



L
z

dzz

4

)9(
2

2

 ; 

 L1 :  3z  ;    L2 :  12 z     

б) 

 
L

iz

z

dze
22 )1(

 ; 

 L1 :  
2

1
1 z  ;    L2 :  2z     

11) а) 
 
L

zz

zdz

342
 ; 

 L1 :  
2

3
z  ;    L2 :  22 z     

б) 

L

z

zdz
3

cos
 ; 

 L1 :  21 z  ;    L2 :  
2

1
3 z     

12) а) 

 



L
z

dzz

1

)2(
2

2

 ; 

 L1 :  
2

3
1 z  ;    L2 :  2z     

б) 
 
L

iz

zdz
3)(

cos
 ; 

 L1 :  1 iz  ;    L2 :  
2

1
z     
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13) а) 

 
L

z

zz

dze

22
 ; 

 L1 :  1z  ;    L2 :  12  iz     

б) 
 



L
zz

dzz

)3(

)2(
3

 ; 

 L1 :  1z  ;    L2 :  32 z     

14) а) 

 
L

iz

z

dze

12
 ; 

 L1 :  1 iz  ;    L2 :  
3

1
z     

б) 
 
L

z

zshzdz
22 )1(

 ; 

 L1 :  
2

1
1 z  ;    L2 :  2z     

15 а) 
 
L

zz

zdz

)3)(1(
 ; 

 L1 :  22 z  ;    L2 :  31 z     

б) 

 
L

z

zdzch
22

2

)1(
 ; 

 L1 :  1z  ;    L2 :  12 z     

16) а) 
 



L
zz

dzz

)1)(4(

)2(
 ; 

 L1 :  2z  ;    L2 :  5z     

б) 
 
L

z

zdz
3)1(

sin
 ; 

 L1 :  
2

3
z  ;    L2 :  11 z     

17) а) 
 
L

zz

izdz

34

sin
2

 ; 

 L1 :  2z  ;    L2 :  12 z     

б) 
 
L

zz

zdz
3)3)(1(

 ; 

 L1 :  24 z  ;    L2 :  31 z     

18) а) 
 



L
zz

dzz

)2(

)sin1(
 ; 

 L1 :  
3

1
z  ;    L2 :  21 z     

б) 
 
L

zz

dz

)9()1( 22
 ; 

 L1 :  21 z  ;    L2 :  12 z     

19) а) 

 
L

iz

z

dze

42
 ; 

 L1 :  12  iz  ;    L2 :  
2

1
z     

б) 
 
L

zz

dz
3)1)(2(

 ; 

 L1 :  11 z  ;    L2 :  31 z     

20) а) 
 



L
zz

dzz

)1)(1(

)2(
22

 ; 

 L1 :  
2

1
1 z  ;    L2 :  2 iz     

б) 

 
L

z

zz

dze
3)2(

 ; 

 L1 :  12 z  ;    L2 :  12 z     

21) а) 

 
L

z

zz

dze

32
 ; 

 L1 :  1z  ;    L2 :  31 z     

б) 

 



L
zz

dzz

96

)1(
2

2

 ; 

 L1 :  5 iz  ;    L2 :  1z     

22) а) 
 



L
zz

dzz

)3(

)2(
2

 ; 
б) 

 
L

iz

z

dze

12
 ; 
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 L1 :  2 iz  ;    L2 :  31 z      L1 :  1 iz  ;    L2 :  1z     

23) а) 
 
L

zz

zdz

16

sin
3

 ; 

 L1 : 21  iz  ; L2 :  
2

1
2 z     

б) 
 



L
zz

dzz

)2()1(

)3(
2

 ; 

 L1 :  11 z  ;    L2 :  31 z     

24) а) 
 
L

z

zdz

13
 ; 

 L1 :  2 iz  ;    L2 :  
2

1
1 z     

б) 

 



L

z

zz

dzez

)3(

)2(
2

 ; 

 L1 :  21 z  ;    L2 :  32 z     

25) а) 
 
L

zz

chzdz

)1)(1(
 ; 

 L1 :  
2

1
1 z  ;    L2 :  2z     

б) 
 



L
zz

dziz

)2(

)(
2

 ; 

 L1 :  
3

1
z  ;    L2 :  5z     

26) а) 
 
L

z

zdz

4

sin
2

 ; 

 L1 :  2 iz  ;    L2 :  
2

1
z     

б) 
 



L
zz

dzz

)2()3(

)4(
2

 ; 

 L1 :  22 z  ;    L2 :  4z     

27) а) 
 
L

z

zdz

9

sin
2

 ; 

 L1 :  3 iz  ;    L2 :  
2

1
z     

б) 
 



L
zz

dzz

)3()1(

)2(
2

 ; 

 L1 :  22 z  ;    L2 :  4z     

28) а) 
 
L

zz

zdz

652
 ; 

 L1 :  
2

1
3 z  ;    L2 :  22 z     

б) 
 



L
z

dzz
22 )9(

)1(
 ; 

 L1 :  31  iz  ;    L2 :  1z     

29) а) 
 



L
zz

dzz

)3)(4(

)1(
2

 ; 

 L1 :  22  iz  ;    L2 :  1z     

б) 

 
L

zi

zz

dzche
23 4



 ; 

 L1 :  1z  ;    L2 :  32 z     

30) а) 
 
L

zz

zshzdz

)2)(1(
 ; 

 L1 :  
2

3
z  ;    L2 :  21 z     

б) 
 



L
zzz

dzz
23 44

)1(
 ; 

 L1 :  
4

3
1 z  ;    L2 :  

2

1
 iz     

 

 

Задача 5.  Вычислить интегралы с помощью вычетов 
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1) а) 


1

4 1
cos

z

dz
z

z  
б) 












2

2

2

2

sin

z zz

zdz


  

в) 






2

3
2 )1(

2

z
zz

zdzch
 

2) а) 





2

1

1
sin

z

dz
z

  
б) 


1

3

2

z
z

zdzsh
  

в) 

2

cos
z

z

zdz
 

3) а) 






3

1

1

z

z

dz
z

e
 

б) 

1

3

cos

z
z

zdz
  

в) 




32

)2(
z

zz

tgzdz
  

   

4) а) 






3

1

1

)1(

z

z dzez  
б) 






2

1
2

)sin1(

z
z

dzz
  

в) 




2

3)1(
z

zz

tgzdz
 

   

5) а) 






3

1
sin1

z

dz
z

z
  

б) 




63

3 )4()2(
z

zz

zdz
 

 

в) 

 11

cos
z

z

zdz
  

   

6) а) 

2

2

2 1
sin

z

dz
z

z   
б) 






2

1
1

22 )1(
z

iz

z

dze
  

в) 







31
)1)((

)cos1(

z
zz

dzz


  

   

7) а) 


1

1

2

z

z dzez   
б) 





2

22 )1(
z

z

zshzdz
  

в) 

4

sin
z

z

zdz
  

 

8) а)  





1

2 1
2

z

z

z

dzez
  

б) 





11

2 )3()1(

4
sin

z
zz

dz
z

  

в) 







32

2 )3(

)cos1(

z
zz

dzz
  

   

9) а) 

1

3 1
sin

z

dz
z

z   
б) 





3

2 )2()1(
z

zz

zdz
 

в) 




12

2
z

z

tgzdz
 

10) а) 


1

2

4

z

z dzez   
б) 





2

3)1(

sin

z
z

zdzz
  

в) 







4
)(

)cos1(

z
zz

dzz


  

11) а) 

1

2 1
cos

z

dz
z

  
б) 





12

4)2(
z

z

z

dze
  

в) 











31

3

2

2

sin

z zz

zdz


  

12) а) 






2

2

1

z

z dze   
б) 





2

22 )1(

sin

z
zz

zdz
  

в) 




11

cos

z
z

zdz


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13) а) 

1

4 1
sin

z

dz
z

z   
б) 





2

3)1(
z

iz

z

dze
  

в) 


1

2

cos

sin

z
zz

zdz
  

14) а) 






3

1

1

)1(

z

z dzez   
б) 





21

2 )2(

2

z
zz

zdzch
  

в) 




2

35

sin

z
zz

zdz
  

15) а) 

2

1
sin

z

dz
z

  
б) 


 








1 2

4
z zz

tgzdz


  

в) 




11

22 )1(

cos

z
z

zdz
  

 

16) а) 

2

3 1
cos

z

dz
z

z  
б) 





3

3)1(

sin

z
z

zdzz
  

в) 




21

3)2(
z

zz

tgzdz
 

17) а) 






2

1

1

z

z dze   
б) 





2

22 )1(
z

z

zshzdz
 

в) 

4

sin
z

z

zdz
  

18) а) 






11

2

1

1
sin)1(

z

dz
z

z   
б) 






2

1
1

22 )1(
z

iz

z

dze
  

в) 





2
2

3
sin

)2(sin

z

z

dzzz
  

19) а) 






2

1

1

z

z dzze   
б) 






3

1
2

)sin1(

z
z

dzz
 

в) 











1 2

2

4

z zz

tgzdz


  

20) а) 

1

2 1
sin

z

dz
z

z   
б) 





2

3)1(
z

iz

z

dze
  

в) 





21
2sin

)(

z
z

dzzz 
  

21) а) 

1

4 1
sin

z

dz
z

z   
б) 





12

4)2(
z

z

z

dze
  

в) 







2

2 )1(

)cos1(

z
zz

dzz
  

22) а) 






2

2)1(

1
cos)1(

z

dz
z

z   
б) 





3

2 )2()1(
z

zz

zdz
  

в) 


 31

sin
z

z

z

dzze
  

23) а) 

1

2

1
sin

z

dz
z

z   
б) 





3

3 )2(
z

z

zz

dze
  

в) 







1
2

3
)(3sin

)(

z

zz

dzzz




  

24) а) 

1

2 1
sin

z

dz
z

z   
б) 






2

3
2)1(

2

z
zz

zdzch
  

в) 




2

3
sin

iz

z

z

dze
  

25) а) 






1

1

3 2

z

z dzez   

б) 





11

2 )3()1(

4
sin

z
zz

dz
z

  

в) 





1
2

1
sin

)(

z

z

dziziz


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26) а) 

1

2 1
sin

z

dz
z

  
б) 





63

3 )4()2(
z

zz

zdz
  

в) 







4

2)(

)cos1(

z
zz

dzz


  

27) а) 


2

2

z

z dzze   
б) 


1

3

2

z
z

zdzsh
  

в) 











31

3

2

2

sin

z zz

zdz


  

28) а) 


1

1

3

z

z dzez   
б) 


1

3

cos

z
z

zdz
  

в) 




2

2)1(

sin

z
zz

zdz
  

29) а) 
dz

z
z

z







2
1

1
cos)1(   

б) 





21

3

iz
zz

dz
  

в) 






3

1

4

1

2

2sin

)1(

z

z

dzzz


  

30) а) 






3

2

2

1
sin)2(

z

dz
z

z   
б) 





3

22 )1(

cos

iz
z

zdz
  

в)  







3

23

1
2

iz

z

izz

dze
  

 

Задача 6.  Вычислить интеграл 

1) 





 )16()1( 222 xx

dx
 

16) 





 )16)(9( 22 xx

dx
 

2) 





 22

2

)25(x

dxx
 

17) 





 2222 )5()1( xx

dx
 

3) 








22 )4(

)1(

x

dxx
 

18) 





 2222 )16()3( xx

dx
 

4) 





 )16()4( 222 xx

dx
 

19) 





 )9)(1( 22

2

xx

dxx
 

5) 





 22

2

)9(x

dxx
 

20) 





 256 24

2

xx

dxx
 

6) 





 42 )1(x

dx
 

21) 





 32 )106( xx

dx
 

7) 








22

2

)4(

)10(

x

dxx
 

22) 
dx

xx

xx








910

2
24

2

 

8) 





 222 )1)(4( xx

dx
 

23) 









65

)5(
24

2

xx

dxx
 



28 

 

9) 





 222 )1)(9( xx

dx
 

24) 








22

2

)2910(

)3(

xx

dxx
 

10) 





 )16()1( 222 xx

dx
 

25) 








22

2

)134(

)1(

xx

dxx
 

11) 





 32 )1( x

dx
 

26) 





 222 )3)(2( xx

dx
 

12) 





 22

2

)1(x

dxx
 

27) 





 22 )2910( xx

dx
 

13) 





 22

2

)16(x

dxx
 

28) 





 22 )102( xx

xdx
 

14) 








22

2

)9(

)4(

x

dxx
 

29) 





 222 )1)(22( xxx

dx
 

15) 





 910 24 xx

dx
 

30) 





 22 )22( xx

dx
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