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ХАОТИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ В НЕЛИНЕЙНОМ КОЛЕБАТЕЛЬ-
НОМ КОНТУРЕ СО СХЕМОЙ БУШЕРО

Канов Л.Н., Соколов В.А.

Исследованы хаотические колебания в нелинейном последовательном конту-
ре, питающемся от источника синусоидального тока, собранного по схеме Буше-
ро. Выявлены закономерности и числовые характеристики колебаний, условия их  
возникновения и разрушения.

К настоящему времени теоретически изучены, например [1], хаотиче-
ские процессы в простейших нелинейных цепях второго порядка. Экспери-
ментальное исследование подобных явлений в этих цепях оказалось невоз-
можным из-за крайней трудности возбуждения субгармоник и хаотических 
колебаний. В то же время хаотические колебания можно сравнительно лег-
ко  получить  экспериментально  в  нелинейном  последовательном  колеба-
тельном контуре, питающемся от источника синусоидального тока по схе-
ме Бушеро (рисунок 1,а). Это объясняется тем, что с помощью схемы Бу-
шеро рабочая точка нелинейного контура выводится на неустойчивый па-
дающий участок вольт-амперной характеристики  между точками  U0 и  I0 

(рисунок 1,б).
Вебер-амперная  характеристика  ψ(i) нелинейной  катушки  (рисунок 

1,в), аппроксимируется кубической параболой 3
31 ψ+ψ= aai . Коэффициен-

ты аппроксимации  a1,  a3,  определенные методом наименьших квадратов, 
для применяемой катушки составляют a1 = 0,126; a3 = 190,5, сопротивление 
обмотки нелинейной катушки R2 = 5 Ом. Емкости обоих конденсаторов вы-
браны по 20 мкФ, а индуктивность линейной катушки определена из соот-

ношения, характерного для схемы Бушеро [2]: 51,01

1
21 =

ω
=

C
L  Гн. Сопро-

тивление обмотки линейной катушки R1 = 15 Ом. Динамика цепи, включен-



ной  на  синусоидальное  напряжение,  описывается  системой  нелинейных 
дифференциальных уравнений четвертого порядка
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где 3
31)( ψ+ψ=ψ aai , tUtu M ω= sin)( .

На рисунке 2 показаны результаты компьютерного моделирования за-
висимости напряжения на конденсаторе 2Cu  от амплитуды входного напря-
жения. Напряжение на конденсаторе фиксировалось через каждый период 

входного  напряжения 
T = 0,02 c. Фиксация начина-
лась спустя 30 с после вклю-
чения  входного  напряжения 
для  исключения  влияния 
переходного процесса и про-
должалась в течение 7 с. 

Из  рисунка  2  следует, 
что  при  B]5,...,0[∈MU  в 
цепи  существуют  периоди-
ческие колебания с частотой 
питающего  напряжения.  В 
диапазоне 

B]2,7,...,2,5[∈MU  возни-
кают хаотические колебания, 
которым соответствуют пол-
ностью  затемненные 
участки  графика.  Далее  до 
значения  UM = 9,8 B  в  цепи 
существует  четвертая  суб-
гармоника  с  периодом  4Т. 
Диапазон 

B]5,10,...,8,9[∈MU  характе-
ризуется  большим  количе-
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Рисунок 3 – Фазовая траектория хаотических  
колебаний при входном напряжении 12 В

ÿ

Рисунок 2 – Диаграмма зависимости характера 
колебаний от амплитуды входного напряжения



ством субгармоник, накладывающихся друг на друга. Вплоть до напряже-
ния  UM = 11,5 B  в  цепи доминирует  пятая субгармоника с  периодом 5Т. 
Ярко выраженные хаотические колебания возникают при изменении вход-
ного напряжения в интервале  B]13,...,5,11[∈MU . С дальнейшим увеличе-
нием амплитуды входного напряжения хаотические колебания разрушают-
ся и уступают место периодическим с основной частотой 25 Гц (вторая 
субгармоника).

На рисунке 3 показана фазовая траектория хаотических колебаний в 
координатах  22 , CC iu ,  соответствующая  амплитуде  входного  напряжения 
UM = 12 B. Из рисунка 3 следует, что в фазовом пространстве цепи суще-
ствует странный аттрактор – область глобально устойчивых, но локально 
неустойчивых фазовых траекторий. Эти траектории располагаются по по-
верхности аттрактора, и его сечение представляет одномерную кривую. Та-
ким образом,  странный аттрактор имеет  вид  неправильного  пустотелого 
тора в четырехмерном фазовом пространстве цепи. Подобная закономер-
ность,  характерная  для  систем  с  высокой  степенью  диссипации 
(R1 = 15 Ом), была отмечена и другими исследователями, например [3]. 

Важнейшими характеристиками динамических систем являются пока-
затели Ляпунова [4],  характеризующие разбегание со временем фазовых 
траекторий, начинающихся в близких точках. Количество этих показателей 
равно порядку системы (в нашем случае n = 4). Первый показатель λ1 опре-
деляется  интегрированием  линеаризованной  системы  уравнений  цепи 
вдоль траектории исходной нелинейной системы (1). Линеаризованная си-
стема для переменных { }4321 ,,, xxxxx = имеет вид

Ax
dt
dx = ,                                                                       (2)

где матрица  A составлена из частных производных правых частей (1) по 
фазовым координатам 211 ,,, CLC uiu ψ :
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здесь обозначено 2
31 3 ψ+= aadi , а ψ(t) – решение нелинейной системы (1). 

Начальные условия линеаризованной системы (2)  устанавливаются нуле-
выми, кроме x1(0) = 1. Через каждый i-й период T = 0,02 c определяется дли-



на вектора решения ∑
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ji xd . Таким образом, di характеризует разбега-

ние фазовых траекторий линеаризованной системы за время Т. При  di > 1 
траектории разбегаются, следует ожидать хаотических колебаний, при di < 1 
колебания устойчивые, периодические. Первый показатель Ляпунова рас-

считывается по формуле ∑
∞

=
∞→=λ

1
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i
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, где m – число периодов, 

по  которым  исследуются  колебания.  Хаотическому характеру колебаний 
соответствует λ1 > 0, устойчивым периодическим колебаниям –λ1 < 0. Перед 
очередным i-м просчетом на периоде Т уравнений (2) координаты x норма-

лизуются: 
i

j
j d

mTx
x
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Каждый последующий  j-й показатель Ляпунова также определяется 
на основе решения линеаризованной системы (2) с нулевыми начальными 
условиями, причем xj(0) = 1. Второй показатель λ2 характеризует изменение 
фазовой площади вдоль траектории системы (1), третий и четвертый – из-
менение фазового объема с размерностями, соответственно, 3 и 4. Таким 
образом, для оценки показателей Ляпунова следует одновременно интегри-
ровать систему (1) и четыре системы вида (2) (всего 20 уравнений) в тече-
ние длительного времени ( ∞→m ). 

С помощью показателей Ляпунова оценивается размерность странно-
го аттрактора в четырехмерном фазовом пространстве цепи. Фазовая траек-
тория устойчивого периодического процесса представляет собой кривую и 
имеет размерность, равную единице. Размерность dL аттрактора в области 

хаотических колебаний оценивается выражением [4]: ∑
= +λ

λ+=
j

i j
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, где 

421 λ≥⋅⋅⋅≥λ≥λ ,  а  j определяется  из  условий:  021 ≥λ+⋅⋅⋅+λ+λ j , 
0121 <λ+λ+⋅⋅⋅+λ+λ +jj .
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На  рисунке  4  показана 
зависимость  показателей  Ля-
пунова и размерности аттрак-
тора  от  амплитуды  входного 
напряжения; m = 100. Во всем 
диапазоне изменения входно-
го напряжения показатели  λ2, 
λ3, λ4 отрицательны, что гово-
рит  о  сокращении  фазового 
объема системы (1) с течени-
ем времени. Однако при зна-
чениях входного напряжения, 
соответствующим  хаотиче-
ским колебаниям, первый по-
казатель  λ1 становится  поло-
жительным,  что  подтвержда-

ется сравнением графиков на рисунках 2 и 4. Так как практически на всем 
диапазоне входного напряжения λ1 + λ2 < 0, то j = 1, а размерность аттракто-

ра определяется выражением 
2

11
λ
λ+=Ld  и в области хаотических колеба-

ний имеет дробное значение, не превосходящее 2. Обращает на себя внима-
ние удивительная симметрия графиков показателей Ляпунова, рисунок 4.

Исследование спектрального состава хаотических колебаний показывает, 
что помимо гармоники, соответствующей основной частоте 50 Гц, в формиро-
вании хаотических колебаний определяющую роль играют гармоники с перио-

дами от T
3
2

 до T
2
1 , T

4
1 , а также субгармоники с периодами T

2
3  и T5 .

После приведенного теоретического анализа было выполнено экспе-
риментальное исследование процессов в нелинейной цепи согласно рисун-
ку 1,а. Опыты подтвердили наличие субгармоник и хаотических колебаний 
при значениях входного напряжения в области 12 В, хотя и более слабо вы-
раженных. Это можно объяснить тем, что при теоретическом анализе была 
использована кубическая аппроксимация вебер-амперной характеристики, 
представляющей петлю гистерезиса, рисунок 1, в. Реальная цепь обладает 
большей диссипацией и подавляет хаотические колебания. 
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Рисунок 4 – Размерность и показатели Ляпунова
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